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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  cl  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  cl  autres  annotations  en  marge  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  appartenant  au  domaine  public  cl  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  soni  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  cl  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.   Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 

dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Cioogle  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  lins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyé/  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésite/  pas  à  nous  contacter.  Nous  encourageons  (tour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  (tour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  compte/  faire  des  fichiers,  n'oublie/  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduise/  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

À  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  franoais.  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  cl  les  cdilcurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l' adressef-'-    '..  ■"  :  /  /  .:y:,  ■:,:.:: .  :■■:,■:,  r-._^  .  --:.;-| 
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RÉSUMÉ  DES  LEÇONS 

DONNÉES 

A  L'ÉCOLE  ROYALE  POLYTECHNIQUE, 

SUR 

LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL, 

Par  M.  Augustin-Louis  CAUCHY, 

Ingénieur  des  Ponts  -  et  -Chaussées,  Professeur  d'Analyse  à  l'École  royale  Polytechnique) 
Membre  de  l'Académie  des  Sciences ,  Chevalier  de  la  Légion  d'honneur. 

TOME   PREMIER. 


A   PARIS, 
DE    L'IMPRIMERIE    ROYALE. 


Chez  DEBURE,  frères,  Libraires  du  Roi  et  de  la  Bibliothèque  du  Roi, 
rue  Serpente,  n.*  7. 

1823. 
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AVERTISSEMENT. 


v>et  ouvrage,  entrepris  sur  la  demande  du  Conseil  d'instruction 
de  l'École  royale  polytechnique,  offre  le  résumé  des  Leçons  que  j  ai 
données  à  cette  École  sur  le  calcul  infinitésimal.  Il  sera  composé 
de  deux  volumes  correspondais  aux  deux  années  qui  forment  la 
durée  de  renseignement  Je  publie  aujourd'hui  le  premier  volume 
divisé  en  quarante  Leçons ,  dont  les  vingt  premières  comprennent 
Je  calcul  différentiel ,  et  les  vingt  dernières  une  partie  du  calcul 
intégral.  Les  méthodes  que  j'ai  suivies  différent  à  plusieurs  égards 
de  celles  qui  se  trouvent  exposées  dans  les  ouvrages  du  même 
genre.  Mon  but  principal  a  été  de  concilier  la  rigueur,  dont  je 
m'étais  fait  une  loi  dans  mon  Cours  d'analyse ,  avec  la  simplicité  qui 
résulte  de  la  considération  directe  des  quantités  infiniment  petites. 
Pour  cette  raison ,  j'ai  cru  devoir  rejeter  les  déveioppemens  des 
fonctions  en  séries  infinies ,  toutes  les  fois  que  les  séries  obtenues 
ne  sont  pas  convergentes  ;  et  je  me  suis  vu  forcé  de  renvoyer 
au  calcul  intégral  la  formule  de  Taylor,  cette  formule  ne 
pouvant  plus  être  admise  comme  générale  qu'autant  que  la  série 
quelle  renferme  se  trouve  réduite  à  un  nombre  fini  de  termes ,  et 
complétée  par  une  intégrale  définie.  Je  n'ignore  pas  que  l'illustre 
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AVERTISSEMENT. 

auteur  de  la  Mécanique  analytique  a  pris  la  formule  dont  il  s  agit  pour 
base  de  sa  théorie  des  fonctions  dérivées.  Mais,  malgré  tout  le  respect 
que  commande  une  si  grande  autorité ,  la  plupart  des  géomètres 
s'accordent  maintenant  à  reconnaître  l'incertitude  des  résultats 
auxquels  on  peut  être  conduit  par  l'emploi  de  séries  divergentes , 
et  nous  ajouterons  que,  dans  plusieurs  cas,  le  théorème  de  Taylor 
semble  fournir  le  développement  d  une  fonction  en  série  conver- 
gente ,  quoique  la  somme  de  la  série  diffère  essentiellement  de  la 
fonction  proposée  [voyez  la  fin  de  la  38.*  Leçon  ].  Au  reste,  ceux 
qui  liront  mon  ouvrage,  se  convaincront,  je  f espère,  que  les  prin- 
cipes du  calcul  différentiel,  et  ses  applications  les  plus  importantes, 
peuvent  être  facilement  exposés ,  sans  l'intervention  des  séries. . 

Dans  le  calcul  intégral ,  il  ma  paru  nécessaire  de  démontrer 
généralement  l'existence  des  intégrales  ou  fonctions  primitives  avant 
de  faire  connaître  leurs  diverses  propriétés.  Pour  y  parvenir ,  il  a 
fallu  d'abord  établir  la  notion  d'intégrales  prises  entre  des  limites 
données  ou  intégrales  définies.  Ces  dernières  pouvant  être  quelquefois 
infinies  ou  indéterminées,  il  était  essentiel  de  rechercher  dans 
quels  cas  elles  conservent  une  valeur  unique  et  finie.  Le  moyen 
le  plus  simple  de  résoudre  la  question  est  l'emploi  des  intégrales 
définies  singulières  qui  sont  l'objet  de  la  2  j.e  Leçon.  De  plus,  parmi 
les  valeurs  en  nombre  infini ,  que  l'on  peut  attribuer  à  une  intégrale 
indéterminée ,  il  en  existe  une  qui  mérite  une  attention  particu- 
lière ,  et  que  nous  avons  nommée  valeur  principale.  La  considération 
des  intégrales  définies  singulières  et  celle  des  valeurs  principales 


AVERTISSEMENT. 

des  intégrales  indéterminées  sont  très-utiles  dans  la  solution  d'une 
fouie  de  problèmes.  On  en  déduit  un  grand  nombre  de  formules 
générales  propres  à  ia  détermination  des  intégrales  définies,  et 
semblables  à  celles  que  j'ai  données  dans  un  Mémoire  présenté  à 
l'institut  en  1 8 1 4-  On  trouvera  dans  les  Leçons  34  et  39  une 
formule  de  ce  genre  appliquée  à  l'évaluation  de  plusieurs  intégrales 
définies,  dont  quelques-unes  étaient  déjà  connues. 
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RÉSUMÉ  DES  LEÇONS 


DONNÉES 


A   L'ÉCOLE   ROYALE    POLYTECHNIQUE 


SUR 


LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


CALCUL    DIFFERENTIEL. 


*—* 


PREMIÈRE  LEÇON. 

DBS   VARIABLES,    DE   LEURS   LIMITES   BT   DES   QUANTITÉS   INFINIMENT    PETITES. 


On  nomme  quantité  variable  celle  que  Ton  considère  comme  (levant 
recevoir  successivement  plusieurs  valeurs  différentes  les  unes  dés 
autres.  On  appelle  au  contraire  quantité  constante  toute  quantité  qui 
reçoit  une  valeur  fixe  et  déterminée.  Lorsque  les  valeurs  successi- 
vement attribuées  à  une  même  variable  s'approchent  indéfiniment 
d'une  valeur  fixe,  de  manière  à  finir  par  en  différer  aussi  peu  que 
l'on  voudra,  cette  dernière  est  appelée  la  limite  de  toutes  les  autres. 
Ainsi,  par  exemple,  la  surface  du  cercle  est  la  limite  vers  laquelle 
convergent  les  surfaces  des  polygones  réguliers  inscrits,  tandis  que 
le  nombre  de  leurs  côtés  croît  de  plus  en  plus;  et  le  rayon  vecteur, 
mené  du  centre  d'une  hyperbole  à  un  point  de  la  courbe  qui  s'éloigne 
de  plus  en  plus  de  ce  centre,  forme  avec  l'axe  des  x  un  angle  qui  a 

pour  limite  l'angle  formé  par  l'asymptote  avec  le  même  axe  ; Nous 

indiquerons  la  limite  vers  laquelle  converge  une  variable  donnée  par 
l'abréviation  lim  placée  devant  cette  variable. 


\\     RÉSUMÉ  DES  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

Souvent  les  limites  vers  lesquelles  convergent  des  expressions 
variables  se  présentent  sous  une  forme  indéterminée,  et  néanmoins 
on  peut  encore  fixer,  à  l'aide  de  méthodes  particulières,  les  véri- 
tables valeurs  de  ces  mêmes  limites.  Ainsi,  par  exemple,  les  limites 
dont  s'approchent  indéfiniment  les  deux  expressions  variables 


tandis  que  a  converge  vers  zéro,  se  présentent  sous  les  formes  indé-  " 
terminées  \,  i";  et  pourtant  oes  deux  limites  ont  des  valeurs  fixes 
que  l'on  peut  calculer  comme  il  suit. 

On  a  évidemment,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  a, 

sin«       si™       ^i™ 
sinst  a  Lanjïa 

Par  conséquent  le  rapport >  toujours  compris  entre  les  deux  quan- 
tités -. —  =  i  et  , —  ■  =  cosa,  dont  la  première  sert  de  limite  à  la 
sinst                 langsc  r 

seconde,  aiuy  lui-même  l'unité  pour  limite. 

Cherchons  maintenant  la  limite  vers  laquelle  converge  l'expres- 
sion (i  +  a)B,  tandis  que  a  s'approche  indéfiniment  de  zéro.  Si  l'on 
suppose  d'abord  la  quantité  a  positive  et  de  la  forme  —  >  m  désignant 

un  nombre  entier  variable  et  susceptible  d'un  accroissement  indéfini, 
on  aura 

=  "T^(-=)  +  I±,(-±)(-=)+- 

*7^=(-=)(-;)-(-^> 

Comme,  dans  le  second  membre  de  cette  dernière  formule,  les  termes 
qui  renferment  la  quantité  m  sont  tous  positifs  et  croissent  en  valeurs 
et  en  nombre  en  même  temps  que  cette  quantité,  il  est  clair  que  lîex- 


pression  ( 
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I    \m 

H —  )    croîtra  elle-même  avec  le  nombre  entier  m,  en 

m) 


demeurant  toujours  comprise  entre  les  deux  sommes 


et 


i 

I  H =2 

1 


i        a       a. a       a. a. a 


donc  elle  s'approchera  indéfiniment,  pour  des  valeurs  croissantes  de 
m,  d'une  certaine  limite  comprise  entre  2  et  3.  Cette  limite  est  un 
nombre  qui  joue  un  grand  rôle  dans  le  Calcul  infinitésimal,  et  qu'on 
est  convenu  de  désigner  par  la  lettre  e.  Si  Ton  prend  m  =  10000,  on 
trouvera  pour  valeur  approchée  de  e,  en  faisant  usage  des  Tables  de 
logarithmes  décimaux, 


( 


10001  yooto         00 
j     =2, 7183, 


IOOOO 


Cette  valeur  approchée  est  exacte  à  j^^  près,  ainsi  que  nous  le  ver- 
rons plus  tard. 

Supposons  maintenant  que  a,  toujours  positif,  ne  soit  plus  de  la 

forme  —  Désignons  dans  cette  hypothèse  par  m  et  n  =  m-h  1  les 

deux  nombres  entiers  immédiatement  inférieur  et  supérieur  à  ->  en 
sorte  qu'on  ait 


1 

-  =  m-\-  /Jt  =  n 


[x  et  v  étant  des  nombres  compris  entre  zéro  et  l'unité.  L'expres- 
sion  (i-f-a)a  sera  évidemment  renfermée  entre  les  deux  suivantes 


et,  comme,  pour  des  valeurs  de  a  décroissantes  à  l'infini  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m  et  de  n, 

les  deux  quantités  (1-+-—  j  >  fi-t--)    convergent  l'une  et  l'autre 


s 
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t 

vers  la  limite  e,  tandis  que  i  4-  — >  i  —  -  s'approchent  indéfiniment 
de  la  limite  i,  il  en  résulte  que  chacune  des  expressions 


(,+i)"'  (,+i 


)■ 


et  par  suite  l'expression  intermédiaire  (i  -+-  a )a  convergeront  encore 
vers  la  limite  e. 

Supposons  enfin  que  a  devienne  une  quantité  négative.  Si  l'on  fait 
dans  cette  hypothèse 


i 

{}  sera  une  quantité  positive  qui  convergera  elle-même  vers  zéro,  et 
l'on  trouvera 

(n-a)«=(i  +  P)»  =L(n-P)M     • 

puis,  en  passant  aux  limites, 

Hm(i-t-  a)*=4ïm<i  +  ï)=:e. 

Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d'une  même  variable 
décroissent  indéfiniment  de  manière  à  s'abaisser  au-dessous  de  tout 
nombre  donné,  cette  variable  devient  ce  qu'on  nomme  un  infiniment 
petit  ou  une  quantité  infiniment  petite.  Une  variable  de  cette  espèce 
a  zéro  pour  limite.  Telle  est  la  variable  a  dans  les  calculs  qui  pré- 
cèdent. 

Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d'une  même  variable 
croissent  de  plus  en  plus,  de  manière  à  s'élever  au-dessus  de  tout 
nombre  donné,  on  dit  que  cette  variable  a  pour  limite  l'infini  positif 
indiqué  par  le  signe  oo,  s'il  s'agit  d'une  variable  positive;  et  l'infini 
négatif  indiqué  par  la  notation  —  <x>,  s'il  s'agit  d'une  variable  néga- 
tive. Tel  est  le  nombre  variable  m  que  nous  avons  employé  ci-dessus. 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  17 


DEUXIÈME  LEÇON. 


DES  FONCTIONS   CONTINUES   ET    DISCONTINUES.    REPRÉSENTATION   GÉOMÉTRIQUE 

DES   FONCTIONS   CONTINUES. 


Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement  liées  entre  elles 
que,  la  valeur  de  l'une  d'elles  étant  donnée,  on  puisse  en  conclure 
les  valeurs  de  toutes  les  autres,  on  conçoit  d'ordinaire  ces  diverses 
quantités  exprimées  au  moyen  de  Tune  d'entre  elles,  qui  prend  alors 
le  nom  de  variable  indépendante;  et  les  autres  quantités,  exprimées 
au  moyen  de  la  variable  indépendante,  sont  ce  qu'on  appelle  des/onc- 
tions de  cette  variable. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement  liées  entre  elles 
que,  les  valeurs  de  quelques-unes  étant  données,  on  puisse  en  con- 
clure celles  de  toutes  les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  quantités 
exprimées  au  moyen  de  plusieurs  d'entre  elles,  qui  prennent  alors 
le  nom  de  variables  indépendantes;  et  les  quantités  restantes,  expri- 
mées au  moyen  des  variables  indépendantes,  sont  ce  qu'on  appelle 
des  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  Les  diverses  expressions  que 
fournissent  l'Algèbre  et  la  Trigonométrie,  lorsqu'elles  renferment  des 
variables  considérées  comme  indépendantes,  sont  autant  de  fonctions 
de  ces  variables.  Ainsi,  par  exemple, 

sont  des  fonctions  de  la  variable  x; 

x  -\-yy     x?,     xyz*     . .  • 

des  fonctions  des  variables  x  et  y  ou  x,  y  et  s,  etc. 

OEuorcs  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  3 
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Lorsque  des  fonctions  d'une  ou  plusieurs  variables  se  trouvent, 
comme  dans  les  exemples  précédents,  immédiatement  exprimées  au 
moyen  de  ces  mêmes  variables,  elles  sont  nommées  fonctions  expli- 
cites. Mais,  lorsqu'on  donne  seulement  les  relations  entre  les  fonctions 
et  les  variables,  c'est-à-dire  les  équations  auxquelles  ces  quantités 
doivent  satisfaire,  tant  que  ces  équations  ne  sont  pas  résolues  algé- 
briquement, les  fonctions  n'étant  pas  exprimées  immédiatement  au 
moyen  des  variables  sont  appeléesyb/icf  io/w  implicites.  Pour  les  rendre 
explicites,  il  suffît  de  résoudre,  lorsque  cela  se  peut,  les  équations  qui 
les  déterminent.  Par  exemple,  y  étant  une  fonction  implicite  de  x 

déterminée  par  l'équation 

Ly=zxy 

si  l'on  nomme  A  la  base  du  système  de  logarithmes  que  l'on  consi- 
dère, la  même  fonction,  devenue  explicite  par  la  résolution  de  l'équa- 
tion donnée,  sera 

/  =  A*. 

Lorsqu'on  veut  désigner  une  fonction  explicite  d'une  seule  variable  x 
ou  de  plusieurs  variables  xfy9  s, . . . ,  sans  déterminer  la  nature  de  cette 
fonction,  on  emploie  l'une  des  notations 

/(j?),     F(a?),     <p(.r),     x(*)>     +(*)»     «»(#),     •••» 

f  \x*  y$  z9  •  •  •)>   *  {&f  y  y  ~f  •  •  •  )>   ?(  x*y%  5>  •  •  •)>    .... 

Souvent,  dans  le  calcul,  on  se  sert  de  la  caractéristique  A  pour  indi- 
quer les  accroissements  simultanés  de  deux  variables  qui  dépendent 
l'une  de  l'autre.  Cela  posé,  si  la  variable  y  est  exprimée  en  fonction 
de  la  variable  x  par  l'équation 

(0  y=fi*)> 

Aj,  ou  l'accroissement  de  y  correspondant  à  l'accroissement  àx  de  la 
variable  x,  sera  déterminé  par  la  formule 

(2)  j -h  A/=/(.r-+-  Ax). 


\ 
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Plus  généralement,  si  l'on  suppose 

(3)  F(*,y)  =  o, 
on  aura 

(4)  F(*-t-Aa:,7-+-  Ay)  —  o. 

Il  est  bon  d'observer  que,  des  équations  (i)  et  (2)  réunies,  on  conclut 

(5)  Ay=/(*  + A*) -/(*). 

Soient  maintenant  h  et  i  deux  quantités  distinctes,  la  première  finie, 
la  seconde  infiniment  petite,  et  a  =  j  le  rapport  infiniment  petit  de 
ces  deux  quantités.  Si  Ton  attribue  à  Aa?  la  valeur  finie  A,  la  valeur 

te 

de  Ay,  donnée  par  l'équation  (5),  deviendra  ce  qu'on  appelle  la  diffé- 
rence finie  de  la  fonction  /(#),  et  sera  ordinairement  une  quantité 
finie.  Si,  au  contraire,  Ton  attribue  à  Aa?  une  valeur  infiniment  petite, 
si  Ton  fait  par  exemple 

A#  =  i  =  othf 

la  valeur  de  Ay,  savoir 

f(x->ri)—f{x)     ou    f(x  +  *h)—f(x)9 

sera  ordinairement  une  quantité  infiniment  petite.  C'est  ce  que  l'on 
vérifiera  aisément  à  l'égard  des  fonctions 

kx9    sinar,     cosar, 

auxquelles  correspondent  les  différences 

Àx+'-À*=:(À'—  l)A*, 

sin  (a? -H  i)  —  sina?  =      2  sin-  cosfa?  H — )> 
cos(x-h  1)  —  cos.r  = —  2 sin-  sin  ( x  h —  U 

dont  chacune  renferme  un  facteur  A*  —  1  ou  sin-  qui  converge  indé- 

animent  avec  1  vers  la  limite  zéro. 
Lorsque,  la  fonction  f(x)  admettant  une  valeur  unique  et  finie 
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pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  limites  données, 
la  différence 

est  toujours  entre  ces  limites  une  quantité  infiniment  petite,  on  dit 
que/(#)  est  fonction  continue  de  la  variable  x  entre  les  limites  dont 
il  s'agit. 

On  dit  encore  que  la  fonction  f(x)  est,  dans  le  voisinage  d'une 
valeur  particulière  attribuée  k  la  variable  x9  fonction  continue  de 
cette  variable  toutes  les  fois  qu'elle  est  continue  entre  deux  limites, 
même  très  rapprochées,  qui  renferment  la  valeur  en  question. 

Enfin,  lorsqu'une  fonction  ctsse  d'être  continue  dans  le  voisinage 
d'une  valeur  particulière  de  la  variable  x%  on  dit  qu'elle  devient  alors 
discontinue,  et  qu'il  y  a  pour  cette  valeur  particulière  solution  de  con- 
tinuité. Ainsi,  par  exemple,  il  y  a  solution  de  continuité  dans  la  fonc- 
tion ->  pour  x  =  o;  dans  la  fonction  tang#,  pour  x  =  ±  ■ "*"     S 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque;  etc. 

D'après  ces  explications,  il  sera  facile  de  reconnaître  entre  quelles 
limites  une  fonction  donnée  de  la  variable  x  est  continue  par  rapport 
à  cette  variable.  (Voir,  pour  de  plus  amples  développements,  le  Cha- 
pitre II  de  la  Irc  Partie  du  Cours  d'Analyse,  publié  en  1821)  (*). 

Concevons  k  présent  que  l'on  construise  la  courbe  qui  a  pour  équa- 
tion en  coordonnées  rectangulaires  y  =  /(x).  Si  la  fonction  f(x)  est 
continue  entre  les  limites  x  =  x0,  x  —  X,  à  chaque  abscisse  x  com- 
prise entre  ces  limites  correspondra  une  seule  ordonnée;  et  de  plus, 
x  venant  k  croître  d'une  quantité  infiniment  petite  àx,y  croîtra  d'une 
quantité  infiniment  petite  Ay.  Par  suite,  à  deux  abscisses  très  rappro- 
chées x,  x  +  Ax,  correspondront  deux  points  très  rapprochés  l'un  de 
l'autre,  puisque  leur  distance  yjAx'1  -+-  Ay2  sera  elle-même  une  quan- 
tité infiniment  petite.  Ces  conditions  ne  peuvent  être  satisfaites  qu'au- 
tant que  les  différents  points  forment  une  ligne  continue  entre  les 
limites  x  =  x0,  x  =  X. 

(»)  Œuvres  de  Caucty,  S.  II,  T.  III. 


\ 
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Exemples.  —  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 

■ 

y  =  xm9        j=— ,        y  =  Ax,        y  =  Lx,        y  =  smx, 

dans  lesquelles  A  désigne  une  constante" positive  et  m  un  nombre 
entier. 

Déterminer  les  formes  générales  de  ces  mêmes  courbes. 
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TROISIÈME  LEÇON. 


dehivkes  des  fonctions  D'uni  sblls  tibublb. 


Lorsque  la  fonction  y^f(x)  reste  continue  entre  deux  limites 
données  de  la  variable  x,  et  que  l'on  assigne  a  cette  variable  une 
valeur  comprise  entre  les  deux  limites  dont  il  s'agit,  un  accroisse- 
ment infiniment  petit,  attribué  à  la  variable,  produit  un  accrois- 
sement infiniment  petit  de  la  fonction  elle-même.  Par  conséquent, 
si  l'on  pose  alors  àx  =  i,  les  deux  termes  du  rapport  aux  différences 


10 


Ay_/(x +  <)-/(*) 


seront  des  quantités  infiniment  petites.  Mais,  tandis  que  ces  deux 
termes  s'approcheront  indéfiniment  et  simultanément  de  la  limite 
zéro,  le  rapport  lui-même  pourra  converger  vers  une  autre  limite, 
soit  positive,  soit  négative.  Cette  limite,  lorsqu'elle  existe,  a  une 
valeur  déterminée  pour  chaque  valeur  particulière  de  x;  mais  elle 
varie  avec  x.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend  /(x)  =  x*,  m  dési- 
gnant un  nombre  entier,  le  rapport  entre  les  différences  infiniment 
petites  sera 


et  il  aura  pour  limite  la  quantité  mx™-',  c'est-à-dire  une  nouvelle 
fonction  de  la  variable  x.  Il  en  sera  de  même  en  général;  seule- 
ment la  forme  de  la  fonction  nouvelle  qui  servira  de  limite  au  rap- 


y=/(x).  Pour  indiquer  cette  dépendance,  on  donne  à  la  nouvelle 
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fonction  le  nom  As  fonction  dérivée,  et  on  la  désigne,  à  l'aide  d'un 
accent,  par  la  notation 

/    ou    f'(x). 

Dans  la  recherche  des  dérivées  des  fonctions  d'une  seule  variable  x, 
il  est  utile  de  distinguer  les  fonctions  que  l'on  nomme  simples,  et  que 
l'on  considère  comme  résultant  d'une  seule  opération  effectuée  sur 
cette  variable,  d'avec  les  fonctions  que  l'on  construit  à  l'aide  de  plu- 
sieurs opérations  et  que  l'on  nomme  composées.  Les  fonctions  simples 
que  produisent  les  opérations  de  l'Algèbre  et  de  la  Trigonométrie 
(uoirla  I^Partie  du  Cours.  d'Analyse,  Chap.  I)  peuvent  être  réduites 
aux  suivantes 

a  4-  x,    a  —  .r,     ax,     —  »     xa,     Ax,     Lx, 

x 

sinj?,     cosâ?,    arcsinx,     arccosx, 

A  désignant  un  nombre  constant,  a  =  ±  A  une  quantité  constante,  et 
la  lettre  L  indiquant  un  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base 
est  A.  Si  l'on  prend  une  de  ces  fonctions  simples  pour  y,  il  sera  facile 
en  général  d'obtenir  la  fonction  dérivée  y.  On  trouvera,  par  exemple, 
pour  y  =  a  -f-  x, 

Ay  _  (a  +  x  +  i)  —  {a  -h  x)  _  m  „/_f. 

~â —  —  :  —    »  J   —  l  ' 

&X  l 

pour  y  =  a  —  x, 


Ay («  —  x  —  *)  —  (a  —  x) 

iï-  i  -~1' 


y'=  —  >; 


pour  y  =  ax% 


Ay       a(x  -h  i)  —  ax  , 

fi  = =a,  /=«; 


pour  y  =  -  y 


a 


Ay x-h  i       x a  , a 

Aj?  ï  ~"~       x(x  +  i)'  ^  ~~       x*' 
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pour  y  =  sin#, 

Ay sin^i 

Ax 

pour  y  =  cosa?, 


-~~  cos(a:  -h-}-*),         y=cosa:=z  smf  x  n —  j; 


àx 


sinj/   .                              ,                              /         7r\ 
j-?-  sin(ar  4- 10»         7 '  =  —  sinorrrcosl  X  H J 


De  plus,  en  posant  i  =  olx,  à'  =  i  ■+-  (3  et  (i  4-a)"  =  i  -+-  y,  on  trou- 
vera, pour  j  =  Lx, 

i 

A/       L(tf-*-i) —Ljp       L(i  +  «)_L(i-fa)5  Le 

Aj?  i  a.r  or  '  x 

pour  J  =  À*, 

Ay       A*+/— A*       A'— iA„  A*  ,      A* 

A.r  *  i  l'  y~Le> 

L(H-P)P 

pour  j  =  #", 

ùkx  i  a  l  J 

L(i-hy)T 

Dans  ces  dernières  formules,  la  lettre  e  désigne  le  nombre  2,718... 

1 

qui  sert  de  limite  a  l'expression  (1  -+-a)a.  Si  Ton  prend  ce  nombre 
pour  base  d'un  système  de  logarithmes,  on  obtiendra  les  logarithmes 
népériens  ou  hyperboliques,  que  nous  indiquerons  toujours  à  l'aide  de 
la  lettre  1.  Cela  posé,  on  aura  évidemment 

.    -     Le  )e  1 

le_i,         ^-LÂ-ÏÂ-ÎA5 

et  de  plus  on  trouvera,  pour  y  =  lx, 


7        x> 


pour  y  =  e*, 


j 


y  —e 


X 
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Les  diverses  formules  qui  précèdent  étant  établies  seulement  pour  les 
valeurs  de  x  auxquelles  correspondent  des  valeurs  réelles  de  y%  on 
doit  supposer  x  positive  dans  celles  de  ces  formules  qui  se  rapportent 
aux  fonctions  La\  Ix,  et  même  à  la  fonction  xf\  lorsque  a  désigne  une 
fraction  de  dénominateur  pair  ou  un  nombre  irrationnel. 

Soit  maintenant  z  une  seconde  fonction  de  x,  liée  à  la  première 
y  =f(x)  par  la  formule 

z  ou  F  [/(#)]  sera  ce  qu'on  appelle  une  /onction  de  fonction  de  la. 
variable  x;  et,  si  l'on  désigne  par  &x,  Ay,  Az  les  accroissements 
infiniment  petits  et  simultanés  des  trois  variables  x,  y,  z,  on  trou- 
vera 

As  __  ¥(y~hby)  —  V(y)  _  F( y  +  Av)  —  F(  y)  Ay 
Aj?  Ix  A/  Âj?' 

puis,  en  passant  aux  limites, 

(3)  *'  =  /F'(y)  =/'(*)  F'[/(*)]. 

Par  exemple,  si  l'on  fait  z  =  av  et  y  —  la?,  on  aura 


A  l'aide  de  la  formule  (3),  on  déterminera  facilement  les  dérivées  des 
fonctions  simples  A*,  x",  arcsina?,  arecosa?  en  supposant  connues 
celles  des  fonctions  Lx,  sin#,  cosa\  On  trouvera,  en  effet,  pour 
y  =  Ax, 


Ly  =  x, 

,  Le 

y  — 

J  y 

—  I, 

v'=/-=A*lA; 

17        Le? 

pour  y  =  af1, 

\y  z=  aix, 

J  y 

a 

x 

V 

r'  —  a—  ■=.  axa~l; 

J            x 

pour  y  =  arcsina?, 

sinj  — x,        y 

f  COS  V 

—  i, 

.'_       l       _          ' 

■*  ~~  cos/  ~  v/ï~— .r*' 

QKu»res  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV. 
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pour  y  =n  arc  cos  j\ 

cosy  =  x,         y  x  (—  sin y)  =  i,  y'=  - =  -_——-• 

^  J  J         sin/        y/,-^ 

De  plus,  les  dérivées  des  fonctions  composées 

A',     er,      - 

étant  respectivement,  en  vertu  de  la  formule  (3), 


y' 


y\n\,    fer,    - 


les  dérivées  des  suivantes 


ARr,     e*">         séc.r  = >  cosécr 


cos-r  smj" 

deviendront 

AB'BMA1B,     e*'e*,     — ~,     _  ^-*^. 

Nous  remarquerons,  en  finissant,  que  les  dérivées  des  fonctions 
composées  se  déterminent  quelquefois  aussi  facilement  que  celles 
des    fonctions    simples.    Ainsi,    par    exemple,    on    trouve,    pour 

A  sin.r 

y  =  tango?  = , 

A/ 


y i  f"sin(.r  -4-  /)        sinjc"!  _  sin* 

x  ~~  i  |_cos(j? -h  ij       cosxj        i  cos x  cos  ( x  -h  i 


-,  y  —  * 

)  J  COS*^ 


COS  T 

pour  y  ==  cot#  =  -^-> 

1  *7  S1I1X 

Ar   _  i  rcos(.r-w)       cos.r~|  _  sine 

&x  ~~ '  i  Lsin(j7  -+-  *)        sinxj  ~~      i  sin,rsinvx  -i-  «;'         J  "         sin5^ 

et  Ton  en  conclut,  pour  y  --  arc  tangar, 


y'- ! — • 

J      ~~  vint    -> 


y' 
tang/  =  x,         -*-—  —  i ,         y'  —  cos2/ 


— —  —  i ,  y'  =  cos1/  — : 


pour  v  =  arccota\ 


—  i 


—  y; 
coty  =  x,         -Hr- =  i,  y'  — —sin* y  -r -• 
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QUATRIEME  LEÇON. 

DIFFÉRENTIELLES   DES   FONCTIONS    D'UNE    SEULE    VARIABLE. 


Soient  toujours  y  =  f(x)  une  fonction  de  la  variable  indépen- 
dante x;  i  une  quantité  infiniment  petite,  et  h  une  quantité  finie. 
Si  Ton  pose  i=ah9  cl  sera  encore  une  quantité  infiniment  petite, 
et  Ton  aura  identiquement 

f(x  +  i)-f{x)  _  f(x  +  ah)-/(x)^ 
i  ah 

d'où  Ton  conclura 

(i)  /(*  H-  *h)  -/(x)  _  /(*■+■  i)  -/(*)  h 

a  i 

La  limite  vers  laquelle  converge  le  premier  membre  de  l'équation  (i), 
tandis  que  la  variable  a  s'approche  indéfiniment  de  zéro,  la  quan- 
tité h  demeurant  constante,  est  ce  qu'on  appelle  la  différentielle  de  la 
fonction  y=/(x).  On  indique  cette  différentielle  par  la  caractéris- 
tique d%  ainsi  qu'il  suit  : 

dy    ou    d/(x). 

Il  est  facile  d'obtenir  sa  valeur  lorsqu'on  connaît  celle  de  la  fonction 
dérivée  y  ou /'(#).  En  effet,  en  prenant  les  limites  des  deux  membres 
de  l'équation  (i),  on  trouvera  généralement 

(2)  df(x)=hf'(x). 

Dans  le  cas  particulier  oixf(x)  =  x9  l'équation  (2)  se  réduit  à 

(3)  dx=zh. 


». 

\ 
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Ainsi  la  différentielle  de  la  variable  indépendante  x  n'est  autre  chose 
que  la  constante  finie  h.  Cela  posé,  l'équation  (2)  deviendra 

(4)  df(x)=f'(x)dx 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  dy—/dx. 

II  résulte  de  ces  dernières  que  la  dérivée  y'  =  f'(x)  d'une  fonction 

quelconque  y=f(&)  est  précisément  égale  à  -^->  c'est-à-dire  au 

rapport  entre  la  différentielle  de  la  fonction  et  celle  de  la  variable 
ou,  si  l'on  veut,  au  coefficient  par  lequel  il  faut  multiplier  la  seconde 
différentielle  pour  obtenir  la  première.  C'est  pour  cette  raison  qu'on 
donne  quelquefois  à  la  fonction  dérivée  le  nom  de  coefficient  diffé- 
rentiel. 

Différentier  une  fonction,  c'est  trouver  sa  différentielle.  L'opération 
par  laquelle  on  différentie  s'appelle  diffërentiation. 

En  vertu  de  la  formule  (4),  on  obtiendra  immédiatement  les  dif- 
férentielles des  fonctions  dont  on  aura  calculé  les  dérivées.  Si  Ton 
applique  d'abord  cette  formule  aux  fonctions  simples,  on  trouvera 

(/(fl  +  x)-à,         d(a  —  x)  r-  —  dx,        d(ax)  =iadx9 

i  &  dx  .  ,    . 

d  —  -- — a— r>  dxa -— a  xa~l  dx  : 

x  x1 

dkx    —  Xx\kdxy  de*   =  exdx; 

dLx=:Le — -,  d\x=. — : 

9  X  X 

d  sinx  z^      cos#  dx  t=  sin  f  x  ■+•  -  }  dx, 

d  cos x  —  —  sin  x  dx  =  cos  (x-\ —  j  dx  ; 

,          .                 dx                 .  dx 

a  arc  sin  jc—  — >         aarccosa?  = - 


v'i  —  x*  \l  \  —  x1 
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On  établira  de  même  les  équations 


,                            dx 
atango?       = — — , 

.                             dx 
dcotx        — .— —  ; 

,                            dx 
a  arc  tango?  = -» 

°            i  -f-  X1 

.                               dx 

a  arc  cota:  =r  — -: 

i-h  x-y 

,    ,                     s\nxdx 

dsecx          — — , 

cos*.r 

.        ,                  cosxdx 

acosecx   = ^— — 

surx* 

Ces  diverses  équations,  ainsi  que  celles  auxquelles  nous  sommes 
parvenus  dans  la  Leçon  précédente,  ne  doivent  être  considérées  jus- 
qu'à présent  comme  démontrées  que  pour  les  valeurs  de  x  auxquelles 
correspondent  des  valeurs  réelles  des  fonctions  dont  on  cherche  les 
dérivées. 

En  conséquence,  parmi  les  fonctions  simples,  celles  dont  les  diffé- 
rentielles peuvent  être  censées  connues  pour  des  valeurs  réelles  quel- 
conques  de  la  variable  a?  sont  les  suivantes 

a  -f-  x,     a  —  x,     ax%     — »      Ax,     ex>     sin^r,     cosar, 

et  la  fonction  x",  lorsque  la  valeur  numérique  de  a  se  réduit  à  un 
nombre  entier  ou  à  une  fraction  de  dénominateur  impair.  Mais  on 
doit  supposer  la  variable  x  renfermée  entre  les  deux  limites  —  i, 
4-1,  dans  les  différentielles  trouvées  des  fonctions  simples  arcsina\ 
arecosa?  et  entre  les  limites  o,  oc,  dans  les  différentielles  des  fonc- 
tions La?,  \x,  et  même  dans  celle  de  la  fonction  af9  toutes  les  fois  que 
la  valeur  numérique  de  a  devient  une  fraction  de  dénominateur  pair 
ou  un  nombre  irrationnel. 

Il  est  encore  essentiel  d'observer  que,  conformément  aux  conven- 
tions établies  dans  la  Ire  Partie  du  Cours  d'Analyse,  nous  faisons  usage 
de  l'une  des  notations 

arc  sina:,    arc  cos x,    arc  tango:,    arc  cotx,     arc  sécx,     arc  cosécr, 

pour  représenter,  non  pas  un  quelconque  des  arcs  dont  une  certaine 
ligne  trigonométrique  est  égale  a  x,  mais  celui  d'entre  eux  qui  a  la 
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plus  petite  valeur  numérique  ou,  si  ces  arcs  sont  deux  à  deux  égaux 
et  de  signes  contraires,  celui  qui  a  la  plus  petite  valeur  positive;  en 
conséquence,  arcsina:,  arctanga\  arc  cota?,  arccoséca?  sont  des  arcs 

compris  entre  les  limites ->   -h  ->  et  arccosa:,  arcsécar  des  arcs 

r  2  2 

compris  entre  les  limites  o  et  ir. 

Lorsqu'on  suppose  y  =/(x)  et  Lv  —  i  =  xh,  l'équation  (i),  dont 
le  second  membre  a  pour  limite  dy9  peut  être  présentée  sous  la  forme 

Av 

Cf.  J  r 

* 

[3  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  et  l'on  en  conclut 

(6)  Av  =  «(e<y  +  j3). 

Soit  z  une  seconde  fonction  de  la  variable  x.  On  aura  de  même 

Y  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite.  On  trouvera  par 
suite 

As  dz  -h  y 

A>*  ""  dy  -+-  ? 9 

puis,  en  passant  aux  limites, 

..As        dz        z' d.r       z' 

'  A y       dy       y  duc       y' 

Ainsi,  le  rapport  entre  les  différences  infiniment  petites  de  deux  fonctions 
de  la  variable  x  a  pour  limite  le  rapport  de  leurs  différentielles  ou  de  leurs 
dérivées. 

Supposons  maintenant  les  fonctions  y  et  z  liées  par  l'équation 

(8)  z^¥(y). 

On  en  conclura 

à  y  A  v 


—  » 
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puis,  en  passant  aux  limites  et  ayant  égard  à  la  formule  (7), 

A-  =  --F'(v) 

Ax    y 

(9)  dz  =  V'(y)dy,        z'  =  y'F'(y). 

La  seconde  des  équations  (9)  coïncide  avec  l'équation  (3)  de  la  Leçon 
précédente.  De  plus,  si  Ton  écrit  dans  la  première  F(  y)  au  lieu  de  z, 
on  obtiendra  la  suivante 

(10)  d¥  (y)  =  ¥'(?)  dy9 

qui  est  semblable  pour  la  forme  à  l'équation  (4),  et  qui  sert  à  diffé- 
renticr  une  fonction  dey,  lors  même  que  y  n'est  pas  la  variable  indé- 
pendante. 

Exemples  : 

d(a+y)  =  dy,         d(—y)  —  —  dy,         d{ay)~ady,         der—erdy, 
je  1  dy  , .    ,      dy1       idv  dy 

y  y2       y  y 

d(axm)  —  a dxm  =  maxm-x  dx,         dee*—  ce* dex^=z  ee*ex  dx, 

,.    .             d%mx       cosxdx          dx  ,.  dx 

d\  sinx  =  — : —  — : — ,  d\  tang.r  =  — 


sin^r  sinj?  langer  °  sm^rcosj; 

La  première  de  ces  formules  prouve  que  l'addition  d'une  constante 
à  une  fonction  n'en  altère  pas  la  différentielle  ni,  par  conséquent,  la 
dérivée. 


32    RÉSUMÉ  DES  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


CINQUIÈME  LEÇON. 


LA  DIFFÉRENTIELLE  DE  LA  SOMME  DE  PLUSIEURS  FONCTIONS  EST  LA  SOMME  DE  LEURS 
DIFFÉRENTIELLES.  CONSÉQUENCES  DE  CE  PRINCIPE.  DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS 
IMAGINAIRES. 


Dans  les  Leçons  précédentes,  nous  avons  montré  comment  l'on 
forme  les  dérivées  et  les  différentielles  des  fonctions  d'une  seule 
variable.  Nous  allons  ajouter  aux  recherches  que  nous  avons  faites 
k  ce  sujet  de  nouveaux  développements. 

Soient  toujours  x  la  variable  indépendante  et  Ax  =  ah  =  adx 
un  accroissement  infiniment  petit  attribué  à  cette  variable.  Si  Ton 
désigne  par  s,  u,  v9  w%  ...  plusieurs  fonctions  de  x,  et  par  As,  Au, 
Av,  Aw,  ...  les  accroissements  simultanés  qu'elles  reçoivent,  tandis 
que  Ton  fait  croître  x  de  Ax,  les  différentielles  ds,  du,  dv,  dw,  . . . 
seront,  d'après  leurs  définitions  mêmes,  respectivement  égales  aux 
limites  des  rapports 

As       Au       Av      Aw 

y  ,  ,  ,  .... 

OL  OL  Cf.  OL 

Cela  posé,  concevons  d'abord  que  la  fonction  s  soit  la  somme  de 
toutes  les  autres,  en  sorte  qu'on  ait 

(  i  )  s  =  u  -+-  i»  -h  tr  -h . . . . 

On  trouvera  successivement 

A.ç  =  Au  4-  Av  -+-  Aw  -+- . . . , 
As       Au       Av       Au* 

-  = 1 ! h..., 

OL  OL  OL  OL 

puis,  en  passant  aux  limites, 

(  i  )  ds  —  du  -h  dv  -h  dw  -h . . . . 
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Lorsqu'on  divise  par  dx  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation, 
elle  devient 

De  la  formule  (2)  ou  (3)  comparée  à  l'équation  (1),  il  résulte  que  la 
différentielle  ou  la  dérivée  de  la  somme  de  plusieurs  fonctions  est  la  somme 
de  leurs  différentielles  ou  de  leurs  dérivées.  De  ce  principe  découlent, 
comme  on  va  le  voir,  de  nombreuses  conséquences. 

Premièrement,  si  Ton  désigne  par  m  un  nombre  entier,  et  par  a,  fe, 
c,  ...,/>,  q%  r  des  quantités  constantes,  on  trouvera 

/  d(  u  4-  v  )       —du  +  dv, 
( 4 )  '   d( u  —  v)       -—  du  —  dvj 

[  d(au  4-  bv)  —  a  du  4-  b  dv  ; 

(•5  )  *     d(  au  4-  bv  4-  cw  4-  . . .  )  =  a  du  4-  b  dv  4-  c  d\v  4- . . .  ; 

(  d(axm-\-  bxm~x-\-  cxm~l-h.  .  .4-  pxi-hgx  4-  /) 
(6) 

f       =  [maxm-{-\-  (m  —  \)bxm~i~\-  (m  —  2)cxm~A  4- .  .  .4-2/^  4-  g]dr. 

Le  polynôme  aafÊ  4-  baf1  -•  4-  caf1-'2  4- . . .  -t-px2  4-  qx  4-  r,  dont  tous 
les  termes  sont  proportionnels  à  des  puissances  eatières  de  la  va- 
riable x%  est  ce  qu'on  nomme  uns  fonction  entière  de  cette  variable. 
Si  on  le  désigne  par  s,  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (6), 


>' mn  vftl  —  1 


max™-*-*-  {m  —  ijbx"'-*-^  (m  —  2)cxm-*-Jr. .  .4-  ipx  4-  q. 

Donc,  pour  obtenir  la  dérivée  d' une  fonction  entière  de  x%  il  suffit  de 
multiplier  chaque  terme  par  V exposant  de  la  variable  et  de  diminuer 
chaque  exposant  d'une  unité.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  proposition 
subsiste  dans  le  cas  où  la  variable  devient  imaginaire. 
Soit  maintenant 

(7)  s  —  uvw. .  .  . 

•  Comme  on  aura,  en  supposant  les  fonctions  u>  v,  w\  ...  toutes  posi- 
tives, 

(8)  Ij  =  \u  4-li'4-  llT'4-.  . . 

OEuvrca  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  5 
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et,  dans  tous  les  cas  possibles, 

(9)  il5,=  »-taïH-;h'î-+-Aji^4_...> 

l'application  du  principe  énoncé  à  la  formule  (8)  ou  à  la  formule  (9) 
fournira  l'équation 

ds       du       dv       dw 

(10) 


S  U  V  il' 


de  laquelle  on  conclura 

(  jt               x  (du       dv       dw            \ 

(II)  \u              V              IV                   J 

\                       ==  vw.  .  .du  -h  uw. . . dv  -t-  uv . . . dw  -+- . . . . 

Exemples  :  * 

d(uv)  =  u  dv  -+-  v  duy  d(uvw)  =  vwdu  -4-  mvdv  -h  uvdw, 

Soit  encore    . 

(12)  *=-•. 


En  différenciant  1$  ou  ^Ij2,  on  trouvera 

.   „  flh       du       dv  .        u  I du       dv\ 

(i3)  —  = >  ds=-[ ) 

s  u  v  v  \  u  v  ] 

et,  par-suite, 

,   ,  v  .u        v  du  —  u  dv 

(i4)  <*T  = 


i»  c5 


On  arriverait  au  même  résultat,  en  observant  que  la  différentielle 
de  -  est  équivalente  à 


/     1  \        1    .  .  i        du        u  dv 

[u-  )=l  -  du  -\-  u  d-  = -t— 

\    vj       v  v         v  rs 
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Exemples  : 

,  ,sina?       cosj?  ds'inx  —  sin.r  dcosx         dx 

dl2U\£x  =  d = r = — , 

cosx  coss.z"  cos*.r 

dx 

acot*r  = r— =—  J 

sin'j" 

a              a  dx  ,  eax 

d—    = —  > 


j?  j?J 


feax            eax  (          i  \   , 
a ■= a )  dx* 

X  X     \  X) 


Ax        i  —  \x  j  b  — bdx 

d —  = : — dx, 


x*  a  -+-  x       (a  -\-  x)* 

■ 

Si  les  fonctions  u,  v  se  réduisent  à  des  fonctions  entières,  le  rap- 
port -  deviendra  ce  qu'on  nomme  une  fraction  rationnelle.  On  déter- 
minera facilement  sa  différentielle  à  l'aide  des  formules  (6)  et  (14). 

Après  avoir  formé  les  différentielles  du  produit  uvw. ..  et  du  quo- 
tient ->  on  obtiendra  sans  peine  celles  de  plusieurs  autres  expres- 

sions  telles  que  uv,  uv ,  uT, En  effet,  on  trouvera  pour  s  =  ul\ 

\s  —  vlu,  — =  y hludv.         ds  =  vuv~l  du  -h  a"  la  dv; 

su 

pour  s  =  W, 

.         i  .  d s       du       .     dv  ,  z~ldu         - ,     dv 

\s=z-lu9         —  = lu  — »  ds  —  u u   lu-r; 

v  s  uv  V*  v  i'2 

pour  s  =  u"", 

/  du        w  \  ' 

1*  —  vw  la,         ds  —  u^vwl  —  -h  -  la  dv  -+-  \u\vdw\  ; 


Exemples  : 


1 


1 \x     ~ 

dxx=z  x*(i  -+-  \x)dxf        dx1 v=i - — -xxdx,         dx** 


Nous  terminerons  cette  Leçon  en  recherchant  la  différentielle  d'une 
fonction  imaginaire.  On  nomme  ainsi  toute  expression  qui  peut  être 
ramenée  à  la  forme  m  +  ^-  i,  u  et  v  désignant  deux  fonctions 
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réelles.  Cela  posé,  si  l'on  appelle  limite  d'une  expression  imaginaire 
variable  ce  que  devient  cette  expression  quand  on  y  remplace  la  partie 
réelle  et  le  coefficient  de  \l—  i  par  leurs  limites  respectives,  et  si,  de 
plus,  on  étend  aux  fonctions  imaginaires  les  définitions  que  nous 
avons  données  pour  les  différences,  les  différentielles  et  les  dérivées 
des  fonctions  réelles,  on  reconnaîtra  que  l'équation 


5~tt  +  V^  —  I 

entraîne  les  suivantes  : 

.         .  A     / —  Ùls       lu       Ai>   / As       Ai/       Af  / 

s1  —  u'  ~h  v1  v  --  i ,         ds  —  du-\-  dv  \!  -  i  . 

On  aura,  en  conséquence, 

(  1 5  )  d(  u  4-  v  y  —  !  )  =  du  ~+~  dv  \j  —  i . 

La  forme  de  cette  dernière  équation  est  semblable  à  celle  des  équa- 
tions (4). 

Si  l'on  suppose  en  particulier 


s  ---  cosjt  4-  v  —  '  sin.r, 

on  trouvera 

ds  =    cos  (  x  -4-  -  ]  -+-  y/—  i  sin  f  x  -h  -  j  \dx  =  s  ^ -  -  i  dx. 

Ajoutons  que  les  formules  (4),  (5),  (6),  (n)  et  (i4)  subsisteront 
lors  même  que  les  constantes  a,  b,  c,  ...,/?,  q,  r  ou  les  fonctions  i/,  v9 
w9  ...  comprises  dans  ces  formules  deviendront  imaginaires. 


j 
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SIXIÈME  LEÇON. 


USAGE  DES  DIFFÉRENTIELLES  ET  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES  DANS  LA  SOLUTION  DE  PLUSIEURS 
PROBLÈMES.  MAXIMA  ET  MINIMA  DES  FONCTIONS  D'UNE  SEULE  VARIABLE.  VALEURS  DES 
FRACTIONS   QUI   SE   PRÉSENTENT    SOUS    LA   FORMB   £. 


Après  avoir  appris  à  former  les  dérivées  et  les  différentielles  des 
fonctions  d'une  seule  variable,  nous  allons  indiquer  l'usage  qu'on 
peut  en  faire  pour  la  solution  de  plusieurs  problèmes. 

Problème  I.  —  La  /onction  y  =f(x)  étant  supposée  continue  par  rap- 
port à  x  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x  =  xQ,  on  demande 
si,  à  partir  de  cette  valeur,  la  fonction  croît  ou  diminue,  tandis  que  l'on 
fait  croître  ou  diminuer  la  variable  elle-même. 

Solution.  —  Soient  Ax,  &y  les  accroissements  infiniment  petits  et 

simultanés  des  variables  x9y.  Le  rapport  -~-  aura  pour  limite  -2-  =  v/. 

On  doit  en  conclure  que,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de 

Ax  et  pour  une  valeur  particulière  xit  de  la  variable  x,  le  rapport  -£- 

sera  positif  si  la  valeur  correspondante  de  y'  est  une  quantité  posi- 
tive et  finie,  négatif  si  cette  valeur  de  y'  est  une  quantité  finie, 
mais  négative.  Dans  le  premier  cas,  les  différences  infiniment  petites 
&x,  ày  étant  de  même  signe,  la  fonction  y  croîtra  ou  diminuera,  à 
partir  de  x  =  x0,  en  même  temps  que  la  variable  x.  Dans  le  second 
cas,  les  différences  infiniment  petites  étant  de  signes  contraires,  la 
fonction  y  croîtra  si  la  variable  x  diminue,  et  décroîtra  si  la  variable 
augmente. 

Ces  principes  étant  admis,  concevons  que  la  fonction  y=f(x) 
demeure  continue  entre  deux  limites  données  x  =  x0,  x  —  X.  Si  l'on 
fait  croître  la  variable  x  par  degrés  insensibles  depuis  la  première 
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limite  jusqu'à  la  seconde,  la  fonction  y  ira  en  croissant  toutes  les  fois 
que  sa  dérivée  étant  finie  aura  une  valeur  positive,  et  en  décroissant, 
toutes  les  fois  que  cette  même  dérivée  obtiendra  une  valeur  négative. 
Donc  la  fonction  y  ne  pourra  cesser  de  croître  pour  diminuer  ou  de 
diminuer  pour  croître  qu'autant  que  la  dérivée  y  passera  du  positif 
au  négatif  ou  réciproquement.  Il  est  essentiel  d'observer  que,  dans  ce 
passage,  la  fonction  dérivée  deviendra  nulle  si  elle  ne  cesse  pas  d'être 
continue. 

Lorsqu'une  valeur  particulière  de  la  fonction  f(x)  surpasse  toutes 
les  valeurs  voisines,  c'est-à-dire  toutes  celles  qu'on  obtiendrait  en 
faisant  varier  x  en  plus  ou  en  moins  d'une  quantité  très  petite,  cette 
valeur  particulière  de  la  fonction  est  ce  qu'on  appelle  un  maximum. 

Lorsqu'une  valeur  particulière  de  la  fonction  /(x)  est  inférieure  à 
toutes  les  valeurs  voisines,  elle  prend  le  nom  de  minimum. 

Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  les  deux  fonctions  f(x),  f'(x)  sont 
continues  dans  le  voisinage  d'une  valeur  donnée  de  la  variable  x% 
cette  valeur  ne  pourra  produire  un  maximum  ou  un  minimum  de 
/(x)  qu'en  faisant  évanouir/"'^). 

Problème  II.  —  Trouver  les  maxima  et  minima  d' une  fonction  de  la 
seule  variable  x. 

Solution.  —  Soit  f(x)  la  fonction  proposée.  On  cherchera  d'abord 
les  valeurs  de  x,  par  lesquelles  la  fonction/(#)  cesse  d'être  continue. 
A  chacune  de  ces  valeurs,  s'il  en  existe,  correspondra  une  valeur  de 
la  fonction  elle-même  qui  sera  ordinairement  ou  une  quantité  infinie, 
ou  un  maximum  ou  un  minimum. 

On  cherchera,  en  second  lieu,  les  racines  de  l'équation 

avec  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fonction  f\x)  discontinue,  et 
parmi  lesquelles  on  doit  placer  au  premier  rang  celles  que  l'on  déduit 
de  la  formule 

(2)  f\x)=±.X>  OU  y— 1=0. 
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Soit  a?  =  x0  une  de  ces  racines  ou  une  de  ces  valeurs.  La  valeur  cor- 
respondante de/(#),  savoir  f(x0),  sera  un  maximum  si,  dans  le  voi- 
sinage de  x  =  x0,  la  fonction  dérivée  f'(x)  est  positive  pour  x<x0 
et  négative  pour  x^>x0.  Au  contraire,  f(x0)  sera  un  minimum  si  la 
fonction  dérivée  f'(x)  est  négative  pour  x<^x0  et  positive  pour 
x>x0.  Enfin,  si,  dans  le  voisinage  de  x  =  x09  la  fonction  dérivée 
f'(x)  était  ou  constamment  positive  ou  négative,  la  quantité  f(x0) 
ne  serait  plus  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 

i-     i 
Exemples.  —  Les  deux  fonctions  x'2,  r—>  qui  deviennent  discon- 

1 X 

tinues  en  passant  du  réel  à  l'imaginaire,  tandis  que  la  variable  x 
diminue  en  passant  par  zéro,  obtiennent,  pour  x  =  o,  une  valeur 
nulle,  laquelle  représente  un  minimum  de  la  première  fonction  et  un 
maximum  de  la  seconde. 

Les  deux  fonctions  x2,  x* ,  dont  les  dérivées  passent  du  positif  au 
négatif  en  se  réduisant  à  zéro  ou  à  l'infini  pour  une  valeur  nulle  de  x, 

ont  Tune  et  l'autre  zéro  pour  valeur  minimum.  Quant  aux  deux  fonc- 

x 
tions  x*n  a?3,  dont  les  dérivées  deviennent  encore  nulles  ou  infinies 

pour  x  =  o,  mais  restent  positives  pour  toute  autre  valeur  de  x,  elles 

n'admettent  ni  maximum  ni  minimum. 

La  fonction  x2  -\-px  -+-  q,  dont  la  dérivée  est  ix  -+-p9  obtient,  pour 

x  =  —  ±p,  la  valeur  minimum  q  —  ~p29  ce  qu'on  vérifie  aisément  en 

mettant  la  fonction  donnée  sous  la  forme  (x  -+-  -p)'2  -h  q  —  \p2. 

Kx                                          Ax  /  i          i  \ 
La  fonction  — >  dont  la  dérivée  est  — (i )>  obtient,  pour 

x  x  \Le        x }  r 

x  =  Le,  quand  A  surpasse  l'unité,  la  valeur  minimum  j— • 

La  fonction  — '••>  dont  la  dérivée  est  —ALe  —  Lx),  obtient,  pour 
x  =  e%  la  valeur  maximum  — 

e 

La  fonction  afe~~x9  dont  la  dérivée  est  x?e~x(-  —  i  j,  obtient,  pour 
x  =  a,  la  valeur  maximum  cfe~a. 

Problème  III.  —  Déterminer  l'inclinaison  d'une  courbe  en  un  point 
donne. 
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Solution.  —  Considérons  la  courbe  qui  a  pour  équation  en  coor- 
données rectangulaires  y=f( x).  Dans  cette  courbe,  la  corde  menée 
du  point  (x9y)(l)  au  point  (.r-h  Aa\ y  -f-  Aj)  forme,  avec  Taxe  des  a? 
prolongé  dans  le  sens  des  x  positives,  deux  angles,  l'un  aigu,  l'autre 
obtus,  dont  le  premier  mesure  l'inclinaison  de  la  corde  par  rapport  à 
l'axe  des  x.  Si  le  second  point  vient  à  se  rapprocher  à  une  distance 
infiniment  petite  du  premier,  la  corde  se  confondra  sensiblement  avec 
la  tangente  menée  à  la  courbe  par  ce  premier  point,  et  l'inclinaison 
de  la  corde,  par  rapport  à  l'axe  des  x,  deviendra  l'inclinaison  de  la 
tangente  ou  ce  qu'on  nomme  V inclinaison  de  la  courbe  par  rapport  au 
même  axe.  Cela  posé,  comme  l'inclinaison  de  la  corde  aura  pour  tan- 

gente  trigonométrique  la  valeur  numérique  du  rapport-.—»  il  est  clair 

que  l'inclinaison  de  la  courbe  aura  pour  tangente  trigonométrique  la 
valeur  numérique  de  la  limite  vers  laquelle  ce  rapport  converge,  c'est- 

dy 

à-dire  de  la  fonction  dérivée  v'=  -f-- 

dx 

Si  la  valeur  de  y'  est  nulle  ou  infinie,  la  tangente  à  la  courbe  sera 
parallèle  ou  perpendiculaire  a  l'axe  des  x.  C'est  ordinairement  ce  qui 
arrive  quand  l'ordonnée  y  devient  un  maximum  ou  un  minimum. 

Exemples  : 

t 

j'  —  x\         j::-.rs,          r—  xm,            y  =  *\ 
y  —  xay        y  —  Ax,         v  =  sinx,         

Problème  IV.  —  On  demande  la  véritable  valeur  d'une  fraction  dont 
les  deux  termes  sont  des  fonctions  de  la  variable  x9  dans  le  cas  où  l'on 
attribue  à  cette  variable  une  valeur  particulière,  pour  laquelle  la  fraction 
se  présente  sous  la  forme  indéterminée  J. 

Solution.  —  Soit  s  =  ^  la  fraction  proposée,  y  Qt  z  désignant  deux 
fonctions  de  la  variable  xf  et  supposons  que  la  valeur  particulière 

( *  )  Nous  indiquons  ici  les  points  à  l'aide  de  leurs  coordonnées  renfermées  entre  deux 
parenthèses,  ce  que  nous  forons  toujours  par  la  suite.  Souvent  aussi,  nous  indiquerons 
les  courbes  ou  surfaces  courbes  par  leurs  équations. 
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x  =  x0  réduise  cette  fraction  à  la  forme  £,  c'est-à-dire  qu'elle  fasse 
évanouir^  et  z.  Si  l'on  représente  par  Aa\  Ayt  As  les  accroissements 
infiniment  petits  et  simultanés  des  trois  variables  x,  y,  s,  on  aura, 
pour  une  valeur  quelconque  de  x, 

z        , .      5  4-As 


y  y  +  ày 

et,  pour  la  valeur  particulière  x  =  x09 

Ainsi  la  valeur  cherchée  de  la  fraction  s  ou  -  coïncidera  générale- 
ment avec  celle  du  rapport  -^  ou  V 

Exemples.  —  On  aura,  pour  a?  =  o, 

sin.r  _  cos.r  __  l(i-4-.r) i       _ 

x  i  '  x  i  -t-  x         ' 

pour#  =  i, 


\x      I    X  —  I    I  I 

x  —  i        x         9         x"  —  i        nx'1*1        n 


Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  IV. 
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SEPTIÈME  LEÇON. 


VALEURS  DE  QUBLQUES  EXPRESSIONS  QUI  SE  PRÉSENTENT  SOUS  LES  FORMES  INDÉTERMINÉES 

—  >    00°,    RELATION   QUI  EXISTE  ENTRE    LE  RAPPORT    AUX  DIFFÉRENCES  FINIES   ET 

00 

LA   FONCTION  DÉRIVÉE. 


Nous  avons  considéré  dans  la  Leçon  précédente  les  fonctions  de  la 
variable  x%  qui ,  pour  une  valeur  particulière  de  la  variable,  se  pré- 
sentent sous  la  forme  indéterminée  \.  Il  arrive  souvent  que  cette  forme 

se  trouve  remplacée  par  Tune  des  suivantes  :  —  >  co°,  o  x  »,  o°, 

Ainsi,  lorsque/(a?)  croit  indéfiniment  avec  x9  les  valeurs  particulières 
des  deux  fonctions 


X 


[/(*)]*. 


pour  x  =  oo,  se  présentent  sous  les  formes  indéterminées  — >  oo°.  Ces 

mêmes  valeurs  peuvent,  en  général,  être  facilement  calculées  à  l'aide 
de  deux  théorèmes  que  nous  avons  établis  dans  Y  Analyse  algébrique 
(Chap.  III,  p.  48  et  53)  (').  Mais  nous  nous  bornerons  ici  à  montrer 
par  quelques  exemples  comment  on  peut  résoudre  les  questions  de 
cette  espèce. 

Soit  proposée  d'abord  la  fonction  — >  A  désignant  un  nombre  supé- 

rieur  à  l'unité,  et  concevons  que  Ton  cherche  la  véritable  valeur  de 
cette  fonction  pour  x  =  oo.  On  observera  que,  pour  des  valeurs  de  x 

supérieures  à  j-^>  la  fonction  dérivée  étant  toujours  positive,  la  fonc- 
tion donnée  sera  toujours  croissante  avec  x.  D'ailleurs,  si  l'on  repré- 

(»)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III,  p.  54  et  58. 
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sente  par  m  un  nombre  entier  susceptible  d'un  accroissement  indéfini, 
l'expression 

Am       (i-t-A  — i)m        i        ,.        x       m  —  i/A        x. 

—  =  - —  = h  (A  —  ï)h (A  — 1)« 

m  m  ma 

(m  —  J)(m  —  a)/â  3 


a. 3 


(A-i)5 


aura  évidemment  pour  limite  l'infini  positif.  On  trouvera  en  consé- 
quence 

Ax 

(i)  lim — =00. 

x 

Il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  V exponentielle  A*,  lorsque  le 

nombre  A  surpasse  l 'unité,  finit  par  croître  beaucoup  plus  rapidement  que 

la  variable  x. 

Lx 


Cherchons,  en  second  lieu,  la  véritable  valeur  de  la  fonction 


x 


pour  x  =  oo,  la  base  des  logarithmes  étant  un  nombre  A  supérieur  à 
l'unité.  Comme,  en  faisant 7  =  Lx9  on  trouvera 


Lx y 

~x~~  -"A* 


1 


et  que  la  fonction  2-  aura  pour  limite  —  ==  o,  on  en  conclura 

(a)  lim_^— o. 

x 

Il  en  résulte  que,  dans  un  système  dont  la  base  est  supérieure  à  l'unité, 
les  logarithmes  des  nombres  croissent  beaucoup  moins  rapidement  que  les 
nombres  eux-mêmes. 

Cherchons  encore  la  valeur  de  af  pour  x  =  oo.  Comme  on  aura  évi- 
demment 

a^=Ax  , 

on  en  tirera 

(3)  lim**=A*=i. 
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Lorsqu'on  remplace,  dans  les  formules  (2)  et  (3),  a?  par  ->  on  en 

conclut  que  les  fonctions  x\x  et  a?  convergent  respectivement  vers 
les  limites  o  et  1,  tandis  que  Ton  fait  converger  a?  vers  la  limite  zéro. 
Nous  allons  maintenant  faire  connaître  une  relation  digne  de  re- 
marque (')  qui  existe  entre  la  dérivée /'(a?)  d'une  fonction  quel- 

conque /(a?)  et  le  rapport  aux  différences  finies  — j — — — '•  Si 

dans  ce  rapport  on  attribue  à  x  une  valeur  particulière  xQ9  et  si  Ton 
fait,  en  outre,  x0-±-h  =  X,  il  prendra  la  forme  J  )^/v^o)>  £eja 
posé,  on  établira  sans  peine  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si,  la  fonction  f (oc)  étant  continue  entre  les  limites  x  =  x0, 
x  =  X,  on  désigne  par  A  la  plus  petite,  et  par  B  la  plus  grande  des  valeurs 
que  la  fonction  dérivée  f(x)  reçoit  dans  cet  intervalle,  le  rapport  aux  dif- 
férences finies 

(4)  /(X)-/(*0) 


sera  nécessairement  compris  entre  Ae/B. 

Démonstration.  —  Désignons  par  S,  t  deux  nombres  très  petits,  le 
premier  étant  choisi  de  telle  sorte  que,  pour  des  valeurs  numériques 
de  i  inférieures  a  S,  et  pour  une  valeur  quelconque  de  x  comprise 
entre  les  limites  x0,  X,  le  rapport 

/(a? -+-i)—  f(x) 

reste  toujours  supérieur  kf(x)  —  e  et  inférieur  zf'(x)  -h  e.  Si,  entre 
les  limites  ar0,  X,  on  interpose  n  —  1  valeurs  nouvelles  de  la  variable  x, 
savoir 

de  manière  à  diviser  la  différence  X  —  x0  en  éléments 

(»)  On  peut  consulter  sur  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Ampère,  inséré  dans  le  XIIIe  Cahier 
du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 
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qui-,  étant  tous  de  même  signe,  aient  des  valeurs  numériques  infé- 
rieures à  8,  les  fractions 

,.,         •/(*,)-/(*„)   '  /(*,)-/(*,)  /(X  )-/(*„_,) 

\3)  >     >      •  •  •  y     ^ ' 

se  trouvant  comprises,  la  première  entre   les  limites  f\x0)  —  t, 

f'(xo)  -+- e»  la  seconde  entre  les  limites  f'(x*)  —  e»  f'{x\)  +  £»  •  •  •  » 
seront  toutes  supérieures  à  la  quantité  A  —  e,  et  inférieures  à  la  quan- 
tité B-f-e.  D'ailleurs,  les  fractions  (5)  ayant  des  dénominateurs  de 
même  signe,  si  Ton  divise  la  somme  de  leurs  numérateurs  par  la 
somme  de  leurs  dénominateurs,  on  obtiendra  une  fraction  moyenne, 
c'est-à-dire  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  celles 
que  Ton  considère  (voir  V Analyse  algébrique,  Note  II,  théorème  XII). 
L'expression  (4),  avec  laquelle  cette  moyenne  coïncide,  sera  donc 
elle-même  renfermée  entre  les  limites  A  —  £,  B  -4-  e,  el,  comme  cette 
conclusion  subsiste  quelque  petit  que  soit  le  nombre  e,  on  peut  affirmer 
que  l'expression  (4)  sera  comprise  entre  A  et  B. 

0 

Corollaire.  —  Si  la  fonction  dérivée  f(x)  est  elle-même  continue 
entre  les  limites  x  =  x0,  x  =  X,  en  passant  d'une  limite  à  l'autre, 
cette  fonction  variera  de  manière  à  rester  toujours  comprise  entre  les 
deux  valeurs  A  et  B,  et  à  prendre  successivement  toutes  les  valeurs 
intermédiaires.  Donc  alors  toute  quantité  moyenne  entre  A  et  B  sera 
une  valeur  def'(x)  correspondante  à  une  valeur  de  x  renfermée  entre 
les  limites  x0  et  X  =  x0  -h  h  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  une  valeur 
de  x  de  la  forme 

j?0-+-  9h=zx0-j-  0(X  —  x0), 

0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  En  appliquant  cette 
remarque  à  l'expression  (4)»  on  en  conclura  qu'il  existe  entre  les 
limites  o  et  i  une  valeur  de  0  propre  à  vérifier  l'équation 

A.  — "  «*  o 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante  : 

(6)  /(«»+*)-/(*>)  =/*(*i+  Bh)m 

Cette  dernière  formule  devant  subsister  quelle  que  soit  la  valeur  de  x 
représentée  par  x0,  pourvu  que  la  fonction  /(x)  et  sa  dérivée  f'{x) 
restent  continues  entre  les  valeurs  extrêmes  x  =  x0,  x  =  x0  -h  A,  on 
aura  généralement,  sous  cette  condition, 

(7)  /(*  +  A)-/(*)t=/,(;r  +  e/t)> 

puis,  en  écrivant  Aa?  au  lieu  de  A,  on  en  tirera 

(8)  /(x  -h  à*)  — /(*)  —f(x  -h  9 bx)  ùlx. 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  dans  les  équations  (7)  et  (8),  6  désigne 
toujours  un  nombre  inconnu,  mais  inférieur  à  l'unité. 

Exemples.  —  En  appliquant  la  formule  (7)  aux  fonctions  af9  lxf  on 
trouve 

(x  +  h)«-x«  __,_  \(x  +  h)-\x  _        1 

h  v  '       *  h  jc-h6h 
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HUITIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES   DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES.    DÉRIVÉES   PARTIELLES 

BT   DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES. 


Soit  u  =f(x9y9  z9 . . .)  une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes x9  y,  s,  . ...  Désignons  par  i  une  quantité  infiniment 
petite,  et  par 

les  limites  vers  lesquelles  convergent  les  rapports 

f(x  +  i9y9  s,  ...)—f{x9y9z,  ...) 


f(xfy  +  i9z9 

• 

...) 

f(xfyfz-hi9 

• 

•  •  •  )    j\&*  y*  z9 

...) 

m 

l 

tandis  que  i  s'approche  indéfiniment  de  zéro;  <f(x9y9z9 ...)  sera  la 
dérivée  que  Ton  déduit  de  la  fonction  u  =f(x9y9  z9 . . .),  en  y  consi- 
dérant x  comme  seule  variable  ou  ce  qu'on  nomme  la  dérivée  partielle 

de  u  par  rapport  à  x.  De  même,  x(x*y> *•  •  •  •)»  ^(^ y*  z>  •  •  •)»  ••• 

seront  les  dérivées  partielles  de  u  par  rapport  aux  variables  y9  z9 

Cela  posé,  concevons  que  Ton  attribue  aux  variables  x9  y9  z9  ... 
des  accroissements  quelconques  Ar,  Ay9  As,  . . . ,  et  soit  Au  l'accrois- 
sement correspondant  de  la  fonction  u9  en  sorte  qu'on  ait 

(i)  Àtt=/(*-HA;r,y-f-Ay,sH-As,  . . .)  —  f(x9y9  zy  ...). 
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Si  l'on  assigne  à  àx9  Ay9  As, . . .  des  valeurs  finies  h,  k9  /,...,  la  valeur 
de  Aw,  donnée  par  l'équation  (i),  deviendra  ce  qu'on  appelle  la  diffé- 
rence finie  de  la  fonction  u  et  sera  ordinairement  une  quantité  finie. 
Si,  au  contraire,  a  désignant  un  rapport  infiniment  petit,  l'on  sup- 
pose 

(a)  àx  =  ah,        Ay  =  akf        &z  =  al9         ..., 

la  valeur  de  Au,  savoir 

f(x  +  ah9y-hak9z  -ha/,  . . .)—  /(^t/»-t  •••) 

sera  ordinairement  une  quantité  infiniment  petite;  mais  alors,  en 
divisant  cette  valeur  par  a,  on  obtiendra  la  fraction 

Am  _  f(x  -hali,y  -i-<xk9  s-h«/,  ...)  —  f(x9yyzy  ...) 

qui  convergera,  en  général,  vers  une  limite  finie  différente  de  zéro. 
Cette  limite  est  ce  qu'on  nomme  la  différentielle  totale  ou  simplement 
la  différentielle  de  la  fonction  u.  On  l'indique,  à  l'aide  de  la  lettre  d9 
en  écrivant 

du     ou     df(x9y9z9...). 

Ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes  que  ren- 
ferme la  fonction  w,  sa  différentielle  se  trouvera  définie  par  la  for- 
mule 

.       i.    Am 

(4)  du  =  \\m — • 

Si  l'on  fait  successivement  u  =  x9  u  =  y9u  =  s9  . . . ,  on  conclura  des 
équations  (2)  et  (4) 

(5)  dx  =  h9        dy=k9         dz  =  l,         ...* 

Par  conséquent,  les  différentielles  des  variables  indépendantes  x9  y9 
5,  ...  ne  sont  autre  chose  que  les  constantes  finies  h9k%l9  — 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  49 

On  détermine  facilement  la  différentielle  totale  de  la  fonction 

lorsqu'on  connaît  ses  dérivées  partielles.  En  effet,  si  dans  cette  fonc- 
tion on  fait  croître  Tune  après  l'autre  les  variables  x9  yf  s,  ...  de 
quantités  quelconques  Aa?,  Aj,  lz9  . . . ,  on  tirera  de  la  formule  (8)  de 
la  Leçon  précédente  une  suite  d'équations  de  la  forme 

/(x-h  Ax,  y9  s,  ...)  — /(j\  7,  5,  ...) 
=  Ai«9(x+  0,  A.r,  y9  s,  . . .), 

/(.r  4-  Ijt,  y  4-  A7,  s,  . . .  )  —  f(x  4-  A.r,  7,  3,  . .  .  ) 
—  Ayx(j?-4-Aj%  74-  Q2Ay,z,  . ..), 

/(x-h  A.r,j-+-A/,  5  -h  As,  . ..)—  /(•*■■+•  Ax,7-hAy,  s,  ...) 
--  As«^(.r4-  A.r,y  -h  A7,  s  4-  0S  A z9  . .  .), 


0,,  02,  03,  ...  désignant  des  nombres  inconnus,  mais  tous  compris 
entre  zéro  et  l'unité.  En  ajoutant  ces  mêmes  équations  membre  à 
membre,  on  trouvera 

|  /(.r+  Ax,  7  4- A7,  s  4-  As,  . ..)—  f(x9y9z9  ...) 
(6)     <       =  A.r<p(.r  4-0,A.r,7,s,  . . .)  4-  Ajx(^  +  A*,  7  4-  02  Aj,  s,  ...) 
[  4-  As  ^(.r  4-  A.r,  7  4-  A7,  s  4-  03  As,  ,..)+- 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  dont  le  premier  membre  peut  être 
remplacé  par  Ai/,  on  pose  Ax  =  ah,  ày  =  olA,  As  =  a/  et  si  l'on  divise 
en  outre  les  deux  membres  par  a,  on  obtiendra  la  suivante 

/  Am 
/_v      )  —  =  ho(x-{-  Bx(xli9y9  s,  ...)  4- Arx(*r  4-a/*,/4-Ôja*,  s,  ...) 

F  4-  \ty(x  +  <zh9  7  4- a  A:,  5  +  03a/,  . .  ,)4-. .  ., 

de  laquelle  on  conclura,  en  passant  aux  limites,  puis  écrivant  dx9  dy9 
dz  au  lieu  de  h9  k9l9  .. ., 

(8)     du  —  <p(x,  7,  s,  ...)<£r4-  xC'2'»/»5»  ••  0^7 +  +(*'>/>->  ...)<k4- 

OEuvre*  de  C.  —  S.  11,  t.  IV.  7 
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Exemples  : 

« 

rf(*+/  +  3+...)  =  rfj:+rf/  +  rf5+...,         d(x  —  y)  =  dx  —  dy, 

d(ax  -+-  by  -h  c z  -+- . . . )  =  a dx  -+-  b dy  -h  c dz  -h . . . , 
d(xyz . . .)  =zyz. . .  dx  -f-  xz . . .  dy  -+-  xy  ...rfs+,.., 

,  ».        f    dx        .  dy  \  .  x        y  dx  —  x  dy 

d(xayh...)z=xayh...  la h  b-+-  -f- . . .  ],         d-  =  ± ^^ 

V      J         >  J  \     x  y   •  )  y  y* 

dx*  =  yx?-1  dx  -4-  x^  1  x  dy,         .... 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  dans  la  valeur  de  du  donnée  par 
l'équation  (8),  le  terme  o(x,y,zf  ...)dx  est  précisément  la  diffé- 
rentielle qu'on  obtiendrait  pour  la  fonction 

M=r/(jr,j,r,  ...) 

en  considérant  dans  cette  fonction  x  seule  comme  une  quantité  va- 
riable et  y,  z,  ...  comme  des  quantités  constantes.  C'est  pour  cette 
raison  que  le  terme  dont  il  s'agit  se  nomme  la  différentielle  par- 
tielle de  la  fonction  u  par  rapport  à  x.  De  même,  /.(^J'5'  •••)flÇx» 
ty(x,y9  z9  ...)dz  sont  les  différentielles  partielles  de  u  par  rapport 

àj,  par  rapport  à  z, Si  l'on  indique  ces  différentielles  partielles 

en  plaçant  au  bas  de  la  lettre  d  les  variables  auxquelles  elles  se  rap- 
portent, comme  on  le  voit  ici, 

dxit9     dyiiy     dzu,      .  .., 

on  aura 


# 


(9)  |xw ^^' 


X  (.*,/,  s,  ...)—  "y 


<K*>r>->  '")  —  ~àz~ 


et  l'équation  (8)  pourra  être  présentée  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formes 


(io)  du  —  dxu       -+-  dyu        -h  dzii       -+- 

/       s  _/  dxll  j  rfy«     ,  dz"     * 


•  •  » 
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Pour  abréger,  on  supprime  ordinairement  dans  les  équations  (9)  les 
lettres  que  nous  avons  placées  au  bas  de  la  caractéristique  d,  et  l'on 
représente  simplement  les  dérivées  partielles  de  u9  prises  relative- 
ment &  x9  y,  z9  . . . ,  par  les  notations 

du       du       du 
dxJ     dyy     dz' 

Alors  -j-  n'est  pas  le  quotient  de  du  par  dx\  et,  pour  exprimer  la 

différentielle  partielle  de  u9  prise  relativement  à  x9  il  faut  employer 

la  notation  ~r-dx9  qui  n'est  point  susceptible  de  réduction,  à  moins 

qu'on  ne  rétablisse  la  lettre  x  au  bas  de  la  caractéristique  d.  Lorsqu'on 
admet  ces  conventions,  la  formule  (1 1)  se  réduit  a 

,  0.  ,         du  du    ,         du    , 

(  1 3 )  du  —  -7-  da, :  ~h  -y-  dy  -+-  -^  dz  -f- « 

c+x  ay  az 

Mais,  comme  il  n'est  plus  permis  d'effacer  de  cette  dernière  les  diffé- 
rentielles dx,  dy,  dz9  . . . ,  rien  ne  remplace  la  formule  (10). 

Les  définitions  e(  les  formules  ci-dessus  établies  s'étendent  sans  dif- 
ficulté au  cas  où  la  fonction  u  devient  imaginaire.  Ainsi,  par  exemple, 

si  l'on  pose  u  =  x  -h  y  \l—  1,  les  dérivées  partielles  de  u  et  sa  différen- 
tielle totale  seront  respectivement  données  par  les  équations 

S=I'         ^H^'         du^dx  +  sTTvdy. 

Nous  indiquerons,  en  finissant,  un  moyen  fort  simple  de  ramener 
le  calcul  des  différentielles  totales  à  celui  des  fonctions  dérivées.  Si 
dans  l'expression  /(x  4-  a  A,  y  -h  ak,  s  -h  a/,  . . .),  on  considère  a 
comme  seule  variable,  et  si  l'on  pose  en  conséquence 

04)  f(x  +  <xh9  y  +  <xk9  z-\-al9  . .  .)  =  F(a), 

on  aura,  non  seulement 

(i5)  «*  =  F(o)f 
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mais  encore 

Au  =  F(*)  —  F(o) 

et,  par  suite, 

/  a\                                  7i-     F(a)  — F(o)       vt 
(16)  du  =  lim— -- — -  —  r  (o). 

Ainsi,  pour  former  la  différentielle  totale  du,  il  sulfîra  de  calculer  la 
valeur  particulière  que  reçoit  la  fonction  dérivée  F'(a)  pour  a  =  o. 
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NEUVIÈME  LEÇON. 


USAGE   DES   DÉRIVÉES    PARTIELLES   DANS   LA    DIFFÉRENTIATION    DES   FONCTIONS   COMPOSÉES. 

DIFFÉRENTIELLES   DES   FONCTIONS   IMPLICITES. 


Soit  s  =  F(m,  r,  w9 . . .)  une  fonction  quelconque  des  quantités 
variables  u,  p,  tv,  ...  que  nous  supposerons  être  elles-mêmes  fonc- 
tions des  variables  indépendantes  x9  y,  z,  . . .  ;  s  sera  une  fonction 
composée  de  ces  dernières  variables;  et,  si  l'on  désigne  par  A.r,  &y9 
As,  ...  des  accroissements  arbitraires  simultanément  attribués  à  x9 
y,  z9  ...,  les  accroissements  correspondants  Aw,  Ap,  A(*\  . ..,  As  des 
fonctions  u,  v9  w9  . . . ,  s  seront  liés  entre  eux  par  la  formule 

(i)  As  =  F(u  -+-  Am,  v  -\-  Ar,  iv-+-  &w9  . . .)  —  F(u9  r,  w,  . . .). 

Soient  d'ailleurs  O^PjW, ...),  X(a,  c,  w,  ...)•  ^(w,  p,  w, ...),.. .  les 
dérivées  partielles  de  la  fonction  F(m,  p,  w>,  . . .)  prises  successivement 
par  rapport  à  u9  v9  w, Comme  l'équation  (6)  de  la  Leçon  précé- 
dente a  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  des  variables  x9  y9  s,  ... 
et  de  leurs  accroissements  Ax,  Ay9  As,  ...,  on  en  conclura,  en  rem- 
plaçant x9  y9  z9  ...  par  u9  v9.w9  . . . ,  et  la  fonction /par  la  fonction  F, 

S  F  (  u  4-  A«,  v  -h  Ar,  w  -+-  Atv,  . . .  )  —  F  (  u9  vf  w9  . . .  ) 
=  Atf$(a  +  9,  Am,  v9w9  . . .)  -4-  Av>X(m  -h  Aw,  ^+  0,  Ay,  tf,  . . .) 
(  -+-  Aw*F(m  h-  Aw,  e  4-  Ai>,  w  -+-  03  Aw,  ...)-+-.... 

Dans  cette  dernière  équation,  0,,  02,  03,  ...  désignent  toujours  des 
nombres  inconnus,  mais  inférieurs  à  l'unité.  Si  maintenant  on  pose 

Ax  —  ath=z  &  dxy         Ay  =  ak  =  a  d[y,         A«  =r  a  /  ==  a  *te,         . . . , 
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et  que  l'on  divise  par  a  les  deux  membres  de  l'équation  (2),  on  en 
tirera 

—  =  <P(m  4-  0i  a  A,  c,  w,  . . .)  — 
oc  oc 

(3)  {  -h  X(«-H  aà,  v  -+-  02aÂ%  w,  . . .)  — 

Aw 
-4-  *V(u  -h  a/i,  c-+-  a/:,  w-+-9iOlI,  . . .) h. . ., 

puis,  en  faisant  converger  a  vers  la  limite  zéro, 

(4)  ds  =  Q>(u,  e,  w,  . .  .)<*"  -h  X(w,  *>,  n>,  . .  .)dv  -\-  *F(tf,  v,  w,  . .  .)dw-h 

La  valeur  de  ds  fournie  par  l'équation  (4)  est  semblable  à  la  valeur 
de  du  fournie  par  l'équation  (8)  de  la  Leçon  précédente.  La  princi- 
pale différence  consiste  en  ce  que  les  différentielles  dx,  dyt  dz9  . . . 
comprises  dans  la  valeur  de  du  sont  des  constantes  arbitraires,  tandis 
que  les  différentielles  du,  dv,  dw,  . . .  comprises  dans  la  valeur  de  ds 
sont  de  nouvelles  fonctions  des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  . . . 
combinées  d'une  certaine  manière  avec  les  constantes  arbitraires  dx, 

En  appliquant  la  formule  (4)  à  des  cas  particuliers,  on  trouvera 

rf(«  +  c  +  «'  +  ,..)=rf«4-rfc  +  dsv  -h  . . . , 

d ( u  —  dv)  -—  du  —  dv, 

d(au  -h  bv  -+-  cw  -+- . . . )  =  a  du  -+-  b  dv  -h  c  dw  -+- . . . , 

d(uvw. . .)  =  vw. .  .du-\-  uw. . .  dv  -k-  uv. .  ,dw-±-. . ., 

,  v        udv  —  v  du 
u  u1 

duv—  vuv~x  du  -hv'ludv  -*-..., 


Nous  avions  déjà  obtenu  ces  équations  {voir  la  cinquième  Leçon)  en 
supposant  u,  v,  w, . . .  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante  x, 
mais  on  voit  qu'elles  subsistent  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  u  fonction  de  la  seule 
variables,  t>  fonction  de  la  seule  variable  y,  w  fonction  de  la  seule 


k »-.îi 
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variable  z9  . . . , on  peut  arriver  directement  à  l'équation  (4)t  en  par- 
tant de  la  formule  (10)  de  la  Leçon  précédente.  En  effet,  en  vertu  de 
cette  formule,  on  aura  généralement 

(5)  ds  =  dxs-h  dyS  h-  d9s  -h  . .  . . 

De  plus,  comme  parmi  les  quantités  u9  vf  w9  . . .  la  première  est,  par 
hypothèse,  la  seule  qui  renferme  la  variable  x%  en  considérant  s 
comme  une  fonction  de  fonction  de  cette  variable  et  ayant  égard  à 
la  formule  (10)  de  la  quatrième  Leçon,  on  trouvera 

dxs  =  dxF(u,  e,  «%  . . .)  =  <b(u9  v9  tv9  . .  .)dxu=z  $(«,  v9w9  . .  .)du. 

On  trouvera  de  même 

dy s  =  X ( uf  v9  w9  . . . )  dv9         dzs  =  W(u9  v9  w9  . . .  )  dw9         .... 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  dx$9  dys9  dzs9  . . .  dans  la  formule  (5), 
elle  coïncidera  évidemment  avec  l'équation  (4). 

Soit  maintenant  r  une  seconde  fonction  des  variables  indépen- 
dantes x9  y9  z9 Si  l'on  a  identiquement,  c'est-à-dire  pour  des 

valeurs  quelconques  de  ces  variables, 

(6)  s  =  r9 

on  en  conclura 

(  7  )  ds  z=i  dr. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  r  se  réduit  soit  à  zéro,  soit  à  une 
constante  c9  on  trouve 

dr  =  o9 

et  par  suite  l'équation 

(8)  J  =  o  OU  5  =  c 

entraine  la  suivante 

(9)  ds  =  o. 

Les  équations  (7)  et  (9)  sont  du  nombre  de  celles  que  l'on  nomme 
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équations  différentielles.  La  seconde  peut  être  présentée  sous  la  forme 

(10)  <!>(*/,  c,  <v,  .,.)ûf«  +  X(M,c,  «',  . .  .)dv  ~+-W(u,  vy  iv,  . .  .)<f  «»-+-. .  .  =  o, 

et  subsiste  dans  le  cas  même  où  quelques-unes  des  quantités  u9  v, 
w,  ...  se  réduiraient  à  quelques-unes  des  variables  indépendantes  x, 
v,  z, Ainsi,  par  exemple,  on  trouvera  :  en  supposant  F(x,  v)  =  o, 

4>(j?,  c)  dx  -4-  \(x,  v)dv=.  o; 

en  supposant  F(x,  y,  w)  =  o, 

etc. 

Dans  ces  dernières  équations,  v  est  évidemment  une  fonction  impli- 
cite de  la  variables;  w  une  fonction  implicite  des  variables  x,  y, 

De  même,  si  Ton  admet  que  les  variables  x,  y,  s,  . . . ,  cessant  d'être 
indépendantes,  soient  liées  entre  elles  par  une  équation  de  la  forme 

(11)  f(x,  r,  z,  ...)  =  o, 

alors,  en  faisant  usage  des  notations  adoptées  dans  la  Leçon  précé- 
dente, on  obtiendra  l'équation  différentielle 

(12)  <f(x,yts9  ...)^  +  x(x»  y>z*  •••)^y  +  +(-r»^»5t  >-)dz-h..  .  —  o, 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  déterminer  la  différentielle  de  l'une 
des  variables  considérée  comme  fonction  implicite  de  toutes  les  autres. 
Ainsi,  par  exemple,  on  trouvera  :  en  supposant  x2  -h  y2  =  a2, 

x  dx  -h  y  dy  =  0,  dy  = dx  ; 


y 


en  supposant  y2  —  x2  =  a2, 


X 


y  dy  —  x  dx  =  o,    dy  ——  dx  ; 


en  supposant  ar  +  r  ■+-  s2  =  a2, 


x  dx  -+•  y  dy  -+-  z  dz  =z  o,    dz  ~  —  —  dx  —  —  dy, 
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Comme  on  aura  d'ailleurs,  dans  le  premier  cas, 

y  =.  zt  y/a*  —  x* , 

et  dans  le  second, 

y  =  ±:  \Ja%  -+-  xx , 

on  conclura  des  formules  précédentes 

(i3)  dsja>-x*=-     *jtL„,         d\/a*  +  x*=     * d* 


\fa}  —  x1  \/a  -+-  x 

ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  directement. 

Lorsqu'on  désigne  par  u  la  fonctioa  f(&, y,  z> . .  .)•  les  équa- 
tions (n)  et  (12)  peuvent  s'écrire  simplement  comme  il  suit  : 

«  =  o,         du  no.  « 

Si  les  variables  ce,  y,  z,  . ..,  au  lieu  d'être  assujetties  à  une  seule 
équation  de  la  forme  u  =  o,  étaient  liées  entre  elles  par  deux  équa- 
tions de  cette  espèce,  telles  que 

(i4)  «  =  o,         t>=:0, 

alors  on  aurait  en  même  temps  les  deux  équations  différentielles 

(i5)  ,  du  —  Qf        rfi'-o, 

à  l'aide  desquelles  on  pourrait  déterminer  les  différentielles  de  deux 
variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de  toutes  les  autres. 
En  général,  si  n  variables  x,  y,  z,  ...  sont  liées  entre  elles  par 
m  équations,  telles  que 

(l6)  U=zO,  P  =  0,  W=0,  ..., 

alors  on  aura  en  même  temps  les  m  équations  différentielles 

(  17  )  du  =  o,        dv  =  o,        dw  =  0,         . . . , 

à  l'aide  desquelles  on  pourra  déterminer  les  différentielles  de  m  va- 
riables considérées  comme  fonctions  implicites  de  toutes  les  autres. 


OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  IV.  8 
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DIXIÈME  LEÇON. 


THÉORÈME   DES   FONCTIONS   HOMOGÈNES.   MAI  (MA  ET   MINIMA   DBS   FONCTIONS 

DE   PLUSIEURS   VARIABLES. 


On  dit  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  est  homogène  lorsque, 
en  faisant  croître  ou  décroître  toutes  les  variables  dans  un  rapport 
donné,  on  obtient  pour  résultat  la  valeur  primitive  de  la  fonction  mul- 
tipliée par  une  puissance  de  ce  rapport.  L'exposant  de  cette  puissance 
est  le  degré  de  la  fonction  homogène.  En  conséquence,  f(xfy9  s,  . . .) 
sera  une  fonction  de  x,  y9  s,  ...  homogène  et  du  degré  a,  si,  /  dési- 
gnant une  nouvelle  variable,  on  a,  quel  que  soit  /, 

(i)  f(tx,ty,tzy  ...)  =  taf(jr,y,z). 

Cela  posé,  le  théorème  des  fonctions  homogènes  peut  s'énoncer  comme 
il  suit  : 

Théorème.  —  Si  l'on  multiplie  les  dérivées  partielles  d'une  fonction 
homogène  du  degré  a  par  les  variables  auxquelles  elles  se  rapportent,  la 
somme  des  produits  ainsi  formés  sera  équivalente  à  celui  quon  obtien- 
drait en  multipliant  par  a  la  fonction  elle-même. 

Démonstration.  —  Soient  u=f(x,y,z,...)  la  fonction  donnée  et 

^(x, y, s, ...),  xX^'J»5'  .. .)»  ^(j^Vt  «»  •••)»  •••  ses  dérivées  par- 
tielles par  rapport  à  x,  à  y,  à  s,  etc.  Si  l'on  différence  les  deux 
membres  de  l'équation  (i),  en  y  considérant  /  seule  comme  variable, 
on  trouvera 

y(tx,  ty,  tzy  . .  ,)xdt  -\-x(tx>  0%  *5> -•  •  *)ydt  -h  ty(tx,  ty,  tz,  . .  ,)zdt-h . . . 
=  ata~lf(j:fy,z,  ...)dt, 
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puis,  en  divisant  par  dt,  et  posant  t  =  i , 

l  x^{x,yy  z,  ...)-+-/X(^»J>^  ...)  +  s<K*i  y, s,  ...)  +  .. . 
f       =  af(x,y,z,  ...), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

y„v  du  du         du 

(3)  *_+,_+*_+. ..  =  aM. 

Corollaire.  —  Pour  une  fonction  homogène  d'un  degré  nul,  on  aura 

,  ,  x  rfl*  l/tt  cfw 

(4)  *s+^+*s+---=°- 

Exemples.  —  Appliquer  le  théorème  aux  fonctions  Aa?a  -h  Bay  -h  Cy* 
etL-. 

Lorsqu'une  fonction  réelle  de  plusieurs  variables  indépendantes  x, 
y,  zf ...  atteint  une  valeur  particulière  qui  surpasse  toutes  les  valeurs 
voisines,  c'cst-k-dire  toutes  celles  qu'on  obtiendrait  en  faisant  varier  x, 
y,  z,  ...  en  plus  ou  en  moins  de  quantités  très  petites,  cette  valeur 
particulière  de  la  fonction  est  ce  qu'on  appelle  un  maximum. 

Lorsqu'une  valeur  particulière  d'une  fonction  réelle  de  x,  y,  z, 
est  inférieure  à  toutes  les  valeurs  voisines,  elle  prend  le  nom  de 

m  m 

minimum. 

La  recherche  des  maxima  et  minima  des  fonctio-ns  de  plusieurs 
variables  se  ramène  facilement  à  la  recherche  des  maxima  et  minima 
des  fonctions  d'une  seule  variable.  Supposons,  en  effet,  que 

u  •=.  f(x,  y,  z,  . . .  ) 

devienne  un  maximum  pour  certaines  valeurs  particulières  attribuées 

hx,  y,  z, On  aura,  pour  ces  valeurs  particulières,  et  pour  de  très 

petites  valeurs  numériques  de  a, 

(5)  f(x  +  a  A,  y  4-  a  k,  z  -+-«/,  ...)<f(x9yfz9  ...), 

quelles  que  soient  d'ailleurs  les  constantes  finies  h,  k,  /,  .. .,  pourvu 


60  RÉSUMÉ  DES  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

qu'elles  aient  été  choisies  de  manière  que  le  premier  membre  de  la 
formule  (5)  reste  réel.  Or,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

(6)  /(a?  +  «Aj-fa^s  +  a/,  ...)  =  F(a), 

la  formule  (5)  se  trouvera  réduite  à  la  suivante  : 

(7)  F(«)<F(o). 

Celle-ci  devant  subsister,  quel  que  soit  le  signe  de  a,  il  en  résulte  que, 
si  a  seule  varie,  F(a),  considérée  comme  fonction  de  cette  unique 
variable,  deviendra  toujours  un  maximum  pour  a  =  o. 

On  reconnaîtra  de  même  que,  si  f(x, y, s,  ...)  devient  un  mini- 
mum pour  certaines  valeurs  particulières  attribuées  à  x,  y,  z9  . . . ,  la 
valeur  correspondante  de  F(a)  sera  toujours  un  minimum  pour  a  =  o. 

Observons  maintenant  que,  si  les  deux  fonctions  F(a),  F'(a)  sont 
Tune  et  l'autre  continues  par  rapport  à  a,  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
particulière  a  =  o,  cette  valeur  ne  pourra  fournir  un  maximum  ou  un 
minimum  de  la  première  fonction  qu'autant  qu'elle  fera  évanouir  la 
seconde  (voir  la  sixième  Leçon),  c'est-à-dire,  qu'autant  que  Ton  aura 

(8)  F'(o)  =  o. 

D'ailleurs,  lorsqu'on  écrit  dx,  dy,  dzf ...  au  lieu  de  h9  k,  /,  . . . ,  l'équa- 
tion (8)  prend  la  forme 

(9)  du  —  o 

(voir  h  huitième  Leçon).  De  plus,  comme  les  fonctions  F(a)  et  F'(a) 
sont  ce  que  deviennent  u  et  du  quand  on  y  remplace  x  par  x  =  aA, 
y  par  y  -h  otkf  z  par  z  -f-  a/,  . . . ,  il  est  clair  que,  si  ces  deux  fonctions 
sont  discontinues  par  rapport  à  a,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  parti- 
culière a  =  o,  les  deux  expressions  u  et  du*  considérées  comme  fonc- 
tions des  variables  x,  y,  z,  ...  seront  discontinues  par  rapport  à  ces 
variables  dans  le  voisinage  des  valeurs  particulières  qui  leur  sont 
attribuées.  En  rapprochant  ces  remarques  de  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,  nous  devons  conclure  que  les  seules  valeurs  de  x,  y,  z,  ... 
propres  à  fournir  des  maxima  ou  des  minima  de  la  fonction  u  sont 
celles  qui  rendent  les  fonctions  u  et  du  discontinues,  ou  bien  encore 
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celles  qui  vérifient  l'équation  (9),  quelles  que  soient  les  constantes 
finies  dx,  dy,  dz,  —  Ces  principes  étant  admis,  il  sera  facile  de 
résoudre  la  question  suivante  : 

Problème.  —  Trouver  les  maxima  et  minima  d'une  fonction  de  plu- 
sieurs variables. 

Solution.  —  Soit  u  =  f(x,y,  z, . . .)  la  fonction  proposée.  On  cher- 
chera d'abord  les  valeurs  de  x,  y,  z,  ...  qui  rendent  la  fonction  u 
ou  du  discontinue,  et  parmi  lesquelles  on  doit  compter  celles  que  l'on 
déduit  de  la  formule 

(10)  efw  =  d=oo. 

On  cherchera,  en  second  lieu,  les  valeurs  de  x,  y,  z,  ...  qui  vérifient 

l'équation  (9),  quelles  que  soient  les  constantes  finies  dx,  dyf  dz, 

Cette  équation,  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

,     %  du   .         du   .         du  , 

entraine  évidemment  les  suivantes 

du  du  du 

(I2)  3S=°'  d-y=°>  dï=°>  •■- 

dont  on  obtient  la  première  en  posant  dx  =  1 ,  dy  =  o,  dz  =  o,  . . . ,  la 
seconde  en  posant  dx  =  o,  dy  =  1 ,  dz  =  o,  ....  Remarquons  en  pas- 
sant que,  le  nombre  des  équations  (12)  étant  égal  à  celui  des  incon- 
nues x,  y,  z,  . . . ,  on  n'en  déduira  ordinairement  pour  ces  inconnues 
qu'un  nombre  limité  de  valeurs. 

Concevons  à  présent  que  Ton  considère  en  particulier  un  des  sys- 
tèmes de  valeurs  que  les  précédentes  recherches  fournissent  pour  les 
variables  x,  y,  z,  . . . ,  et  désignons  par  x0,  y0,  z0,  ...  les  valeurs  dont 
il  se  compose.  La  valeur  correspondante  de  la  fonction  /(x,  y,  z,  . . .), 
savoir,  f(x0,y0,  z0, .. .),  sera  un  maximum,  si  pour  de  très  petites 
valeurs  numériques  de  a,  et  pour  des  valeurs  quelconques  de  h,  k, 
/,...,  la  différence 

(i3)  f(x0+  xh, y0+  <xk,  zQ+  <xl,  . . .)  —  f(<r0,  y9f  s9t  ...) 
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est  constamment  négative.  Au  contraire, f(x0,y0,  so»  •  •  •)  sera  un  mi- 
nimum, si  cette  différence  est  constamment  positive.  Enfin,  si  cette 
différence  passe  du  positif  au  négatif,  tandis  que  l'on  change  ou  le 
signe  de  a,  ou  les  valeurs  de  h,  i,  l,  ...  ,f(x0,y09  z09 . . .)  ne  sera  plus 
ni  un  maximum,  ni  un  minimum. 

Exemple.  —  La  fonction  kx1  -h  Bxy  -h  Cy2  -h  Dx  -h  Ey  -h  F  admet 
un  maximum  ou  un  minimum,  lorsqu'on  a  B2  —  4AC<o,  et  n'en 
admet  plus,  lorsqu'on  a  Ba  —  4AC  >  o. 

Nota.  —  La  nature  de  la  fonction  u  peut  être  telle,  qu'à  une  infi- 
nité de  systèmes  différents  de  valeurs  attribuées  à  x,  y,  z,  ...  cor- 
respondent des  valeurs  de  u  égales  entre  elles,  mais  supérieures  ou 
inférieures  à  toutes  les  valeurs  voisines,  et  dont  chacune  soit  en  consé- 
quence une  sorte  de  maximum  ou  de  minimum.  Lorsque  cette  circon- 
stance a  lieu  pour  des  systèmes  dans  le  voisinage  desquels  les  fonc- 
tions u  et  du  restent  continues,  ces  svstèmes  vérifient  certainement  les 
équations  (12).  Ces  équations  peuvent  donc  quelquefois  admettre  une 
infinité  de  solutions.  C'est  ce  qui  arrive  toujours  quand  elles  se 
déduisent  en  partie  les  unes  des  autres. 

Exemple.  —  Si  l'on  prend 

u  =z  (cy  —  bz  -h  /)*-f-  (az  —  ex  -\-  m)1 -h  (bx  —  a  y  -+-  /i)*, 

les  équations  (12)  donneront  seulement 

cy  —  bz  -\-  l az  —  c x  -f-  ni bx  —  ay  4-  n 

a  b  c 

et  la  fonction  u  admettra  une  infinité  de  valeurs  égales  à 

(al-\-  bm  -4-  en)* 
à1  -+-  b1  ■+-  c* 

dont  chacune  pourra  être  considérée  comme  un  minimum. 
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ONZIEME  LEÇON. 

USAGE  DES  FACTEURS  INDÉTERMINÉS  DANS  LA  RECHERCHE  DES  MAX1MA  RT  MINIMA. 


Soit 

(1)  "=/(^,/,-,  -..) 

une  fonction  de  n  variables  xy  y,  z, Mais  concevons  que  ces 

variables,  au  lieu  d'être  indépendantes  les  unes  des  autres,  comme 
on  l'a  supposé  dans  la  dixième  Leçon,  soient  liées  entre  elles  par 
m  équations  de  la  forme 

(2)  i>  =  O,  fVz=0,  .... 

Pour  déduire  de  la  méthode  que  nous  avons  indiquée  les  maxima 
et  les  minima  de  la  fonction  u,  il  faudrait  commencer  par  éliminer 
de  cette  fonction  m  variables  différentes  à  l'aide  des  formules  (2). 
Après  cette  élimination,  les  variables  qui  resteraient,  au  nombre 
de  n  —  /w,  devraient  être  considérées  comme  indépendantes,  et  il 
faudrait  chercher  les  systèmes  de  valeurs  de  ces  variables  qui  ren- 
draient la  fonction  u  ou  la  fonction  du  discontinue  ou  bien  encore 
ceux  qui  vérifieraient,  quelles  que  fussent  les  différentielles  de  ces 
mêmes  variables,  l'équation 

(3)  du  =  o. 

Or  la  recherche  des  maxima  et  minima  qui  correspondent  à  l'équa- 
tion (3)  peut  être  simplifiée  par  les  considérations  suivantes. 

Si  l'on  différentie  la  fonction  m,  en  y  conservant  toutes  les  variables 
données  x9y,  z9  . . . ,  l'équation  (3)  se  présentera  sous  la  forme 

.  ,  x  du   .         du   .         du  . 

(4)  _<&+      rfJ,  +  _€fc  +  ...  =  0, 
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et  renfermera  les  n  différentielles  dx,  dy9  dz,  ....  Mais  il  importe 
d'observer  que,  parmi  ces  différentielles,  les  seules  dont  on  pourra 
disposer  arbitrairement  seront  celles  des  n  —  m  variables  regardées 
comme  indépendantes.  Les  autres  différentielles  se  trouveront  déter- 
minées en  fonction  des  premières  et  des  variables  elles-mêmes  par 
les  formules  dv  =  o,  dw  =  o,  . ..,  qui,  lorsqu'on  les  développe, 
deviennent  respectivement 

dv    ,         dv    ,         dv    , 
_dr+_rf/  +  _rfs+...==o, 

(5)  \  dw  .         dw  ,         dw  . 

~j—  dx  -f-  -T-  dy  -h  -j-  dz  -h . . .  =  o, 
dx  dy  **" 


iz 


Cela  posé,  puisque  l'équation  (4)  doit  être  vérifiée,  quelles  que 
soient  les  différentielles  des  variables  indépendantes,  il  est  clair 
que,  si  l'on  élimine  de  cette  équation  un  nombre  m  de  différen- 
tielles à  l'aide  des  formules  (5),  les  coefficients  des  n  —  m  diffé- 
rentielles restantes  devront  être  séparément  égalés  à  zéro.  Or,  pour 
effectuer  l'élimination,  il  suffit  d'ajouter  à  l'équation  (4)  les  for- 
mules (5)  multipliées  par  des/acteurs  indéterminés,  —  X,  —  jjl,  —  . . . , 
et  de  choisir  ces  facteurs  de  manière  à  faire  disparaître  dans  l'équa- 
tion résultante  les  coefficients  de  m  différentielles  successives.  Comme 
d'ailleurs  l'équation  résultante  sera  de  la  forme 

(du       -  dv  dsv  \ 

(6)  < 

(du       .  dv  dw  \   . 

dï-ldy-*idï----)dr-h--=0' 

et  que,  après  y  avoir  fait  disparaître  les  coefficients  de  m  différen- 
tielles, il  faudra  encore  égaler  à  zéro  ceux  des  différentielles  res- 
tantes, il  est  permis  de  conclure  que  les  valeurs  de  X,  pi,  v,  . . .  tirées 
de  quelques-unes  des  formules 

du       -  dv  dw  du       .  dv  dw 
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devront  satisfaire  à  toutes  les  autres.  Par  conséquent,  les  valeurs  de 
x, y,  z,  ...  propres  à  vérifier  les  formules  (4)  et  (5)  devront  satis- 
faire aux  équations  de  condition  que  fournit  l'élimination  des  indé- 
terminées X,  [xf  v,  . . .  entre  les  formules  (7).  Le  nombre  de  ces  équa- 
tions de  condition  sera  n  —  m.  En  les  réunissant  aux  formules  (2), 
on  obtiendra  en  tout  n  équations,  desquelles  on  déduira  pour  les 
variables  données  x,  y,  z,  ...  plusieurs  systèmes  de  valeurs,  parmi 
lesquels  se  trouveront  nécessairement  ceux  qui,  sans  rendre  discon- 
tinue Tune  des  fonctions  u  et  du,  fourniront  pour  la  première  des 
maxima  ou  des  minima. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  équations  de  condition  produites 
par  l'élimination  de  X,  (jl,  v  entre  les  formules  (7)  ne  seraient  alté- 
rées en  aucune  manière,  si  Ton  échangeait  dans  ces  formules  la  fonc- 
tion u  contre  une  des  fonctions  c\  w Par  suite,  on  arriverait  tou- 
jours aux  mêmes  équations  de  condition,  si,  au  lieu  de  chercher  les 
maxima  et  minima  de  la  fonction  a,  en  supposant  v  =  o,  w  =  o, 
on  cherchait  les  maxima  et  minima  de  la  fonction  p,  en  supposant 
u  =  o,  w  =  o,  . . . ,  ou  bien  ceux  de  la  fonction  w%  en  supposant  u  =  o, 

v  =  o, On  pourrait  même,  sans  altérer  les  équations  de  condition, 

remplacer  les  fonctions  m,  c,  w,  ...  par  les  suivantes  :  u  —  a,  v  —  b, 
w  —  c,  . . . ,  a,  b,  c,  ...  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  veut  obtenir  les  maxima  ou  les 
minima  de  la  fonction  u,  en  supposant  x,  y,  z,  . . .  assujetties  à  une 
seule  équation 

(8)  r  =  o, 

les  formules  (7)  deviennent 

.    v         du       ~  dv  du       ~  dv  du       .  dv 

(9>         ^-XSÏ  =  0*  ^-)^=°'  -d-z-ldz-=°>  ••" 

et  Ton  en  conclut,  par  l'élimination  de  X, 

du         du         du 

(•o) 

OBuvrct  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV. 


dx 

dv 

dy 

~~  dv 

dz 

~~  dv 

— 

dx 

dy 

dz 
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Cette  dernière  formule  équivaut  à  n  — i  équations  distinctes,  les- 
quelles, réunies  à  l'équation  (8),  détermineront  les  valeurs  cher- 
chées de  x9  y9  z9  .... 

Premier  exemple.  —  Supposons  que,  a9  b9  c,  ...,  r  désignant  des 
quantités  constantes  et  x,  y9  z9  ...  des  variables  assujetties  à  l'équa- 
tion 

x*-hy%-+-z*-+-.. .—  r*        ou        xîh-j'14-3,-+-.  . .  —  r*  =  o9 

on  demande  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction 

a  ==  a  x  -h  by  -h  cz  -f- . . . . 

Dans  cette  hypothèse,  la  formule  (10)  se  trouvant  réduite  à 

x~y~~z  ' 

on  en  conclura  {voir  Y  Analyse  algébrique,  Note  II)  ( f  ) 

ax  -h  by  -h  cz  -h . . . yja} -+-  b1  -f-  c*  -+-  . . . 

^  +  /  +  5!-r...  ^^r^î-^T^—; 

OU 

u \Ja-  -+-  b*  -h  c*  -h . . . 

r*  r 

et,  par  conséquent, 


(12)  w  a  —  ±:  r  y/ô*  -h  £*  -h  c1 4- . . . . 

Pour  s'assurer  que  les  deux  valeurs, de  u  données  par  l'équation  (12) 
sont  un  maximum  et  un  minimum,  il  suffît  d'observer  qu'on  aura 
toujours 

/  (ax  -+-  by-^r  cz  -h. .  .)*-+-  (bx  —  ay)* 
(i3)  }  ^r{^cx—.azy^rmtm^.^Cy  —  f}ZY^rtmt 

et,  par  suite, 

à  moins  que  les  valeurs  de  x9  y,  z,  . . .  ne  vérifient  la  formule  (1 1  ). 

(>)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III,  p.  36o. 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  67 

Deuxième  exemple.  —  Supposons  que  a,  b,  c,  . . . ,  k  désignant  des 
quantités  constantes,  et x%  y,  z,  ...  des  variables  assujetties  à  l'équa- 
tion 

ax  -f-  by  -+-cz  h-,  .  .  =  £, 

on  cherche  le  minimum  de  la  fonction  u  =  x2  -f- y2  -h  s2  -h Dans 

cette  hypothèse,  on  obtiendra  encore  la  formule  (i  i),  de  laquelle  on 
conclura 

k ^  \Jax->r  fr'-f-c'-h.  .7 

et,  par  suite, 

04)  «=  *S 


à1  -+■  b*  -h  c*  -+- . . . 


Si  les  variables  x,  y,  5,  ...  se  réduisent  à  trois  et  désignent  des  coor- 
données rectangulaires,  la  valeur  de  yfu,  donnée  par  l'équation  04)» 
représentera  évidemment  la  plus  courte  distance  de  l'origine  k  un 
plan  fixe. 

Troisième  exemple.  —  Concevons  que  l'on  cherche  les  demi-axes 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  repré- 
sentée par  l'équation 

Ax*-+-  *Bxy  -h  C^'^K. 

Chacun  de  ces  demi-axes  sera  un  maximum  ou  un  minimum  du  rayon 
vecteur  r,  mené  de  l'origine  à  la  courbe  et  déterminé  par  la  formule 

/•*  rrx'-f  y*. 

Cela  posé,  comme  on  aura 

dr=-(xdx-hydy), 

on  ne  pourra  faire  évanouir  dr  qu'en  supposant 

r=zoc        ou        xdx  -\-ydy  =  o. 

La  première  hypothèse  ne  peut  être  admise  que  pour  une  hyperbole. 
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ê 

En  admettant  la  seconde,  on  tirera  de  la  formule  (10) 


*_i_  ,/î  *.* 


x        __       y       x*-\-  vz  _  / 


\x  +  hy       Cy  +  Bx       x(\x  -h  hy)  -+-/(C/  +  hx)       K 

-K--A  =  B^,         !^-C  =  B-, 

(-5)  (£-A)(£-c)  =  B«. 

Observons  maintenant  qu'à  des  valeurs  réelles  de  r  correspondront 
toujours  des  valeurs  positives  de  r2,  et  que  l'équation  (i5)  fournira, 
pourr2,  deux  valeurs  positives,  si  Ton  a  AK>o,  AC  —  B2>o;  une 
seule,  si  Ton  a  AC  —  B2<o.  Effectivement,  la  courbe,  étant  une 
ellipse  dans  le  premier  cas,  aura  deux  axes  réels;  tandis  que,  dans 
le  second  cas,  elle  se  changera  en  hyperbole  et  n'aura  plus  qu'un  seul 
axe  réel. 
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DOUZIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES   ET   DÉRIVÉES    DBS   DIVERS   ORDRES   POUR    LES   FONCTIONS  D'UNE  SEULE 

VARIABLE.    CHANGEMENT   DE   LA   VARIABLE   INDÉPENDANTE. 


Comme  les  fonctions  d'une  seule  variable  x  ont  ordinairement  pour 
dérivées  d'autres  fonctions  de  cette  variable,  il  est  clair  que  d'une 
fonction  donnée  y  =/(x)  on  pourra  déduire  en  général  une  multi- 
tude de  fonctions  nouvelles  dont  chacune  sera  la  dérivée  de  la  précé- 
dente. Ces  fonctions  nouvelles  sont  ce  qu'on  nomme  les  dérivées  des 
divers  ordres  dey  ou f(x)9  et  on  les  indique  k  l'aide  des  notations 

/,  y\   ym>   /\  yy,    ...,   y(n) 

ou 

/'(*),    /'(*),    /"(*),    /"(*),    /v(*),     ...,    /<">(*). 

Cela  posé,  y'  ouf'(x)  sera  la  dérivée  du  premier  ordre  de  la  fonction 
proposée  y  =f(x)\y"o\ïf"{x)  sera  la  dérivée  du  second  ordre  dey, 
et  en  même  temps  la  dérivée  du  premier  ordre  dey',  ...;  enfin  y{"} 
o\\f[tt){x)  (n  désignant  un  nombre  entier  quelconque)  sera  la  dérivée 
de  l'ordre  n  de  y,  et  en  même  temps"  la  dérivée  du  premier  ordre  de 

Soit  maintenant  dx  =  h  la  différentielle  de  la  variable  x  supposée 
indépendante.  On  aura,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 

/       <fy  n      dy'  m       dy"  ..       dv^n-l) 

y)Jdx'         J        dœ'         7        dx'  '         y  dx 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(2)       dy=y'h,         d/  =  y'h,         dyw—y»h<         ...,         dy^  —  y^^h. 
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De  plus»  comme  la  différentielle  d'une  fonction  de  la  variable  x  est 
une  autre  fonction  de  cette  variable,  rien  n'empêche  de  difTérentier 
y  plusieurs  fois  de  suite.  On  obtiendra  de  cette  manière  les  différen- 
tielles des  divers  ordres  de  la  fonction^,  savoir  : 

dy  —y'  h  =  y1  dx9 

ddy  —  hdy'  —  fKk^zyndx'l9 
dddy  =  h*  dy"  —  ymh}  —  f  dx\ 


Pour  abréger,  on  écrit  simplement  d2y  au  lieu  de  ddyf  d*y  au  lieu 
de  dddy,  ...  ;  en  sorte  que  la  différentielle  du  premier  ordre  est 
représentée  par  dy,  la  différentielle  du  second  ordre  par  d2y9  celle 
du  troisième  ordre  par  d*y,  . . . ,  et  généralement  la  différentielle  de 
Tordre  n  par  d^y.  Ces  conventions  étant  admises,  on  aura  évidem- 
ment 

idy  —  y  dx,          d*y  =  y  dxl,        d}y  =  y*  dx*9 
d»y  —  fydx\         ,        dny  =  y^  dxn 

et,  par  suite, 

y'=—  >  y»=^,  y»   =  *y , 

*         dx*  *        dx1'         y  dx*J 

(4) 

y1*  —  — — ,  »  r|Wy= — — 

7         dx>  J  dxn 


11  résulte  de  la  dernière  des  formules  (3)  que  la  dérivée  de  Tordre  /*, 
savoir yw,f  est  précisément  le  coefficient  par  lequel  il  faut  multiplier 
la  n{ème  puissance  de  la  constante  h  =  dx  pour  obtenir  la  différentielle 
de  Tordre  n.  C'est  pour  cette  raison  que  y{n)  est  quelquefois  appelée 
le  coefficient  différentiel  de  l'ordre  n. 

Les  méthodes  par  lesquelles  on  détermine  les  différentielles  et  les 
dérivées  du  premier  ordre  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable, 
servent  également  à  calculer  leurs  différentielles  et  leurs  dérivées 
des  ordres  supérieurs.  Les  calculs  de  cette  espèce  s'effectuent  très 
facilement,  ainsi  qu'on  va  le  montrer  par  des  exemples. 
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Soit  d'abord  y  =  sinx.  Comme»  en  désignant  par  a  une  quantité 
constante,  on  a  généralement 

d%\n{x  +  a)  =  cos(x  h-  a)  d(x  4-  a)  =  sin(.r  -h  a  -h  {7r)*£r, 

on  en  conclura 

dsinx  =  sin(a?  -h£7r)c?.r, 
<isin(*r  -+-  Jtt)  =  sin(x-+-  iz)dx9 
ds\n(x  -+-  7i )    =  sin(#  -hf7r)*£r, 


et  par  suite  on  trouvera  pour  y  =  sino\ 

/    =sin(.r-+- J7t), 
y   =sin(o7  4-Tr), 
y'  =sin(x-+-îîr), 


jf(»)  =  sin(  xh — 7rJ. 

En  opérant  de  même,  on  trouvera  encore  pour  j'  =  cosa;, 

y    —  cos(a?-f-^7r), 

y"     z=:C0S(a:-4-7r), 
Jw     =C0S(J?-+-  §7T), 


pour  y  =  A*, 


jr<»)  =  COS    JH 7T  j  ; 

y  =  a*ia, 

y    =  A*(IÀ)f, 

y  =A*(iA)», 


yi*)  =  A*(\A)n; 


pour  j  =  af9 


y    =axa~l9 

y    z=za(a  —  i)xa~2, 


)W—a(a  —  i)(a  —  2). ..(a  —  «  +  i)*rrt-". 
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Il  est  essentiel  d'observer  que  chacune  des  expressions  sin(x-h±mz)9 
cos(a?  -h£/27r)  admet  seulement  quatre  valeurs  distinctes  qui  se  repro- 
duisent périodiquement  et  toujours  dans  le  même  ordre.  Ces  quatre 
valeurs,  dont  on  obtient  la  première,  la  seconde,  la  troisième  ou  la 
quatrième,  suivant  que  le  nombre  entier  n9  divisé  par  4>  donne  pour 
reste  o,  i,  2  ou  3,  sont  respectivement  sina?,  cosrr,  —  sina:,  —  cosa? 
pour  l'expression  sin(a? -h  j/11),  et  cosa?,  —  sina;,  —  cosa?,  sina?  pour 
l'expression  cos(a?  4-  £/nr).  De  plus,  si,  dans  les  fonctions  A*,  af9  on 
remplace  la  lettre  A  par  le  nombre  e  qui  sert  de  base  aux  logarithmes 
népériens  et  la  quantité  a  par  le  nombre  n,  on  reconnaîtra  que  les 
dérivées  successives  de  ex  sont  toutes  égales  à  é*9  tandis  que,  pour  la 
fonction  a?9  la  dérivée  de  l'ordre  n  se  réduit  à  la  quantité  constante 
1 . 2 . 3 . . . n,  et  les  suivantes  à  zéro. 

En  substituant  les  différentielles  aux  dérivées,  on  tirera  des  for- 
mules que  nous  venons  d'établir 

dn  sin x  =  sin  (x  -+-  -}  mz)  dxa9 

dn  cos x  =  cos(#  -+-  {an)  dxn9 

dnkx      =kx(\A)ndxn, 

dnex       =e*dxn, 

dn(xa)  =  a(a  —  1). .  .(a  —  n  -h  i)xa~n  dxn, 

dn(xn)  =  1.2.3. ..  ndxn9 

d»\x      =dxd»-*(x-i)=z(-i)*-*U*'3'"in~~l)dx»9 

xn 

Considérons  encore  les  deux  fonctions/(a?  -+-  a)  etf(ax).  On  trou- 
vera, pour  y  =/(x  4-  a), 

y=f'(x  4-  a),        f=f\x  4-  a),         . . .,        y<«' =/<«>(*  +  a), 

dny  =/<*>(  j?  4-  a)  dx"  ; 

pour  y=/(ax)9 

y'=  af\ax)9        y'=  a*  f(ax),         . . .,        /<«>=  a«/(,l)(«-*-)> 

dny  —  anfi*\ax)  dxn. 
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Exemples  : 

dn(x  -\-a)n=z  1.2.3. .  .ndxn,        dneax  =  aneaxdxn,        dns'max  = 

Soient  maintenant  y)f=:f(x)  et  z  deux  fonctions  de  x  liées  par 
l'équation 


(5)  *  =  F(j). 

En  diflerentiant  cette  équation  plusieurs  fois  de  suite,  on  trouvera 

dz  =  F'(y)dy, 

(6)  l*s  =  F'(y)dy*  +    F'(y)d*y, 

ld>z  =  F»(y)df*+S¥*(y)dyd*y  +  Yl(y)d>y, 


Exemples  : 


d»(a+y)  =  dnr, 

d»(-y)     =  -d«y, 

dn(ay)       =ad*y, 

dn(çxn)     =:  i  .2.3. . .  n.adxn, 

dey  zzzeïdy, 

diey=ey(dy*+-diy)9 

d^er—  ey{dyz-{-  3  dy  d*y  -+-  d*y)9 


Si  la  variable  x  cessait  d'être  indépendante,  l'équation 

(7)  J  =/(■*)■ 

étant  diflerentiée  plusieurs  fois  de  suite,  donnerait  naissance  à  de  nou- 
velles formules  parfaitement  semblables  aux  équations  (6),  savoir  : 

dy    —  f'(x)dx, 

dlY  —  ftt(x)dxt^f,(x)dix9 

(8)  (      " 

d*  y  =  f{x)  dx*  H-  3  f\x)  dx  d'-  x  4-  f\x)  d*  x, 


OEuvreë  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  IO 
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On  tire  de  celles-ci 

ru     \        dv 

„     s_dxd*y  —  dydïx  __    i    ^dy 
(9)    {f(X)~~  dx~*  ~dia~db;' 

fm        _  dx{dxd*y  —  dy<Px)  —  $dix(dxdïy  —  dydtx)_^    i    ^dxd}y  —  dydrx 
/(J?)~  dx~*  :  ""rfi  -  dx*' 


Pour  revenir  au  cas  où  x  est  variable  indépendante,  il  suffirait  de  sup- 
poser la  différentielle  dx  constante,  et  par  suite  d2x  =  o,  d*x  =  o, 

Alors  les  formules  (9)  deviendraient 

(,o)  /'<*)=;£,  /■<*>= g.  /•(*>= g.  -. 

c'est-à-dire  qu'elles  se  réduiraient  aux  équations  (4)-  De  ces  der- 
nières, comparées  aux  équations  (9),  il  résulte  que,  si  l'on  exprime 
les  dérivées  successives  de  /(x)  à  l'aide  des  différentielles  des 
variables  x  et  y=/(x)9  i°  dans  le  cas  où  la  variable  x  est  sup- 
posée indépendante,  20  dans  le  cas  où  elle  cesse  de  l'être,  la  dérivée 
du  premier  ordre  sera  la  seule  dont  l'expression  reste  la  même  dans 
les  deux  hypothèses.  Ajoutons  que,  pour  passer  du  premier  cas  au 
second,  il  faudra  remplacer 

d*  y  dx  d}y  —  dy  d}  x 

3Jï    par  dT*  ' 

d*y               d.r(dxd*r  —  dvd*x)  —  Zdltv(d.rd>Y  —  dveP.r) 
1P     P"     " L S* S ' ' 


C'est  par  des  substitutions  de  celte  nature  qu'on  peut  opérer  un  ckan* 
gement  de  variable  indépendante* 

Parmi  les  fonctions  composées  d'une  seule  variable,  il  en  est  dont  les 
différentielles  successives  se  présentent  sous  une  forme  très  simple* 
Concevons,  par  exemple,  que  l'on  désigne  par  m,  v,  w,  ..*  diverses 
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fonctions  de  x.  En  différentiant  n  fois  chacune  des  fonctions  com- 
posées 

«+r,     u  —  v,     u  -+-  v  sj—  i ,     au  -+•  bv  -+-  cw  -+-  . . . , 

on  trouvera 

tdn(u  +  v)  —dnu-+-dny, 

(n)  lda(u—  v)  =dnu  —  dnvy 

\  dn(u  +  v\/-*-i)  -=zdnu-\-  dnv\J—  i, 

(12)  dn(au  -+-  ôc -h  cw -h . . .)  =  adnu  -+-  6t/nc  4- c  rf*  w -h 

U  suit  de  la  formule  (12)  que  la  différentielle  dny  de  la  fonction 
entière 

y  =Ktxm-+-  bxm~x  -+-  ex**-* -h .  .  .-Jt-pxt-\-qx  +  r 

se  réduit,  pour  n  =  m,  k  la  quantité  constante  1 . 2 . 3 . . . m .  a  da?\  et 
pour  /2>/wt  à  zéro. 
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TREIZIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES   DES    DIVERS   ORDRES   POUR    LES    FONCTIONS    DE    PLUSIEURS   VARIABLES. 


Soit  u=  f(x9y9z9 ...)  une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes x9  y,  z9 Si  l'on  différentie  cette  fonction  plusieurs 

fois  de  suite,  soit  par  rapport  à  toutes  les  variables,  soit  par  rapport 
à  Tune  d'elles  seulement,  on  obtiendra  plusieurs  fonctions  nouvelles 
dont  chacune  sera  la  dérivée  totale  ou  partielle  de  la  précédente.  On 
pourrait  même  concevoir  que  les  différentiations  successives  se  rap- 
portent tantôt  à  une  variable,  tantôt  à  une  autre.  Dans  tous  les  cas,  le 
résultat  d'une,  de  deux,  de  trois,  ...  différentiations,  successivement 
effectuées,  est  ce  qu'on  appelle  une  différentielle  totale  ou  partielle, 
du  premier,  du  second,  du  troisième, . . .  ordre.  Ainsi,  par  exemple,  en 
différentiant  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  toutes  les  variables, 
on  formera  les  différentielles  totales  du,  ddu9  dddu9  ...  que  l'on 
désigne,  pour  abréger,  par  les  notations  du,  d2u9  d* u9 ....  Au  contraire, 
en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  la  variable  x9 
on  formera  les  différentielles  partielles  dxu9  dxdxu9  dxdxdxu9  . . .  que 

l'on  désigne  par  les  notations  dxu9  dxu9  dxu9 En  général,  si  n  est 

un  nombre  entier  quelconque,  la  différentielle  totalede  l'ordre  n  sera 
représentée  par  dnu9  et  la  différentielle  du  même  ordre  relative  à  une 
seule  des  variables  x9  y9 '  z9  . . .  par  dnxu9  d"y9  d"u9  ....  Si  l'on  différen- 
tiait  deux  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  deux  ou  à  plusieurs 
variables,  on  obtiendrait  les  différentielles  partielles  du  second  ordre 
ou  des  ordres  supérieurs  désignées  par  les  notations  dxdyu9  dydxu9 
dxdzu9  ...,  dxdydzii9 Or  il  est  facile  de  voir  que  les  différen- 
tielles de  cette  espèce  conservent  les  mêmes  valeurs  quand  on  inter- 
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vertit  Tordre  suivant  lequel  les  différentiations  relatives  aux  diverses 
variables  doivent  être  effectuées.  On  aura,  par  exemple, 

(i)  dxdyu=idydxu. 

C'est  effectivement  ce  que  Ton  peut  démontrer  comme  il  suit. 

Concevons  que  l'on  indique  par  la  lettre  jc,  placée  au  bas  de  la 
caractéristique  A,  l'accroissement  que  reçoit  une  fonction  de  x,  j, 
s,  ...  lorsqu'on  fait  croître  x  seule  d'une  quantité  infiniment  petite 
&dx.  On  trouvera 

(2)  t  Axm  — /(<r  -f-  <zdx,  y,  z,  . . .)  —  f(x9  y,z,  . .  .)>         dxu  —\\m-?—  > 

(3)  &xdyii  —dy(u  -h  àxii)  — dyii  —  dy A* u 


et,  par  suite, 


A*  dy  u dYkxii A.,  a 

—i"  Uy  \ 


puis,  en  faisant  converger  a  vers  zéro,  et  ayant  égard  à  la  seconde  des 
formules  (2),  on  obtiendra  l'équation  (1).  On  établirait  de  la  même 
manière  les  équations  identiques  dxdzu  =  dzdxii,  dydzii  =  dzdyu> 

Exemple.  —  Si  l'on  pose  u  =  arc  tang->  on  trouvera 

y 


X' —  V* 


drdxu  =  dxdyu  =  ^t^      dxdy. 

L'équation  (1)  étant  une  fois  démontrée,  il  en  résulte  que,  dans  une 
expression  de  la  forme  dxdydz . . .  u,  il  est  toujours  permis  d'échanger 
entre  elles  les  variables  auxquelles  se  rapportent  deux  différentiations 
consécutives.  Or  il  est  clair  qu'à  l'aide  d'un  ou  de  plusieurs  échanges 

de  cette  espèce  on  pourra  intervertir  de  toutes  les  manières  possibles 

« 

l'ordre  des  différentiations.  Ainsi,  par  exemple,  pour  déduire  la  diffé- 
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TREIZIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES   DES   DIVERS   ORDRES   POUR   LES   FONCTIONS    DE    PLUSIEURS   VARIABLES. 


Soit  u=  f(x,y,z, ...)  une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes x,  y,  z, Si  Ton  différence  cette  fonction  plusieurs 

fois  de  suite,  soit  par  rapport  à  toutes  les  variables,  soit  par  rapport 
à  Tune  d'elles  seulement,  on  obtiendra  plusieurs  fonctions  nouvelles 
dont  chacune  sera  la  dérivée  totale  ou  partielle  de  la  précédente.  On 
pourrait  même  concevoir  que  les  différentiations  successives  se  rap- 
portent tantôt  à  une  variable,  tantôt  à  une  autre.  Dans  tous  les  cas,  le 
résultat  d'une,  de  deux,  de  trois,  ...  différentiations,  successivement 
effectuées,  est  ce  qu'on  appelle  une  différentielle  totale  ou  partielle, 
du  premier,  du  second,  du  troisième, . . .  ordre.  Ainsi,  par  exemple,  en 
différenciant  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  toutes  les  variables, 
on  formera  les  différentielles  totales  du,  dduf  dddu,  ...  que  Ton 
désigne,  pour  abréger,  par  les  notations  du,  d2u,  d*u, ....  Au  contraire, 
en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  la  variable  x9 
on  formera  les  différentielles  partielles  dxu,  dxdxu,  dxdxdxu,  ...  que 

l'on  désigne  par  les  notations  dxuf  dxu,  dxu, En  général,  si  n  est 

un  nombre  entier  quelconque,  la  différentielle  totale  de  l'ordre  n  sera 
représentée  par  dnu,  et  la  différentielle  du  même  ordre  relative  a  une 
seule  des  variables  x,  y,  z,  . . .  par  dxu,  d"y,  dnzu,  ....  Si -l'on  différen- 
tiait  deux  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  deux  ou  à  plusieurs 
variables,  on  obtiendrait  les  différentielles  partielles  du  second  ordre 
ou  des  ordres  supérieurs  désignées  par  les  notations  dxdyii,  dydxu% 
dxdzu9  ...,  dxdydzii, Or  il  est  facile  de  voir  que  les  différen- 
tielles de  cette  espèce  conservent  les  mêmes  valeurs  quand  on  inter- 
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vertit  Tordre  suivant  lequel  les  différentiations  relatives  aux  diverses 
variables  doivent  être  effectuées.  On  aura,  par  exemple, 

(i)  dxdyu  —  dydxit. 

C'est  effectivement  ce  que  Ton  peut  démontrer  comme  il  suit. 

Concevons  que  Ton  indique  par  la  lettre  œ,  placée  au  bas  de  la 
caractéristique  A,  l'accroissement  que  reçoit  une  fonction  de  x,  y, 
z,  ...  lorsqu'on  fait  croître  x  seule  d'une  quantité  infiniment  petite 
<zdx.  On  trouvera 

Ax  £/ 

(2)     Axa  =  f(x  -+•  acdx,  y y  z,  . . .)  —  f(x,  y,  z,  . . .),         dxu -=l\m > 

(  3  )  Ax  dy  u  ■=  dy  (  u  -h  Ax  u  )  —  dyii=zdy&x  u 


et,  par  suite, 


&xdyu dy  &xii  A x  u 

a  ce  y    ol    ' 


puis,  en  faisant  converger  a  vers  zéro,  et  ayant  égard  a  la  seconde  des 
formules  (2),  on  obtiendra  l'équation  (1).  On  établirait  de  la  même 
manière  les  équations  identiques  dxdzu  =  dzdxii,  dydzu  =  dzdyu9  — 

Exemple.  —  Si  l'on  pose  u  =  aretang->  on  trouvera 

j 

Y 
dx  u  =  — -^ — -  dxy 

x*+-y~ 

dyu  =  — -=t/y, 

7  x*-t-  y2   J 


x* —  y* 


dydxu  =  dxdyu  =  ^-^p^dxdy. 

L'équation  (1)  étant  une  fois  démontrée,  il  en  résulte  que,  dans  une 
expression  de  la  forme  dxdydz ...u,  il  est  toujours  permis  d'échanger 
entre  elles  les  variables  auxquelles  se  rapportent  deux  différentiations 
consécutives.  Or  il  est  clair  qu'à  l'aide  d'un  ou  de  plusieurs  échanges 
de  cette  espèce  on  pourra  intervertir  de  toutes  les  manières  possibles 
l'ordre  des  différentiations.  Ainsi,  par  exemple,  pour  déduire  la  diffé- 
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rentielle  dzdydxu  de  la  différentielle  dxdydzu9  il  suffira  d'amener 
d'abord,  par  deux  échanges  consécutifs  la  lettre  a?  à  la  place  de  la 
lettre  z,  puis  d'échanger  ensuite  les  lettres  y  et  s,  afin  de  ramener  la 
lettre  y  à  la  seconde  place.  On  peut  donc  affirmer  qu'uîie  différentielle 
de  la  forme  dxdydz...ua  une  valeur  indépendante  de  l'ordre  suivant 
lequel  sont  effectuées  les  différentiations  relatives  aux  diverses  va- 
riables. Cette  proposition  subsiste  dans  le  cas  même  où  plusieurs 
différentiations  se  rapportent  à  l'une  des  variables,  comme  il  arrive 
pour  les  différentielles  dxdydxu9  dxdydxdxu9  ....  Lorsque  cette  cir- 
constance se  présente,  et  que  deux  ou  plusieurs  différentiations  con- 
sécutives sont  relatives  a  la  variable  x9  on  écrit,  pour  abréger,  cPx  au 
lieu  de  dxdX9  d*x  au  lieu  de  d9dxdx9 Cela  posé,  on  aura 

dxdyii      z^dxdydxw=dydxu9 
d%dydzu^z.dx  dy  dxdzdxu  =z  dyd\.dzu  zn . . . , 
d\d\u      ^z  dj  dx u , 
dx dy  d\  u  —.dxd\d^ur=i  d].  dxd\u  = . . . 

et  généralement.  l9m9n9  ...  étant  des  nombres  entiers  quelconques, 

(4)  dxdfdl...u  =  dxdnzd™. .  .u  ^d^dlxd^. .  .u  =. . .'. 

Comme,  en  différentiant  une  fonction  des  variables  indépendantes 
x9  y9  z9  ...  par  rapport  à  Tune  d'elles,  on  obtient  pour  résultat  une 
nouvelle  fonction  de  ces  variables  multipliée  par  la  constante  finie  dx, 
ou  dy%  ou  dz,  . . . ,  et  que,  dans  la  différentiation  d'un  produit,  les 
facteurs  constants  passent  toujours  en  dehors  de  la  caractéristique  df 
il  est  clair  que,  si  l'on  effectue  l'une  après  l'autre,  sur  la  fonction 
u  =  f(x9y9  z9 . . .),  /  différentiations  relatives  k  x9  m  différentiations 
relatives  ky9  n  différentiations  relatives  as,  . . .,  la  différentielle  qui 
résultera  de  ces  diverses  opérations,  savoir,  dxd™d"z.  ..u9  sera  le  pro- 
duit d'une  nouvelle  fonction  de  x9  y9  s,  ...  par  les  facteurs  dx9  dy9 
dz9  ...  élevés,  le  premier  à  la  puissance  /,  le  second  à  la  puissance  m9 
le  troisième  à  la  puissance  n....  La  nouvelle  fonction  dont  il  s'agit  ici 


r 
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est  ce  qu'on  nomme  une  dérivée  partielle  de  u,  de  V ordre  l  4-  m  4-  n  4- . . . . 
Si  on  la  désigne  par  u(x,  y,  z, . . .),  on  aura 

(5)  dx  dfdl.  t.u  =  tn(x,y9  z9  . .  .)dxldym  dzn . . . 

et,  par  suite» 

d1  dmdn       u 
\u )  xo\x9  y9  *»,  .  • .)  — 


"»  ~y 


dx1  dym  dzn .  . 


II  est  facile  d'exprimer  les  différentielles  totales  d*u9  d*u,  ...  à 
l'aide  des  différentielles  partielles  de  la  fonction  u  ou  de  ses  dérivées 
partielles.  En  effet,  on  tire  de  la  formule  (10)  (huitième  Leçon) 

d*u  =  ddu=idxdu-+-  dydu  4-  dzdu  4- . . . 

=  dx(dKu  -hdyii  -hdtu-h.  .*)-hdy(dxu  -\-dru  -hd-u  4- . . .) 

+  dx(dxu  -t-dyii  +  rf:«-f. ..) 

et,  par  suite, 

(7)  d*u=zd*u  4-d£  u-*>d\u  4». ..4-  a  dxdrii-\-  2dxd.u...~+-  idydzii  4-... 

ou,  ce  qui  revient  au  même» 

(8)  { 

dxdYu  .      ,  dxd~u  ,      ,  d-d-u  . 

+  a-j — *r-dxdy  4-  2    ,     ~    dxdz. .  .4-  2  j    '    dydz-\-.... 
dxdy  *  dxdz  dy  dz    J 


On  obtiendrait  avec  la  même  facilité  les  valeurs  de  rfs«,  rf4w, 

Exemples  t 

d*'(xys)  =z2(xdydz  4-  ydzdx  4-  zdxdy), 

d*(xyz )  ~6dxdy  dz9 

di(x*  +  yi  +  z*-*-...)^z2(dx*-hdy*-hdztH-..  .)> 
^(^8-t-Js4-c54-...)=6(^s4-dya4-^34-...), 


Pour  abréger,  on  supprime  ordinairement,  dans  les  équations  (G), 
(8)»  etc.*  les  lettres  que  nous  avons  écrites  au  bas  de  la  caracté- 
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ristique  d,  et  Ton  remplace  le  second  membre  de  la  formule  (6)  par 
la  notation 

<//+ m  4-/1 +-...„ 

(9) 


dxldym  dzn. .  . 

Alors  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  se  trouvent  représen- 
ta   diu    d%u  d1u        d*u  dtu  ,        , ,    .    , 

tees  par  -p-r»  -7— >  -r—»  •••»  ->— r-»  -3 — 7-'  ••*>  zj—r>  •••»  «es  dérivées 

r       au?1     ayi     as^  dxdy    dx  dz  dy  dz 

partielles  du  troisième  ordre  par  -7-7»  ~d~rr*  d  d  '«'  '  "'  et  'a  va'eur 
de  rf2w  se  réduit  à 

(10)      < 

(d*u     ,      ,              d*u     ,      .                   diu     .     w 
H-  2  -^  -7-  a.r  ay  +  2  -.  — —  dxdz. . .  -h  2-7 — rfly  rfs  -h 
a j;  ay         ^          a  j;  é/s                          dy  dz    J 

Mais  il  n'est  plus  permis  d'effacer,  dans  cette  valeur,  les  différentielles 
dx,  dy,  dz,  . . . ,  attendu  que  -t-t>  ,  ,  >  •  •  •  ne  désignent  pas  les  quo- 
tients qu'on  obtiendrait  en  divisant  d-u  par  dx-,  ou  par  dxdy, 

Si,  au  lieu  de  la  fonction  u  =  /(.r,  y,  5,  . ..),  on  considérait  la  sui- 
vante 

(n)  5—  F(m,i\  <*',  .  .  .), 

les  quantités  m,  r,  w\  . . .  étant  elles-mêmes  des  fonctions  quelconques 
des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  . ..,  les  valeurs  de  d-s,  d*s,  ... 
se  déduiraient  sans  peine  des  principes  établis  dans  la  neuvième 
Leçon.  Effectivement,  en  différenciant  plusieurs  fois  la  formule  (n), 
on  trouverait 

,  dF(u,  c\  ir,  ...)  */F(wf  rf  «\  ...)    ,     ,    dF(f/,  r,  <i\  ...) 

tfs    — 1  — du  H . dv  H —    , div  -4- . .  . , 

du  dv  d\v 

rftf2  au  m>  a« 
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Exemples  : 

dn(u  -f-  v)  =  dnu  -4-  dn  r, 

dn (u  <—  v)  =  dn u  —  dn v9 

dn(u-\-  v  y/—  i)  =  dnu  -\-  y/—  i  dn  \\ 
dn(au  -h  bv  -\-av-h. . .)  -=  a dn u  -+-  &d"i>  -+-  cdniv  +  . . .. 

On  obtiendrait  encore  avec  la  plus  grande  facilité  les  différentielles 
des  fonctions  implicites  de  plusieurs  variables  indépendantes.  11  suf- 
firait de  différentier  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  les  équations  qui 
détermineraient  ces  mêmes  fonctions,  en  considérant  comme  con- 
stantes les  différentielles  des  variables  indépendantes,  et  les  autres 
différentielles  comme  de  nouvelles  fonctions  de  ces  variables. 


Œuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  I  1 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 


MÊTUODES  PROPRES  A  SIMPLIFIER  LA  RECHERCHE  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES,  POUR 
LES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  TARIARLES  INDÉPENDANTES.  VALEURS  SYMBOLIQUES  DE 
CES   DIFFÉRENTIELLES. 


Soit  toujours  u  =/(#,  y,  s, . . .)  une  fonction  de  plusieurs  variables 
indépendantes  a?,  7,  s, ...;  et  désignons  par  ç(a\  y,  5*...),y(x9y9  5,...  ), 
ty(x9 y, z, ...),  ...  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  relatives 
à  x,  à  y,  as, Si  Ton  fait,  comme  dans  la  huitième  Leçon, 

(1)  F(<x)=f(x-h<zdx,y-t-(xdy,z  +  oidz,  ...), 

puis  que  Ton  différentie  les  deux  membres  de  l'équation  (1)  par  rap- 
port à  la  variable  a,  on  trouvera 

/  F'( a  )  =      9 ( x  -+-  a  dx,  y  -+■  a  dy,  z  -h  a  dz, . . .  )  dx 

(3)  <  H-xl^  +  a^^-ha^s  +  a^,...)^ 

(  -h  ty  ( x  -+-  a  dx,  y  -h  a  df/,  s  -+-  a  efc,  . . .  )  dz  -h 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  pose  a  =  o,  on  obtiendra  la  sui- 
vante 

laquelle  s'accorde  avec  l'équation  (16)  de  la  huitième  Leçon.  De  plus, 
il  résulte  évidemment  de  la  comparaison  des  équations  (1)  et  (2) 
qu'en  différentiant,  par  rapport  à  a,  une  fonction  des  quantités 
variables 

(  4  )  x  -h  a  dx,    y  -h  a  dy,    z  -+-  a  dz,     . . . , 

on  obtient  pour  dérivée  une  autre  fonction  de  ces  quantités  combi- 
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nées  d'une  certaine  manière  avec  les  constantes  dx9  dy9  dz9 De 

nouvelles  différentiations,  relatives  à  la  variable  a,  devant  produire 
de  nouvelles  fonctions  du  même  genre,  nous  sommes  en  droit  de  con- 
clure que  les  expressions  (4)  seront  les  seules  quantités  variables 
renfermées,  non  seulement  dans  F(a)  et  F'(a),  mais  aussi  dans  F"(a), 
F^a),  ...,  et  généralement  dans  F(/,)(a),  n  désignant  un  nombre 
entier  quelconque.  Par  suite,  les  différences 

F(a)  — F(o),     F'(a)  —  F'(o),    F'(â)  —  F'(o),     ...,     F<»>(«)  —  F<">(o) 

seront  précisément  égales  aux  accroissements  que  reçoivent  les  fonc- 
tions de  x9  y9  z9  ...  représentées  par 

F(o),    F'(o),    F'(o),     ...,    F<->(o), 

lorsqu'on  attribue  aux  variables  indépendantes  les  accroissements 

infiniment  petits  a  dx9  QLdy9ads9 Cela  posé,  commeonaF(o)  =  a9 

on  trouvera  successivement,  en  faisant  converger  a  vers  la  limite  zéro, 


P//    v  ,.     F(a)  — F(o) 

F'(o)     =hm— — 


OL 


_f/   .         ..     F'(a)-F'(o) 
F"(o  )    =:  lira  — — - *— ^ 

a 

»/   x        i-     **(«)- F'(o) 
F"(o)    =hm — — - — - 


=  lim 


=  lim 


Au 
a 

tkdu 
a 


=  du, 


—  ddu    =  diit9 


ùkd*u 
lim —ddlu  =cPu9 


a 


F(n)(o)  =  lim -^ —  =  hm z=zdd"-l  =  dnu, 

'  a  cf. 


En  résumé,  l'on  aura 


(5) 


u—Y{o)9        du  —  F'(o),        dan  =  F(o), 
diu  —  ¥m(o)9         ...,        d*u  =  ¥<"\o). 


Ainsi,  pour  former  les  différentielles  totales  du9  d2u9  . . . ,  dnu9  il  suf- 
fira de  calculer  les  valeurs  particulières  que  reçoivent  les  fonctions 
dérivées  F'(a),  F"(a),  . . . ,  F{"}(a),  dans  le  cas  où  la  variable  a  s'éva- 
nouit. 
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Parmi  les  méthodes  propres  à  simplifier  la  recherche  des  différen- 
tielles totales,  on  doit  encore  distinguer  celles  qui  s'appuient  sur  la 
considération  des  valeurs  symboliques  de  ces  différentielles. 

En  Analyse,  on  appelle  expression  symbolique  ou  symbole  toute 
combinaison  de  signes  algébriques  qui  ne  signifie  rien  par  elle-même, 
ou  à  laquelle  on  attribue  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle*  doit 
naturellement  avoir.  On  nomme  de  même  équations  symboliques  toutes 
colles  qui,  prises  à  la  lettre  et  interprétées  d'après  les  conventions 
généralement  établies,  sont  inexactes  ou  n'ont  pas  de  sens,  mais  des- 
quelles on  peut  déduire  des  résultats  exacts,  en  modifiant  ou  altérant, 
selon  des  règles  fixes,  ou  ces  équations  elles-mêmes,  ou  les  symboles 
qu'elles  renferment.  Dans  le  nombre  des  équations  symboliques  qu'il 
est  utile  de  connaître,  on  doit  comprendre  les  équations  imaginaires 
{voir  V Analyse  algébrique,  Chapitre  VII)  et  celles  que  nous  allons 
établir. 

Si  l'on  désigne  par  a9b9c9  ...  des  quantités  constantes  et  par  /,  m, 
/*,  ...,  p,  q9  r,  ...  des  nombres  entiers,  la  différentielle  totale  de 
l'expression 

(6)  a  d!x  d™  d!...u-\-bdxdldrz...u-+-... 

sera  donnée  par  la  formule 

d  (ad^  d™  dzl...u  +  bdxdidrz...u-h...) 
-.      dx(  a  dlx-  d™  d! . .  .u  ■+-  b  dxd\d'z\ .  .u  -+- . . .  ) 

4-  dy(ad'x  d™  d'!...u  +  bdpx  d].  d.\  .  .u  -h . . .) 

-r-  dz  (a  dfx  d'£dl...u  +  b  dx  d\  r/C. . .  u  4- ...).. . 
=      a  d1^  d]1  d'ï.  ..u-+-adlxd'»+l  d!...u  +  adlxds?  dL1*1  ...u 

-hbdx+ld'!.drz...u-h.... 


(7) 


De  cette  formule  réunie  à  l'équation  (4)  de  la  treizième  Leçon,  on 
déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Pour  obtenir  la  différentielle  totale  de  l'expression  (6), 
il  suffit  de  multiplier  par  d  le  produit  des  deux  facteurs 


adfx dy d?...  -¥-bdxd?dz\..  +  ... 
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et  u,  en  supposant  d  =  dx-\-  dy-\-  dz-h  ...9et  opérant  comme  si  les  nota- 
tions d9  dx9  dy9  dz9  ...  représentaient  de  véritables  quantités  distinctes  les 
unes  des  autres,  de  développer  le  nouveau  produit,  en  écrivant,  dans  les 
différents  termes,  les  facteurs  a,  b,c,  ...à  la  première  place,  et  la  lettre  u 
à  la  dernière,  puis  de  concevoir  que,  dans  chaque  terme,  les  notations  dx9 
dy9  dZ9  . . .  cessent  de  représenter  des  quantités  et  reprennent  leur  signifi- 
cation primitive. 

Exemples.  — -  En  déterminant,  à  l'aide  de  ce  théorème,  la  différen- 
tielle totale  de  l'expression 

(8)  dxu  -h  dyu  -hd-u  -h.  .  ., 

on  obtiendra  précisément  la  valeur  de  ddu  ou  de  d2u,  que  fournit 
l'équation  (7)  de  la  Leçon  précédente.  En  appliquant  de  nouveau  le 
théorème  à  cette  valeur  de  d2u,  on  obtiendra  celle  de  d*u9  et  ainsi  de 
suite. 

Nota.  —  Lorsqu'on  ne  fait  qu'indiquer  les  multiplications,  à  l'aide 
desquelles  on  peut,  d'après  le  théorème,  calculer  la  différentielle 
totale  de  l'expression  (6),  on  obtient,  au  lieu  de  l'équation  (7),  la 
formule  symbolique 

(  d(adxd'!ld?...u-+-bd!Ldld:...u +-...) 
vy;      j       =  (a  dxd?  d? . . .  +  b  dxdydrz. . .  + . . .)  (dx+  dy+  dz  + .  ..)u. 

Comme,  dans  la  formule  (9),  les  notations dX9dy9dz9 ...  sont  employées 
pour  représenter  des  différentielles,  cette  formule,  prise  à  la  lettre,  n'a 
aucun  sens;  mais  elle  redevient  exacte,  dès  qu'on  a  développé  son 
second  membre  a  l'aide  des  règles  ordinaires  de  la  multiplication 
algébrique,  et  en  opérant  comme  si  dX9 dy9 dz9 ...  étaient  de  véritables 
quantités. 

Lorsqu'à  l'expression  (G)  on  substitue  l'expression  (8),  et  que  l'on 
différence  cette  dernière  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtient  par  les 
mêmes  procédés  les  valeurs  symboliques  des  différentielles  totales  d2  w, 
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d*u9  . ..,  savoir 

(dx-t-dy+ds  +  ..  .)(dx-hdy  +  ds-+-..  ,)u, 

{dx  +  dy-\-ds+. . .)  (*/*-+-  dy-h  dz-h. . .)  (dx-\-dx-h  dz  +  . .  .)u, 

En  joignant  à  ces  valeurs  symboliques  celle  de  du,  puis  écrivant,  pour 
abréger, 

(dx+dy-hdz  +  ...)* 

au  lieu  de 

{dx-h  dy-\-  dz-h. . .)  (dx+  dy+-  dz-h . .  .)> 

et 

(dx-hdy-hd.  +  ...)* 

au  lieu  de 

(dx-hdy-±-dz  +  .  ..)(dx+dy-hdz-t-.. .)  (rfx-h  dy-\-  dz  +  . . .), 

etc.,  on  formera  les  équations  symboliques 

du    =(dx-t-dy-+-ds~h. ..)«, 

,     v  .  d1u  =  (dx-\-dy-ï-dz-*-...yut 

(»o)  < 

i  d*u  =  (dx-hdy-+-ds-+-.. .)'«» 
v    > 

et  Ton  aura  généralement,  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque, 

(il)  dnu=z  (dx+dy+d.  +  . .  .)*«. 

Soit  maintenant 

(12)  5  =  F(m,  v,  w,  . . .)» 

m,  t>,  «>,  ...  étant  des  fonctions  des  variables  indépendantes  x9  y9 
5, ....  On  trouvera  encore 

(i3)  das  —  (dx-hdy-hdz-*-...)ns. 

Il  est  très  facile  de  développer  le  second  membre  de  cette  dernière 
équation,  dans  le  cas  particulier  où  Ton  suppose  u  fonction  de  x  seule, 
v  fonction  de  y  seule,  w  fonction  de  z  seule,  etc.  D'ailleurs,  pour 
passer  de  ce  cas  particulier  au  cas  général,  il  suffira  évidemment  de 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  87 

remplacer dxu, dxu9  <Pxii> . . .  par  du, d2u,d*u,...;  dyv, dyv9 . . .  par dv% 
d?v%  ...  ;  . . . ,  c'est-à-dire  d'effacer  les  lettres  x,  y,  s,  ...  placées  au 
bas  de  la  caractéristique  d.  Donc  il  sera  facile,  dans  tous  les  cas,  de 
tirer  de  la  formule  (i3)  la  valeur  de  dns.  Prenons,  pour  fixer  les  idées, 
s  =  uv.  En  opérant,  comme  on  vient  de  le  dire,  on  trouvera  successi- 
vement 

(i4)        dn(uv)  —  ud$v+  -dxud^~%v^  '^—^■dxud^tv  -h. .  .+  -dyvdx~x  u  -+-  v d%u, 

X  1  •  Jk  M 

(i5)        dn(uv)  =  ud"ç-h -dudn-lç    H —  dP  udn~*v  -h. .  .+  -dv  d*-*u-hvdau. 

'  i  1.2  i 

La  dernière  formule  subsiste,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  u, 
v,  en  x,y,  et  dans  le  cas  même  où  u,  v  se  réduisent  à  diux  fonctions 
dea\ 

Exemple  : 

,,„ f!f  =  f^f  [, _  JL  +  ?(»jzO  _  »(»-')(»-»)  +... ±  «(i»-.l»3^i-[  rfx„ 

x  x      L         a,r    •       0  a?"  a3.ar  a".r'*  J 
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QUINZIÈME  LEÇON. 


RELATIONS  QUI  EXISTENT  ENTRE  LES  FONCTIONS  D'UNE  SEULE  VARIABLE  ET  LEURS  DÉRIVÉES 
OU  DIFFÉRENTIELLES  DES  DIVERS  ORDRES.  USAGE  DE  CES  DIFFÉRENTIELLES  DANS  LA 
RECHERCHE    DES   HAXIMA   ET   MINIMA. 


Supposons  que  la  fonction  /(x)  s'évanouisse  pour  la  valeur  parti- 
culière x0  de  la  variable  x.  Concevons  de  plus  que  cette  même  fonc- 
tion et  ses  dérivées  successives,  jusqu'à  celle  de  Tordre  n,  soient 
continues  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  dont  il  s'agit, 
et  que  la  continuité  subsiste  pour  chacune  d'elles  entre  les  deux 
limites  x  —  x0J  x  =  x0-hh.  L'équation  (6)  de  la  septième  Leçon 
donnera 

/(*,-+-  h)  --=/(*0)  +  hf(x.+  6h)  =  hf'(x0+  Oh), 

0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité;  ou,  en  d'autres  termes, 

(i)  f{x0+h)  =  hf'(x0-hhl)9 

ht  désignant  une  quantité  de  même  signe  que  h,  mais  d'une  valeur 
numérique  moindre.  Si  les  fonctions  dérivées  f'{x),  f"(x)9  ...• 
f{n"K\x)  s'évanouissent  à  leur  tour  pour  x  =  x0f  on  trouvera  encore 

/'(*.  +  *,)  =h%f*{xQ+h%), 


(*) 


\fi*-V(a;9+hm-l)=hm-tf™(x9+hm)9 

ài9  h2,  A3,  ...,  hn  représentant  des  quantités  qui  seront  toutes  de 
même  signe,  mais  dont  les  valeurs  numériques  décroîtront  de  plus 
en  plus.  Des  équations  (2)  réunies  à  l'équation  (1),  on  déduira  sans 
peine  la  suivante 

(3)  f(x9+h)  =  /<A,A|-  .  ./'/.-i  f{n)(*o  +  K), 
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dans  laquelle  hn  sera  une  quantité  de  même  signe  que  A,  et  le  pro- 
duit hh\h2..  .hn_i  une  quantité  de  même  signe  que  hn.  Ajoutons  que 

les  deux  rapports  -—>  — '   Ya"  ln  seront  des  nombres  évidemment 

compris  entre  les  limites  o  et  i,  de  sorte  qu'en  désignant  par  0  et  0 
deux  nombres  de  cette  espèce,  on  pourra  présenter  l'équation  (3) 
sous  la  forme 

(4)  f{x«+h)  =  %h*>f^{xQ  +  eh). 

Si  l'on  imagine  que  la  quantité  h  devienne  infiniment  petite,  la  for- 
mule (4)  subsistera  toujours,  et  l'on  trouvera,  en  écrivant  i  au  lieu 
de  A, 

(5)  /(*o+  i)  =QinfW(*o-+-  0i). 

De  plus,  comme,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  i,  l'ex- 
pression f{,i)(x0  -h  6i)  sera  très  peu  différente  defn)(x0),  on  déduira 
immédiatement  de  l'équation  (5)  la  proposition  que  je  vais  énoncer. 

Théorème  I.  —  Supposons  que  la  fonction  f(x)  et  ses  dérivées  succes- 
sives, jusqu'à  celle  de  l'ordre  nt  étant  continues  par  rapport  à  x  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  particulière  x  =  x0,  s'évanouissent  toutes,  à  l'ex- 
ception de  f{"}(x),  pour  cette  même  valeur.  Alors,  en  désignant  par  i  une 
quantité  très  peu  différente  de  zéro,  et  posant  x  =  x0  -+-  i,  on  obtiendra 
pourf(x)  une  quantité  affectée  du  même  signe  que  le  produit  i"f'l)(x0). 

Il  est  aisé  de  vérifier  ce  théorème  sur  la  fonction 

f(x)  =  (x—  x0)ny(x). 

Lorsque  la  fonction /(a?)  cesse  de  s'évanouir  pour  x  =  x0,  le  théo- 
rème I  peut  être  remplacé  par  le  suivant  : 

Théorème  II.  —  Supposons  que  les  fonctions 

/(*).    /'(*)■     /'(*).      •••>    f(n)(*)> 

étant  continues  par  rapport  à  x  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particu- 
lière x  =  x0,  s'évanouissent  toutes,  à  l'exception  de  la  première  f(x)  et 

OEnvren  de  C.  —  S.   Il,  t.  IV.  I  2 
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de  la  dernière  fKH\x)%  pour  celte  valeur.  En  désignant  par  i  une  quantité 
très  peu  différente  de  zéro,  on  obtiendra  pour  la  différence  infiniment 
petite  f(x0  -+-  i)  —  f(x0)  une  valeur  affectée  du  même  signe  que  le  pro- 
duit Pfw(x0). 

Démonstration.  —  Pour  déduire  le  théorème  II  du  théorème  I,  il 
suffît  de  substituer  à  la  fonction  f{x)  la  fonction /(x)  —  /(a?0),  qui  a 
les  mêmes  dérivées  que  la  première,  et  qui,  de  plus,  s'évanouit  pour 
x  =  xti.  En  vertu  de  la  même  substitution,  l'équation  (5)  se  trouvera 
remplacée  par  la  suivante  : 

(6)  /(^o+o-/(*o)^e<V(w)(.r0 +-*<)• 

Si  maintenant  on  écrit  x  au  lieu  de  x0,  et  si  Ton  pose 

fi*)  -  :y>      Ajf  =  i  =  *hy 

* 

l'équation  (6)  prendra  la  forme 

(7)  Aj  =  6 a* (rf-.v  ■+■?). 

{3  désignant,  aussi  bien  que  a,  une  quantité  infiniment  petite.  Toute- 
fois il  est  essentiel  d'observer  que  la  formule  (7)  subsistera  seule- 
ment pour  la  valeur  particulière  x  —  x0. 

Corollaire.  —  Les  mêmes  choses  étant  admises  que  dans  le  théo- 
rème II,  supposons  qu'après  avoir  assigné  à  la  variable  x  la  valeur  x0 
on  attribue  à  cette  même  variable  un  accroissement  infiniment  petit. 
L'accroissement  correspondant  de  la  fonction  /(x)  sera,  si  n  désigne 
un  nombre  pair,  une  quantité  constamment  affectée  du  même  signe 
que  la  valeur  de  f["\x)  ou  de  dn\\  correspondante  a  x  —  .r0.  Si,  au 
contraire,  n  représente  un  nombre  impair,  l'accroissement  de  la  fonc- 
tion changera  de  signe  avec  celui  de  la  variable. 

Nous  avons  fait  voir  dans  la  sixième  Leçon  que  les  valeurs  de  x, 
qui,  sans  rendre  discontinue  l'une  des  fonctions  f(x),  f'(x)%  don- 
naient pour  la  première  des  maxima  ou  des  minima,  étaient  néces- 
sairement des  racines  de  l'équation 

(8)  /'(*)^o. 
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Or,  à  l'aide  de  ce  qui  précède,  on  pourra  décider,  en  général,  si  une 
racine  de  l'équation  (8)  produit  un  maximum  ou  un  minimum  de 
f(x).  En  effet,  soient  x0  cette  racine  etf{n)(x)  la  première  des  déri- 
vées def(x)  qui  ne  s'évanouisse  pas  avec/Ya?),  pour  la  valeur  parti- 
culière x~x0.  Supposons  de  plus  que,  dans  le  voisinage  de  cette 

valeur  particulière,  les  fonctions  f(x),  f'(x) f{"\x)  soient 

toutes  continues  par  rapport  à  x.  Il  suit  évidemment  du  théorème  II 
que  f(x0)  sera  un  maximum  si,  n  étant  un  nombre  pair,  f{":(x0)  a 
une  valeur  négative,  et  un  minimum  si,  n  étant  un  nombre  pair, 
f{n(x)  a  une  valeur  positive.  Si  n  était  un  nombre  impair,  l'accrois- 
sement de  la  fonction  changeant  de  signe  avec  celui  de  la  variable, 
/(x)  ne  serait  plus  ni  un  maximum  ni  un  minimum.  En  observant 
d'ailleurs  que  les  différentielles  df(x),  d2f(x),  ...  s'évanouissent 
toujours  avec  les  fonctions  dérivées  f\x),  /"(x),  ...  et  que,  pour 
des  valeurs  paires  de  n%  dn /(x)  —  f{"(x)  dx"  a  le  même  signe  que 
/://,(ar),  on  se  trouvera  naturellement  conduit  à  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  III.  —  Soit  y  ^~f(x)  une/onction  donnée  de  la  variable  x. 
Pour  décider  si  une  racine  de  l'équation  dy  =  o  produit  un  maximum 
ou  un  minimum  de  la /onction  proposée,  il  suffira  ordinairement  de  cal- 
culer les  valeurs  de  d2y%  d*y9  d*y9  . . .  correspondantes  à  cette  racine.  Si 
la  valeur  de  d'y  est  positive  ou  négative,  la  valeur  de  y  sera  un  minimum 
dans  le  premier  cas ,  un  maximum  dans  le  second.  Si  la  valeur  de  d'y  se 
réduit  à  zéro,  on  devra  chercher  parmi  les  différentielles  d9y,  d*y,  . . .  la 
première  qui  ne  s'évanouira  pas.  Désignons  celle-ci  par  d"y.  Si  n  est  un 
nombre  impair,  la  valeur  de  y  ne  sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 
Si,  au  contraire,  n  est  un  nombre  pair,  la  valeur  de  y  sera  un  minimum, 
toutes  les  fois  que  la  différentielle  dny  sera  positive,  et  un  maximum, 
toutes  les  fois  que  la  différentielle  d"y  sera  négative. 

Nota.  —  Il  faut  admettre  pour  le  théorème  III,  comme  pour  les 
deux  premiers,  que  la  fonction  y  et  ses  dérivées  successives,  jusqu'à 
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le  de  l'ordre  n,  sont  continues  dans  le  voisinage  de  la  valeur  parti- 
ière  attribuée  à  la  variable  x. 

5i,  au  lieu  de  prendre  pour  y  une  fonction  explicite  de  la  variable  x, 
supposait  la  valeur  de  y  en  x  donnée  par  une  équation  de  la  forme 
=  o,  le  théorème  III  serait  toujours  applicable.  Seulement,  dans 
te  hypothèse,  les  valeurs  successives  de  dy,  d'y,  d*y,  , . .  devraient 
c  déduites  des  équations  différentielles 


Kxemple.  —  Soit 

désignant  une  quantité  positive.  On  aura 

I  V  =  rt  I  X —  X. 

différentiant  deux  fois  de  suite  la  dernière  équation,  on  trouvera 

s,  en  posant  dy  =  o,  et  faisant  abstraction  de  la  valeur  zéro  que  v 
peut  recevoir. 


valeur  de  d'y  donnée  par  la  seconde  des  formules  (9)  étant  néga- 
•,  il  en  résulte  que  la  valeur  de  x  donnée  par  la  première  fournit 
maximum  de  v. 
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SEIZIÈME  LEÇON. 


USAGE   DES    DIFFÉRENTIELLES    DES    DIVERS   ORDRES   DANS   LA   RECHERCHE  DES  MAXItfA 

ET   MIMMA    DES   FONCTIONS   DE   PLUSIEURS  VARIABLES. 


Soit  u  =  f(x,  y,z, . . .)  une  fonction  des  variables  indépendantes  x, 
y,  z,  . . . ,  et  posons,  comme  dans  la  dixième  Leçon, 

(i)  /(jf  -+-  <xdx,  y  4-  <xdy,  s  -h  ctdz,  .  ..)=F(a). 

Pour  que  la  valeur  de  u  relative  à  certaines  valeurs  particulières  de  x, 
y,  z,  ...  soit  un  maximum  ou  un  minimum,  il  sera  nécessaire  et  il 
suffira  que  la  valeur  correspondante  de  F(a)  devienne  toujours  un 
maximum  ou  un  minimum,  en  vertu  de  la  supposition  a  =  o.  On  en 
conclut  (voir  la  dixième  Leçon)  que  les  systèmes  de  valeurs  de  x,  y, 
z,  ...  qui,  sans  rendre  discontinue  l'une  des  deux  fonctions  u  et  du, 
fournissent  pour  la  première  des  maxima  ou  des  minima,  vérifient 
nécessairement,  quels  que  soient  dx,  dy,  dz,  . . . ,  l'équation 

(  2  )  du  —  o, 

et,  par  conséquent,  les  suivantes 

.  0  du  du  du 

(3)  dï  =  0>     ay  =  0'     Tz=0'      —• 

Soient  x0,  y0,  z0,  ...  les  valeurs  particulières  de  x,  y,  z,  . . .  dont  se 
compose  un  de  ces  systèmes.  La  valeur  correspondante  de  F(a)  de- 
viendra un  maximum  ou  un  minimum  pour  a  =  o,  quelles  que  soient 
les  différentielles  dx,  dy,  dz,  . . . ,  si,  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  ces  différentielles,  la  première  des  quantités  F'(o),  F"(o),  F'"(o),  . . . 
qui  ne  sera  pas  nulle  correspond  à  un  indice  pair  et  conserve  tou- 
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jours  le  même  signe  (voir  la  quinzième  Leçon).  Ajoutons  que  F(o) 
sera  un  maximum,  si  la  quantité  dont  il  s'agit  est  toujours  négative, 
et  un  minimum,  si  elle  est  toujours  positive.  Lorsque  celle  des  quan- 

F'(o).  F"(o),  F"(o) qui  cesse  la  première  de  s'évanouir, 

espond  à  un    indice  impair,  pour  toutes  les  valeurs  possibles 

x,  dy,  dz ou  seulement  pour  des  valeurs  particulières  de  ces 

ies  différentielles,  ou  bien  encore,  lorsque  cette  quantité  est 
Jt  positive,  tantôt  négative,  alors  F(o)  ne  peut  plus  être  ni  un 
imum,  ni  un  minimum.  Si  maintenant  on  a  égard  aux  équa- 
a  (5)  de  la  quatorzième  Leçon,  savoir, 

F(o)=«,        F'(o)  =  rfu.        F'(o)=rrf»«, 

iéduira  des  remarques  que  nous  venons  de  Taire  la  proposition 

ante. 

[RORftMK.    —   Soit  u  —f(x, y,  z,  . . .)  une  /onction  donnée  des  va- 

'es  indépendantes  x,  y,  z Pour  décider  si  un  système  de  valeurs 

,  v,  z,  ...  propre  à  vérifier  les  formules  (3)  produit  un  maximum 
n  minimum  de  la  fonction  u,  on  calculera  les  valeurs  de  d*u,  d*u, 
...  gui  correspondent  à  ce  système,  et  qui  seront  évidemment  des 
nômes  dans  lesquels  il  n'y  aura  plus  d'arbitraire  que  les  diffëren- 
■s  dx  --=  k,dy  —  k,ds  =  l, Soit 

,„         d*u  ,m      d-u.H  «       d-u      ,     ,, 

dx"  dy"  i   da-"~'dï 

rentier  de  ces  polynômes  qui  ne  s'évanouira  pas,  n  désignant  un 
bre  entier  qui  pourra  dépendre  des  valeurs  attribuées  aux  différen- 
ts h,  k,  l,  ....  Si,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ces  différentielles, 
t  un  nombre  pair,  et  d"u  une  quantité  positive,  la  râleur  proposée 
sera  un  minimum.  Elle  sera  un  maximum,  si,  n  étant  toujours  pair, 
reste  toujours  négative.  Enfin,  si  le  nombre  n  est  quelquefois  impair. 
i  la  différentielle  d"u  est  tantôt  positive,  tantôt  négative,  la  valeur 
liée  de  u  ne  sera  ni  u 


ota.  -■  Le  théorème  précédent  subsiste,  en  vertu  des  principes 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  95 

établis  dans  la  quinzième  Leçon,  toutes  les  fois  que  les  fonctions  F(a) 
F'(a),  ...,  F(fl-(a)  sont  continues  par  rapport  à  a,  dans  le  voisinage 
de  la  valeur  particulière  a  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  toutes 
les  fois  que  w,  du,  d2u,  . ..,  dnu  sont  continues,  par  rapport  aux 
variables  o\  y,  z,  . . .  dans  le  voisinage  des  valeurs  particulières  attri- 
buées à  ces  mêmes  variables. 

Corollaire  I.  —  Concevons  que,  pour  appliquer  le  théorème,  on 
forme  d'abord  la  valeur  de  l'expression 

(Z)  (Pli  —  -7—^  /ï2  -H  -7 -;**+.  .  .4-  2    , -    ,--hk-\-.  .  ., 

dx-  a  y*  dxdy 

en  substituant  les  valeurs  de  x,  y%  s,  . . .  tirées  des  formules  (3)  dans 

10        .  •  j .    .    ,       d*u    d*u  d}  u  r\     * 

les  fonctions  dérivées  -7-,  >  -n  >  •••>-.  —,-  ?  —  On  trouvera  zéro  pour 

dx*     dyx  dx  dy  r 

résultat,  si  toutes  ces  dérivées  s'évanouissent.  Dans  l'hypothèse  con- 
traire, d-u  sera  une  fonction  homogène  des  quantités  arbitraires  h,  k, 
/,  ...,  et,  si  l'on  fait  alors  varier  ces  quantités,  il  arrivera  de  trois 
choses  l'une  :  ou  la  différentielle  d2u  conservera  le  même  signe,  sans 
jamais  s'évanouir;  ou  elle  s'évanouira  pour  certaines  valeurs  de  A,  k, 

l et  reprendra  le  même  signe,  toutes  les  fois  qu'elle  cessera 

d'être  nulle;  ou  elle  sera  tantôt  positive  et  tantôt  négative.  La  valeur 
proposée  de  u  sera  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  dans  le 
premier  cas,  quelquefois  dans  le  second,  jamais  dans  le  troisième. 
Ajoutons  que  l'on  obtiendra,  dans  le  second  cas,  un  maximum  ou  un 
minimum,  si,  pour  chacun  des  systèmes  de  valeurs  de  A,  kt  l,  ... 
propres  à  vérifier  l'équation  d*u  --  o,  la  première  des  différentielles 
rf3w,  d*u, ...  qui  ne  s'évanouit  pas  est  toujours  d'ordre  pair  et  affectée 
du  même  signe  que  celles  des  valeurs  de  d'2u  qui  diffèrent  de  zéro. 

Corollaire  II.  —  Si  la  substitution  des  valeurs  attribuées  à  x,  y, 
z,  ...  réduisait  à  zéro  toutes  les  dérivées  du  second  ordre,  alors, 
d7u  étant  identiquement  nulle,  il  ne  pourrait  y  avoir  ni  maximum, 
ni  minimum,  a  moins  que  la  même  substitution  ne  fît  encore  évanouir 
d*u,  en  réduisant  à  zéro  toutes  les  dérivées  du  troisième  ordre. 
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Corollaire  III.  —  Si  la  substitution  des  valeurs  attribuées  à  x9  y, 
z,  . . .  faisait  évanouir  toutes  les  dérivées  du  second  ordre  et  du  troi- 
sième, on  aurait  identiquement  d'2u  =  o,  d3u  =  o9  et  il  faudrait 
recourir  à  la  première  des  différentielles  d*u,  rf5«,  ...  qui  ne  serait 
pas  identiquement  nulle.  Si  cette  différentielle  était  d'ordre  impair, 
il  n'y  aurait  ni  maximum,  ni  minimum.  Si  elle  était  d'ordre  pair  ou 
de  la  forme 

il  pourrait  arriver  de  trois  choses  Tune  :  ou  la  différentielle  dont  il 
s'agit  conserverait  constamment  le  même  signe,  pendant  que  l'on 
ferait  varier  A,  k,  /,  ...,  sans  jamais  s'évanouir;  ou  bien  elle  s'éva- 
nouirait pour  certaines  valeurs  de  A,  A,  /,  . . . ,  et  reprendrait  le  même 
signe,  toutes  les  fois  qu'elle  cesserait  d'être  nulle  ;  ou  elle  serait  tantôt 
positive,  tantôt  négative.  La  valeur  proposée  de  u  serait  toujours  un 
maximum  ou  un  minimum  dans  le  premier  cas,  quelquefois  dans  le 
second,  jamais  dans  le  troisième.  De  plus,  afin  de  décider,  dans  le 
second  cas,  s'il  y  a  maximum  ou  minimum,  il  faudrait,  pour  chaque 
système  de  valeurs  de  h,  k9  /, . . .  propres  à  vérifier  l'équation  dlmu  =  o, 
chercher  parmi  les  différentielles  d'un  ordre  supérieur  à  im  celle  qui 
la  première  cesse  de  s'évanouir,  et  voir  si  cette  différentielle  est  tou- 
jours d'ordre  pair  et  affectée  du  même  signe  que  les  valeurs  de  dlmu 
qui  diffèrent  de  zéro. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  la  valeur  de  d2u  donnée  par  la  for- 
mule (6),  étant  une  fonction  entière,  et  par  conséquent  continue  des 
quantités  h%  k\  /,  ...,  ne  saurait  passer  du  positif  au  négatif,  tandis 
que  ces  quantités  varient,  sans  devenir  nulle  dans  l'intervalle.  Remar- 
quons en  outre  que,  si  la  quantité  u  était  une  fonction  implicite  des 
variables  x,  j,  z,  . . . ,  ou  si  quelques-unes  de  ces  variables  devenaient 
fonctions  implicites  de  toutes  les  autres,  chacune  des  quantités  du, 
d2u,  d*u,  ...  se  trouverait  déterminée  par  le  moyen  d'une  ou  de  plu- 
sieurs équations  différentielles,  en  fonction  des  différentielles  des 
variables  indépendantes. 
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Exemple.  —  Supposons  que,  a,  b,  c,  ...,  k,  p,  q,  r,  ...  désignant 
des  constantes  positives,  et  x,  y,  s%  ...  des  variables  assujetties  à 
l'équation 

a  x  -+-  by  -+-  cz  -+-  . . .  =  k9 

on  cherche  le  maximum  de  la  fonction  u  =  xpyqzr . . .  ;  on  trouvera 

du  dx  dy         dz 

—  =  p h?~+/'-7+..., 

et  par  suite  on  tirera  de  la  formule  (10)  (onzième  Leçon) 

p    _    q    __    r  p  -f-  «7  -h  /* 


a  x       by       cz  k 

p  k  q  k 

x  —  — ■ >         T— t »         *=.... 

Comme  les  valeurs  précédentes  de  a?,  r,  s,  . . .  rendront  du  constam- 
ment nulle  et  ^«/constamment  négative,  elles  fourniront  un  maximum 
de  la  fonction  u. 


— n?jM 


Œuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  «3 
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DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 


DBS  CONDITIONS    QUI    DOIVENT   ÊTRE   REMPLIES    POUR   QU'UNE    DIFFÉRENTIELLE   TOTALE 

NE   CHANGE  PAS  DE   SIGNE,    TANDIS  QUE  L'ON   CHANGE   LES   VALEURS   ATTRIBUÉES  AUX 

% 

DIFFÉRENTIELLES   DBS  VARIABLES  INDÉPENDANTES, 


D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  les  Leçons  précédentes,  si  l'on  désigne 
par  u  une  fonction  des  variables  indépendantes  x9  y9  zf  . . . ,  et  si  l'on 
fait  abstraction  des  valeurs  de  ces  variables  qui  rendent  discontinue 
l'une  des  fonctions  u,  du9  d2u9  ...,  la  fonction  u  ne  pourra  devenir 
un  maximum  ou  un  minimum  que  dans  le  cas  où  l'une  des  diffé- 
rentielles totales  d}u9  d*u9  d*u9  . . . ,  savoir  la  première  de  celles  qui 
ne  seront  pas  constamment  nulles,  conservera  le  même  signe  pour 
toutes  les  valeurs  possibles  des  quantités  arbitraires  dx  =  h9  dy  =  k9 
dz  =  /,...,  ou  du  moins  pour  les  valeurs  de  ces  quantités  qui  ne  la 
réduiront  pas  à  zéro.  Ajoutons  que,  dans  la  dernière  supposition, 
chacun  des  systèmes  de  valeurs  de  A,  k,  /,  . . .  propres  à  faire  évanouir 
la  différentielle  totale  dont  il  s'agit  devra  changer  une  autre  différen- 
tielle totale  d'ordre  pair  en  une  quantité  affectée  du  signe  que  con-. 
serve  la  première  différentielle,  tant  qu'elle  ne  s'évanouit  pas.  D'ail- 
leurs, les  différentielles  d*u9  dsu9  d*u9  ...  se  réduisent,  pour  des 
valeurs  données  de  x9  y9  z9  ...,  à  des  fonctions  entières  et  homo- 
gènes des  quantités  arbitraires  A,  k9  /,....  De  plus,  si  l'on  appelle  r, 
s9t9  ...  les  rapports  de  la  première,  de  la  seconde,  de  la  troisième  de 
ces  quantités,  ...  à  la  dernière  d'entre  elles,  la  différentielle 

a  m      dtmu       tmt  . 
+  T  dx*»-* dy n        *+  •• 
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sera  évidemment  affectée  du  même  signe  que  la  fonction  entière  de  r, 
5,  /,  ...  a  laquelle  on  parvient  en  divisant  d*mu  par  la  puissance  2m 
de  la  dernière  des  quantités  h9  k,  /,  . ..,  c'est-à-dire  du  même  signe 
que  le  polynôme 


rtm-\s 


.  \      d%mu    _         dïmu  ,         d},nu   .  2  m       dtm  u 

v'     <fcr"«  d/*»  dz*»'        -*-•-•*-    t     dx*"-ldy 

En  substituant  un  polynôme  de  cette  espèce  à  chaque  différentielle 
d'ordre  pair,  on  reconnaîtra  que  la  recherche  des  maxima  et  minima 
exige  la  solution  des  questions  suivantes  : 

Problème  I.  —  Trouver  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour 
qu une  fonction  entière  des  quantités  r,  s,  /,  . . .  ne  change  pas  de  signe, 
tandis  que  ces  quantités  varient. 

Solution.  —  Soit  F(r,s9 /,...)  la  fonction  donnée,  et  supposons 
d'abord  les  quantités  r,  s,  t,  ...  réduites  à  une  seule  r.  Pour  que  la 
fonction  F(r)  ne  change  jamais  «le  signe,  il  sera  nécessaire  et  il  suf- 
fira que  l'équation 

(3)  F(r)=zo 

n'ait  pas  de  racines  réelles  simples,  ni  de  racines  réelles  égales  en 
nombre  impair.  En  effet,  si,  r0  désignant  une  racine  réelle  de  l'équa- 
tion (3),  m  un  nombre  entier  et  R  un  polynôme  non  divisible  par 
r  —  r0,  on  avait 

F(r)  =  (r-r0)l\        ou        F(r)  =  (r  —  r9)*"+lhf 

il  est  clair  que,  pour  deux  valeurs  de  r  très  peu  différentes  de  r0,  mais 
l'une  plus  grande  et  l'autre  plus  petite,  la  fonction  F(r)  obtiendrait 
deux  valeurs  de  signes  contraires.  De  plus,  comme  une  fonction  con- 
tinue de  r  ne  saurait  changer  de  signe,  tandis  que  r  varie  entre  deux 
limites  données,  sans  devenir  nulle  dans  l'intervalle,  il  est  permis 
d'affirmer  que,  si  l'équation  (3)  n'a  pas  de  racines  réelles,  son  pre- 
mier membre  conservera  toujours  le  même  signe,  sans  jamais  s'éva- 
nouir, et  qu'il  s'évanouira  quelquefois  sans  jamais  changer  de  signe, 

558870 
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s'il  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  de  la  forme  (r  —  r0)1B"  par  un 
polynôme  qui  ne  puisse  se  réduire  à  zéro,  pour  aucune  valeur  réelle 
de  r. 

Revenons  maintenant  au  cas  où  les  quantités  r,  s,  t,  ...  sont  en 
nombre  quelconque.  Alors,  pour  que  la  fonction  F(r,  s,  t, ...)  ne 
puisse  changer  de  signe,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  l'équa- 
tion 

(1)  F(r,î,<,  ...)  =  0, 

résolue  par  rapport  à  r,  ne  fournisse  jamais  de  racines  réelles  simples, 
ni  de  racines  réelles  égales  en  nombre  impair,  quelles  que  soient  d'ail- 
leurs s,  /, 

Corollaire  I.  —  La  fonction  F(r)  ou  F(r,  s,  t, . . .)  conserve  constam- 
ment le  même  signe  lorsque  l'équation  (3)  ou  (4)  n'a  pas  de  racines 
réelles.  (Voir,  pour  la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles 
dans  les  équations  algébriques,  le  XVIIe  Cahier  du  Journal  de  l'École 
Polytechnique,  p.  4^7-) 

Corollaire  II.  —  Soit  u  =f(x,y).  La  différentielle  totale 

(5)  ePu=  -j-r h*  +  -j-r k1  ■+-  a  ,     ,   hk 

dx1  dy1  dx  dy 

conservera  constamment  le  même  signe,  si  l'équation 

...  </»«    ,  d'il  d*u 

dx*  dx  dy  dy 

n'a  pas  de  racines  réelles,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

(7)  dx*dy-{dx-dy-)>0- 

La  même  différentielle  pourrait  s'évanouir  sans  jamais  changer  de 
signe,  si  le  premier  membre  de  la  formule  (7)  se  réduisait  à  zéro, 
et  admettrait  des  valeurs  de  signes  opposés,  si  ce  premier  membre 
devenait  négatif. 
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Corollaire  fil.  —  Soit  u  =f(x,yf  s).  La  différentielle  totale 

conservera  constamment  le  même  signe,  si  l'équation 

(Pu  (Pu  \         d*u   .  Pu  d*u 


d*u    a         (  diu   s        d}u  \r      *î 
^         cte1  \dj?d[y         dxdz)         dy* 


dy  dz         dz* 


résolue  par  rapport  à  r,  n'a  jamais  de  racines  réelles,  c'est-à-dire  si 
Ton  a,  quelle  que  soit  sf 

TPu  (Pu  _  /  (Pu  yi   , 

\6fccf  dy  dz       dxdy  dxdz)         dxx  dz1       \dxdzj 

Cette  dernière  condition  sera  elle-même  satisfaite  quand  on  aura 


dx%  dy 
et 


m       /  (Pu  \« 


00 


rrf«a  (Pu  _  /  rf»tf  yi  r***" d%u  _  /  ^«  vi 

Idx*  dy%       \dxdy)  J  [cte*  dz*       \dxdz)  J 

_  /rf«a    (Pu   _    rf»K      </«m  Y 
ye/a?*  dy  dz       dxdy  dxdz) 

Scolie.  —  Soit  m  =f(x,y,  z, . . .)  une  fonction  de  /i  variables  indé- 
pendantes *r, y,  s,  . . .,  et  posons 

(12)     (  ' 

-h  2  ,     ,    rs  -h  2  -j — -p-  rt  +  2  -j — -j-  st 
dx  dy  dx  dz  dy  dz 


m     •     •     • 


La  différentielle  d*u  et  la  fonction  F(r,  s,  t9 . . .)  seront  toujours  affec- 
téesdu  même  signe  que  la  quantité -r-^>  si  le  produit  -7-^F(r,s,t, ...) 
est  toujours  positif.  Or  c'est  évidemment  ce  qui  aura  lieu,  si  chacun 


102    RÉSUMÉ  DES  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

des  produits 

obtient  pour  valeur  minimum  une  quantité  positive.  D'ailleurs,  si 
Ton  fait 


n  —  *u  n  —  —  —  —  (  {Pu  V 

"i  —  -tzï>         u«-  dxt  dyi       \dxdy) 


dx' 


et  si  généralement  on  désigne  par  D„  le  dénominateur  commun  des 
valeurs  de  h,  if  l,  ...  tirées  des  équations  (voir  Y  Analyse  algébrique, 

p-8o)(,) 

dlu  ,  (Pu    .         dlu    , 


dx1  dx  dy  dx  d. 

d*u    .       d*u  ,  d}u 


(i4)  Idxdy  dy1  dy  dz 


/-h. .  .  =  i, 


d*u    .         d*u    ,        dlu  .  


ckc  e/s  dy  efc  cf  s 


on  prouvera  sans  peine  que  les  valeurs  maxima  ou  minima  des  fonc- 
tions F(r),  F(r,  s),  F(r,  $,  /),  . .  .sont  respectivement 

(i5)  Df      Dl      D*  D" 


IV     D,'     D,  D.-, 

Donc  la  différentielle  d*u  conservera  constamment  le  même  signe,  si 
les  fractions  (i5),  multipliées  par  D,,  donnent  des  produits  positifs 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  D2,  D3,  D4,  . . . ,  Dn  sont  affectées  des 
mêmes  signes  que  DJ,  DJ,  D|,  . . . ,  D". 

Lorsqu'on  suppose  simplement  u  fonction  de  trois  variables  x9  y,  s, 
les  conditions  qu'on  vient  d'énoncer  se  réduisent  aux  deux  suivantes 
D2>o,  DlD8>o,  et  coïncident  avec  celles  que  fournissent  les  for- 
mules (n). 

Problème  II.  —  Étant  données  deux  fonctions  entières  des  variables  r, 
s,  /,  . . . ,  trouver  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  la 

0)  Œuvres  de  Cauc/ir,  S.  II,  T.  III,  p.  78. 
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i 

seconde  fonction  conserve  un  signe  déterminé,  toutes  les  fois  que  la  pre- 


mière s'évanouit. 


Solution.  —  Soient  * 

F(r,  $,*,...) 

la  première  fonction  et 

R=r  .f(r,  S9  tj . . .) 

la  seconde.  On  éliminera  r  entre  les  deux  équations 

F(r,5,/,  .. .)  =o        et        R  =  *f(r,  j, /,  . .  .)• 

L'équation  résultante,  étant  résolue  par  rapport  à  R,  devra  fournir 
pour  cette  quantité  une  valeur  affectée  du  signe  convenu,  toutes  les 
fois  que  Ton  attribuera  aux  variables  s9  t9  ...  des  valeurs  réelles  aux- 
quelles correspondra  une  valeur  réelle  de  la  variable  r. 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES  D'UNE  FONCTION  QUELCONQUE  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  DONT  CHACUNE 
EST  A  SON  TOUR  UNE  FONCTION  LINÊAIRB  D'àUTRBS  VARIABLES  SUPPOSÉES  INDÉPEN- 
DANTES. DÉCOMPOSITION  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES  EN  FACTEURS  BÉELS  DU  PREMIER 
OU   DU   SECOND   DEGRÉ. 


Soient  a9b9c9  . . . ,  k  des  quantités  constantes  et 

(i  )  u  =  ax  -+-  by  -t-cz-h. . .  +  k 

une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes  x9  y,  s, La  dif- 
férentielle 

(  a  )  du=zadx-+-  bdy  -\-cdz  -+- . . . 

sera  elle-même  une  quantité  constante,  et  par  suite  les  différen- 
tielles d2u,  rf3 h,  ...  se  réduiront  toutes  à  zéro.  On  conclut  immédiate- 
ment de  cette  remarque  que  les  différentielles  successives  des  fonc- 
tions /(*/),  f(u9  p )•  f(u,  t>,  w9 . . .),  ...  conservent  la  même  forme, 
dans  le  cas  où  les  variables  u9  v9  w9  ...  sont  considérées  comme  indé- 
pendantes, et  dans  le  cas  où  u,  v9  w9  ...  sont  des  fonctions  linéaires 
des  variables  indépendantes  x9  y9  s,  ....  Ainsi  on  trouvera,  dans  les 
deux  cas,  pour  s  =/(w), 

ds    =f'(u)du, 
d*s=f(u)du\ 
(3)  {  d*s=f(u)du*, 


d»sz=rf(»)(u)dun; 


1 
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pour  s  =f(u,  v), 

d«s  —  — J  ;    '      du"  h -/-;  .  '    ;  du»   l  dv  •+-... 

du'1  i    du'1-1  dv 

(4)  i 

\  i    dudvn~l  dvn 

pour  $=/(f/)/0), 

L  d*s=fi*'-fu).f(v)du»  +  -f<*-x\u)f\v)du*-*dv+... 

(5)  < 

f  -f-  -  /'(  w)  /<«-»)(  y)  du  dvn  ->  +./( u)/ln)(  v)dvH9 

etc.. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que,  si  l'on  représente  par  f(u)9  /(*>). 
/(h,  y),  ...  des  fonctions  entières  des  variables  u,  v,  w9  . . . ,  les  for- 
mules (3),  (4).  (5),  ...  subsisteront  lors  même  que,  u9  s>9  w9  ... 
étant  fonctions  linéaires  de  x9  y9  z9  . . . ,  les  constantes  a9  b9  c,  . . . , 
£,  ...  comprises  dans  */,  t\  w9  ...  deviendront  imaginaires.  On  aura, 
par  exemple,  pour  s  —f{x  -f- y  y  —  i), 

pour  s=f(x—ysj—i)y 

ds    ■_-     f(x  —  y\rL\)(dx-\l~idy), 

(7)  ] 


pour5=/(j?H~7v7-  0/(^-JV  -  i). 

d*  s  =f(n*  (x  -h  y  y^~i)  f(x  —y\'—i)(dx  -+-\  —  i  d/)" 
(8)    / 

^/(^^/v/-~0/(wK^-/v/:=^)(^-v/l:ri/(r)n. 

OEuvre*  de  C,  —  S.  II,  t.  IV.  1^ 


-1 
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et  par  suite  la  différentielle  dms%  changeant  de  signe  lorsqu'on  rem- 
placerait t  par  t  h 1  ne  resterait  pas  toujours  positive,  quelles  que 

fussent  les  quantités  doç  et  dy$  comme  cela  doit  nécessairement  arriver 
chaque  fois  que  la  fonction  s  devient  un  minimum.  Donc  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  de  x  et  de  y  propres  à  fournir  des  minima  de  la  fonc- 
tion 5  vérifieront  l'équation  (17),  qu'on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 

R (cosT  ■+-  \/—l sinT)  —  o, 
et  de  laquelle  on  tire 

R  —  o,         s  —  R2  _  o. 

Donc  la  fonction  s  deviendra  nulle  pour  des  valeurs  réelles  et  finies 
des  variables  x  et  y  toutes  les  fois  qu'elle  atteindra  un  des  minima 
dont  nous  avons  ci-dessus  démontré  l'existence. 

Corollaire.    —    La  fonction  réelle   s  --  R2    ne  pouvant  s'évanouir 
qu'avec  le  module  R,  les  fonctions  imaginaires 

A*+y>j  -l)  =  R(co8T-4-v/:rîsiiiT)t 

f(jr  —  y\       1)  —  R(cosT  —  \  —  1  sinT  ) 

s'évanouiront  toujours  en  même  temps  qu'elle.  Par  conséquent, 
toutes  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  y  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (10)  vérifieront  aussi  l'équation  (17)  et  la  suivante  : 

A  ces  valeurs  de  x  et  de  y  correspondront  des  valeurs  réelles  de  r 
et  de  /  propres  à  vérifier  les  deux  équations 

{•10)        /(rcost  -h  rsin/y  -  1)  --  o,        /(rcos/  —  r  sinfy '—  1)  ._  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  valeur  de  y  s'évanouit,  les  formules  ([7), 
(19)  et  (20)  coïncident  avec  l'équation  unique 

Cîi)  /(.r)-_o, 

qui  se  trouve  alors  satisfaite  par  une  valeur  réelle  de  x.  De  ces 
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remarques   on   déduit   immédiatement  la  proposition   que   je  vais 
énoncer. 

Théorème  II.  —  f(x)  désignant  une  fonction  réelle  et  entière  de  la 
variable  x%  on  peut  toujours  satisfaire  à  V équation  (21),  ou  par  des 
valeurs  réelles  de  cette  variable  9  ou  par  des  valeurs  imaginaires  conju- 
guées deux  à  deux  et  de  la  forme 

(29.)  x  —  r(cos/  -h  y' --  1  sin*),         x  =  /(cos*  —  y/    -isîn/), 

Scolie.  —  Si  l'on  appelle  x0  une  racine  réelle  ou  imaginaire  de 
l'équation  (20),  le  polynôme  f(x)  sera  divisible  par  le  facteur 
linéaire  x  —  xir  Donc,  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  et 
de  la  forme 

/•(cos*  H-  y/-- 1  sin*)>     /'(cos/  —  y^—  1  sin/), 

correspondront  les  deux  facteurs  linéaires 


x  —  rcos  t  —  /•  sin  t  y7—  1 ,     x  —  /•  cos  t  -+-  r  sin  /  y  —  1 , 

lesquels  seront  encore  conjugués  l'un  à  l'autre  et  donneront  pour 
produit  un  facteur  réel  du  second  degré,  savoir 

(  x  —  /•  cos  t  )s  -r-  r*  sin*  t  —z  xx  —  2  rx  cos  /  4-  r*. 

Cela  posé,  il  résulte  du  théorème  II  que  toute  fonction  réelle  et 
entière  de  la  variable  x  est  divisible  par  un  facteur  réel  du  preifiier 
ou  du  second  degré.  La  division  étant  effectuée,  on  obtiendra  pour 
quotient  une  autre  fonction  réelle  et  entière  qui  sera  elle-même  divi- 
sible par  un  nouveau  facteur.  En  continuant  de  la  sorte,  on  finira 
par  décomposer  la  fonction  donnée,  que  j'appellerai  f(x),  eh  fac- 
teurs réels  du  premier  ou  du  second  degré.  En  égalant  ces  facteurs 
à  zéro,  on  déterminera  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équa- 
tion (21),  lesquelles  seront  en  nombre  égal  au  degré  de  la  fonction. 
[  Voir  Y Analyse  algébrique,  Chap.  X  (  ■  )]. 

(1  )  OEuvres  de  Cauclty,  S.  II,  T.  III,  p.  274. 
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DIX-NEUVIÈME  LEÇON. 


t  SAGE  DKS  DÉRIVÉES  ET  DES   DIFFÉRENTIELLES  DES  DIVERS  ORDRES  DANS   LE  DÉVELOPPEMENT 

DES   FONCTIONS   ENTIÈRES. 


Il  est  facile  de  développer  une  fonction  entière  de  x  en  un  polynôme 
ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  cette  variable,  quand 
on  connaît  les  valeurs  particulières  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées 
successives,  pour  x  =  o.  En  effet,  désignons  par  F(x)  la  fonction 
donnée,  par  n  le  degré  de  cette  fonction,  et  par  aft,  aif  a2,  . ..,  an  les 
coefficients  inconnus  des  diverses  puissances  de  x  dans  le  dévelop- 
pement cherché,  en  sorte  qu'on  ait 

(  i  )  F  ( x  )  —  a0  -h  ax  x  -h  at  x-  -h  . . .  -r-  an  xn . 

En  différentiant  n  fois  de  suite  l'équation  (i),  on  trouvera 

,   ¥'(x)     —  i  .ax  -+■  na^x  -»-. . .  -+-  na„xn-\ 
]  V(x)     ■=  i  .2.tft-f-.  .  .-h  in  —  i)nan  J7/I_i, 

(  'î  )  ; 

'   F<" )  (  x  )  —  i  .  2 . 3 .  . .  n  an . 

Si  l'on  pose,  dans  ces  diverses  formules,  x  =  o,  on  en  tirera 

*o  =  F(o), 
a,-yF'(o), 

t3>  '  a8---F"(o), 

1.2 


,  «/i= -J- F""(o), 

\  i  .  2  . 5 .  .  .  n 
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et  l'équation  (i)  donnera 


x  „,.   v       x1 .  xn 


(4)  F(x)--=F(o)-+-  -F'(o)-i Fff(o)-h...H 1 F<">). 

N      /  I  I  .2  1  .2.3.  .  ./l  ' 

Exemple.  —  Soit  F(x)  =  (i  -+-  x)"\  on  obtiendra  la  formule  connue 

*/i  /i(/*--i)     .       n(n  —  i)(/i  —  a)  /i 

(5)  H-j?"  =  h-  -jth -x*-\ K-~ -^-h...+  -x*-x+x". 

I  1.2  1.2.3  I. 

Soit  maintenant  u=f(x,y,  z, ...)  une  fonction  entière  des  variables 
x,  y,  5,  . . . ,  et  n  le  degré  de  cette  fonction,  c'est-à-dire  la  plus  grande 
somme  qu'on  puisse  obtenir  en  ajoutant  les  exposants  des  diverses 
variables  pris  dans  un  même  terme.  Si  Ton  pose 

F  (a)  ■=■  J(x  -+-  <xdx,  y  -h  <xdy,  z  -h  adz,  . . .), 

F(a)  sera  une  fonction  entière  de  a,  du  degré  n9  et  Ton  aura  en  con- 
séquence 

F(flt)  =  F(o)H-  -F'(o)-i-  —  F>) +  -?--,- F«\o) -+-... h %■ F<»>(o). 

I  1.2  1.2.3  1.2.3.../* 

Cette  dernière  formule,  en  vertu  des  principes  établis  dans  la  qua- 
torzième Leçon,  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

1  /( x  ■+-  a  dxf  y  -h  a  dy,  c  +  a  dz,  . . .  ) 


a" 


(6)       \  a  a*  as 

=^  «  H dll  H rf*  W  H s  </3  f /-+-...  -h 5—- — -  rf"  W. 

I  1.2  1.2. .5  I  .  2  .  3  .  .  .  ft 


Ajoutons  qu'elle  subsistera  pour  des  valeurs  quelconques  de  a,  soit 
finies,  soit  infiniment  petites.  Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  prend 
a  =  i ,  on  trouvera 


[/(«-*-  dx,  y  -H  dy,  z  -h  dz,  . . .  ) 


au  H a'  //  h ^  a3  «  -h  ...  H « a"  w. 

1.2  1.2.3  1.2.3.../* 


Dans  le  cas  particulier  où  les  variables  xf  y,  z9  ...  se  réduisent  à  une 
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seule,  on  a 

du  —  f  (x)  dx, 
d*u  —fl,(x)dxi, 


dau  —  f^n)(x)dxn9 


et  l'on  tire  de  la  formule  (7),  en  remplaçant  dx  par  A, 

(8)         <  ' 

i  //3  hn 

'  I  .  2  .  3  ^  1.2.3.  .  .  /i  ^ 

Au  reste,  on  aurait  pu  déduire  directement  cette  dernière  équation 
de  la  formule  (4). 

Exemple.  —  Si  Ton  suppose  /(x)  =  xn,  on  trouvera 


/*  .  ,        n  (  n  —  1  ) 


l   (x -+-/*)«  =  xn  -+-  ~x"-lh  H 


x"-1^  -h... 


1 .2 

(9) 

(/i  (  /i  —  1  )     . ,      .       /1 
1.2  I 

Nota.  —  Si/(oc)  est  divisible  par  (x  —  a)m,  ou,  en  d'autres  termes, 
si  Ton  a 

(10)  /{x)  ~(x  —  ay"o(x), 

o(x)  désignant  une  fonction  entière  de  la  variable  x,  le  développe- 
ment de  /(a  -h  h),  suivant  les  puissances  ascendantes  de  h,  deviendra 
évidemment  divisible  par  hm.  D'ailleurs  ce  développement  sera,  en 
vertu  de  ce  qui  précède, 

Donc  l'équation  (10)  étant  posée,  on  en  conclura,  non  seulement 
f(a)--o9  mais  encore  /'(a)  =  o,  f\à)  —  o,  . . .  ,/(m  °(«)  =  o.  On 
arriverait  au  même  résultat  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite 
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l'équation  (10),  de  laquelle  on  tirerait  successivement,  à  l'aide  de  la 
formule  (i5)  (quatorzième  Leçon), 

;  f'(x)         =(x  —  a)my'(x)  -f-    m(x  —  a)m-x  <p  (x), 
/'(x)        =(x  —  a)m  y"(x)  -\-  2 m(x  —  a)m~ly\x)-\- m(m—  i)(.r  —  a)"*~89(#), 


(ii) 

fi/n-i)(x)  =  (x  —  a)w9<m-|>(j?)-f-.  .-4-m(m  — i)..  .3. 2. (a?  —  a)  y{x). 

Ainsi, /(a?)  étant  une  fonction  entière  de  x,  on  peut  affirmer  que,  si 
l'équation 

(12)  /{*)  =  <> 

admet  m  racines  égales  représentées  par  a,  chacune  des  équations 
dérivées 

(i3)    /(*)  =  o,        f'(x)  =  o,        /"(*)  =  <V        ...,        /(—»(*)  =  0 

se  trouvera  vérifiée  par  la  supposition  x  =  a.  On  doit  même  remar- 
quer que,  f(x)  étant  divisible  par  {x  —  a)mt  f\x)  sera  divisible  par 
(x  —  ay-'./'Xtf)  par  (x  —  a )m~2f  . . .  et/("l~l,(a?)  par  x  —  a  seule- 
ment. Quant  à  la  fonction  fim) (a?),  comme  elle  sera  déterminée  par 
l'équation 

171 

fl**\x)  =  (x  —  a)m  yi'n){x)  h m  (x  —  a)m-1  y<m-V(x)  -h. . . 

04)  { 

H m  (m—  i)...3.2.(.z  —  a)y\x)-+-m(m  —  1)...  3. 2.  i.y(x), 

elle  se  réduira,  pour  x  =  a,  à 

(i5)  f(m)(a)  =  1.2.3. .  .(m  —  i)m.<p(a). 

Toutes  ces  remarques  subsisteraient  dans  le  cas  même  où,  la  valeur 
def(x)  étant  donnée  par  l'équation  (10),  <p(x)  cesserait  d'être  une 
fonction  entière  de  la  variable  x.  On  connaît  d'ailleurs  le  parti  qu'on 
peut  tirer  de  ces  remarques  pour  la  détermination  des  racines  égales 
des  équations  algébriques. 

Concevons  à  présent  que  y  =  ¥(x)  et  s  ==  ((x)  désignent  deux 
fonctions  entières  de  x9  divisibles  l'une  et  l'autre  par  (x  —  a)m.  Si  le 

Œuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  IV.  1 5 
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d~        ~! 

nombre  m  surpasse  l'unité,  les  valeurs  des  fractions  -  et  -£-  =  -?> 

pour  x  =  a9  se  présenteront  en  même  temps  sous  une  forme  indéter- 
minée, et  par  conséquent  on  ne  pourra  plus  se  servir  de  la  seconde 
fraction  pour  calculer  la  valeur  de  la  première,  comme  nous  Favons 
expliqué  dans  la  sixième  Leçon.  Toutefois,  la  véritable  valeur  de  la 

fraction  -  ne  cessera  pas  d'être  la  limite  vers  laquelle  converge  le 

As  .«., 

rapport  ^>  tandis  que  les  différences  Ay,  As  convergent  vers  zéro. 

•s 

D'ailleurs,  en  attribuant  à  x  l'accroissement  infiniment  petit àx  =  acte, 
on  tirera  de  la  formule  (6) 


ttfi  £»/?H-l 


H ■> dmY-\ 5 ; zdm+lY+..., 

1.2. 3 . . .  ira      ^        i.2.3...(nt  +  i)  ^ 

As  =5  -h  -rf:H ^5+.  ..H 5 ; -dm~ls 

1  1.2  1 .2.0. .  .(m  —  1) 

OLm  am~hi 

H à dms-\ ^ -dm+lz  + 

1.2. 3...  m  1.2.0. .  .(/11 +  1) 

Si  maintenant  on  assigne  à  a?  la  valeur  particulière  a,  comme  cette 
valeur  fera  évanouir  les  fonctions  dérivées  y\  y",  . . . ,  rm~°,  5', 
5",  . . . ,  5(m"f)  et,  par  conséquent,  les  différentielles  dy9  d2y,  . . . , 
rf(m",,j,  ds,  d2s,  . . . ,  rf(m-,,5t  on  aura  simplement 

Ay  — ^ rfmyH b 7 r dm^y  •+- . . . 

J        1.2. 3...  m       ^        1 .2.3. .  .(m -r  1)  ^ 

— 3 rf^yn d'n+ly-+~ ...  ), 

As  = :, dmz  H 5 ; r  dm+xz 

1.2.3. ..m  1.2.3. . .  (  m-h  1  ) 


On  en  conclura 


1 . 2 . 3 . . .  m  \  m-+-i  y 


A  dmz  H — dm+lz  -h. . . 

As  m  -h  1 

A  V         *  3C 

J       dm  y-\ dm+ly 
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puis,  en  faisant  converger  a  vers  la  limite  zéro, 

,.     As        dmz        s<m) 

lim  -7—  ==  -7—  =  — - — -. 
A  y       dm  y        y<m) 

Donc  la  valeur  que  recevra  la  fraction  donnée  -  ou  pr-r*  pour  x  =  a, 
sera  précisément  égale  à  la  valeur  correspondante  de  la  fraction 

dmz  FmHx) 

ou — -• 

dmy  F<m>(.r) 

Exemple.  —  <?(#)  désignant  une  fonction  entière  non  divisible  par 
x  —  a,  et  F(a?)  une  autre  fonction  entière  divisible  par  (x  —  a)m,  on 
aura,  pour  x  =  a, 

fi      (x  —  a)m  o(x)  _  !.2.3...m9(.r)-h2.3..  .mm(x  —  a)  y'(x)  -h. . .  _  i.a.3...mf(a) 
(l    '  F(.r)'  ~~  F<"*>(^)  ""  F^Tô) 
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VINGTIEME  LEÇON. 

DÉCOMPOSITION  DBS  FRACTIONS   RATIONNELLES. 


Représentons  par  ((x)  et  ¥(x)  deux  fonctions  entières  de  x,  ia  pre- 
mière du  degré  m,  la  seconde  du  degré  n.  f-f\  sera  ce  qu'on  appelle 
une  fraction  rationnelle.  De  plus,  l'équation 

(i)  F(*)=--o 

admettra  n  racines  réelles  ou  imaginaires,  égales  ou  inégales;  et  si, 
en  les  supposant  d'abord  toutes  inégales,  on  les  désigne  par  x09  xi9 
a?„  . . . ,  xn_i9  on  aura  nécessairement 

(a)  F(x)  =  k(x  —  x0)(x  —  xt)(x  —  xt)...{x  —  *„_,), 

k  étant  le  coefficient  de  x"  dans  F(#).  Cela  posé,  soient 

(3)  ?(*)  =  *(* -a?,)  (*-*,)... (*-*._,)        et         -(-**-] [=A9. 

L'équation  (2)  prendra  la  forme 

(4)  F(*)  =  (*-jrf)?(*); 

et,  comme  la  différence 

f(g)  _ A  =  f(Jg)-Aty(j) 

9(37)  °  Ç(j-) 

s'évanouira  pour  x  =  x0f  il  en  sera  de  même  du  polynôme 

f(*)  —  Ào<p(.r). 

Donc  ce  polynôme  sera  divisible  algébriquement  par  x  —  x0;  en  sorte 
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qu'on  aura 

f(  x)  —  A0  <p(  x)  —  (x  —  x0)  x(x) 

OU 

(5)  f (x)  —  A0  y{x)  -h  (x  —  j?0)x(*)» 

^(a?)  représentant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la  variable  x.  Si 
maintenant  on  divise  par  ¥(x)  les  deux  membres  de  l'équation  (5), 
en  ayant  égard  à  la  formule  (4)»  on  trouvera 

f(x)  A0       L  x(x)  __      A0      _, x(^) 

(6)  — 


¥(x)       x  —  x0       <f(x)       x  —  x0       k{x  —  xt)(x  —  xt)...(x  —  xn-x) 

On  peut  donc  extraire  de  la  fraction  rationnelle  =tt— -  une  fraction 


A 


F(*) 


simple  de  la  forme  —^—>  A0  désignant  une  constante,  de  manière  à 

obtenir  pour  reste  une  autre  fraction  rationnelle  dont  le  dénomina- 
teur soit  ce  que  devient  le  polynôme  ¥(x)  quand  on  supprime  dans 
ce  polynôme  le  facteur  linéaire  x  —  x0.  Concevons  que,  par  une  suite 

d'opérations  semblables,  on  extraye  successivement  de  r~— -,  puis  de 
Q—l>  •  •  •  une  suite  de  fractions  simples  de  la  forme 

Ao  A|  Aï  An— t 


^f%       _____         /_**  ^~ *       _____         ^^  •  Ê^      _____i         *1^  ^^        _____         ^* 

de  manière  à  faire  disparaître  l'un  après  l'autre,  dans  le  dénominateur 
de  la  fraction  restante,  tous  les  facteurs  linéaires  du  polynôme  F(ic). 
Le  dernier  de  tous  les  restes  sera  une  fraction  rationnelle  dont  le  déno- 
minateur se  trouvera  réduit  à  la  constante  A,  c'est-à-dire  une  fonction 
entière  de  la  variable  x.  En  désignant  par  Q  cette  fonction  entière,  on 
aura 

(7)  ^==Q4.-J^  +  _J^  +  _^-+....+  -_A-«--. 

JT  (  X  )  X  *~~~  «27 q  «2?  ~"—  X\  X  ~™—  X%  «2?  ~~ "  t27j|«.| 

Comme  cette  dernière  formule  entraîne  la  suivante 

f(,)  =  QP(*)  +  A.^-+AlJ^ 

(8)  { 

-*-A     F(a?)    -*-       A-k  ¥(X) 

H-  Aj h ...  -f-  Aa_t ; > 
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dans  laquelle  tous  les  termes  qui  suivent  le  produit  QF(a?)  sont  des 
fonctions  entières  de  x  d'un  degré  inférieur  à  n,  il  est  clair  que  la 
lettre  Q  représente  le  quotient  de  la  division  algébrique  de  f(x)  par 
F(#).  De  plus,  comme  tous  ces  termes,  à  l'exception  du  premier, 
seront,  ainsi  que  le  produit  QF(#),  divisibles  para?  —  x09  on  aura 
évidemment,  pour  x  =  x0, 

/    n  f/    \       4     F(#)         a   dF(x) 

(9)  f  (*)  =  Ao  x_x%  =  Ao     ^      =  A0  F'(  *). 

Donc,  pour  obtenir  la  valeur  de  A0,  il  suffira  de  poser  x  =  x0  dans  la 
fraction  -},•  En  formant  de  même  les  valeurs  de  A,,  Ao,  ...,  on 
trouvera 

__  f(.r0) 
A°      ~F'(*o)' 

_   g*,) 
Al      ~F'(*,)' 

(10)  {   k       _  f(*,) 


__     f(^n_!) 


F' (*«-.) 


A  l'inspection  de  ces  valeurs,  on  reconnaît  qu'elles  sont  indépen- 
dantes du  mode  de  décomposition  adopté.  Ajoutons  que  la  valeur 
de  A0,  déduite  de  la  formule  (9),  peut  être  indifféremment  présentée 

sous  Tune  ou  l'autre  des  deux  formes  v),  °\  et        ■   ;  d'où  il  résulte 

que  la  première  des  formules  (10)  s'accorde  avec  la  seconde  des  équa- 
tions (3). 

Lorsque  les  deux  racines  x0,  x{  sont  imaginaires  et  conjuguées,  ou 
de  la  forme  a  -+-  p  \J—  1,  a  —  P^—  1,  alors,  en  désignant  par  A  et  B 
deux  quantités  réelles  propres  à  vérifier  l'équation 

F'(«-»-i3x/— ■) 

on  trouve  que  les  fractions  simples  correspondantes  à  ces  racines 
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sont  respectivement 


,     x  A-B\/^~T  A  +  BvC 

(12) 


x  —  at.  —  (3  \J —  i  x  —  a  -+-  (3  \J —  i 

En  ajoutant  ces  deux  fractions,  on  obtient  la  suivante 

ik(x  —  a)-+-aB(3 
(l3)  (^_a)î+p—  > 

qui  a  pour  numérateur  une  fonction  réelle  et  linéaire  de  x,  et  pour 
dénominateur  un  facteur  du  second  degré  du  polynôme  F(a?). 

Exemples.   —   Décomposition  des  fractions  — = >  — = — >  — — , 

•   a      •    •    •    ■ 

xn  =t:  i 

Passons  au  cas  où  l'équation  (i)  a  des  racines  égales.  Alors,  si  Ton 
désigne  par  a,  b,  c,  . .  .  les  diverses  racines,  par  p,  qf  r,  .  . .  des 
nombres  entiers,  et  par  k  un  coefficient  constant,  le  polynôme  Y(œ) 
sera  de  la  forme 

04)  ¥(x)  =  k{x  —  a)P(x  —  b)*(x  —  c)r.... 

Si,  dans  cette  nouvelle  hypothèse,  on  fait,  pour  abréger, 

(i5)  9(x)  =  k(x-b)*'(x-cy...         et         Sjj=A> 

l'équation  (i4)  deviendra 

(16)  ¥(x)  =  (x  —  a)Py(x); 

et,  comme  les  deux  différences  ~- -  —  A,  ((x)  —  Aç(#)  s'évanoui- 
ront pour  x  =  a,  on  aura  nécessairement 

(17)  f(x)  =  Ay(x)  +  (x  —  «)%(*), 

y \{x)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la  variable  x.  Cela 
posé,  on  tirera  des  équations  (i4)>  (16)  et  (17) 

f(*)  _        A  t  X(x) 


Ylx)       Ix  —  a)?       lx  —  a)?-1  o(x) 
(18)  {  â  /    , 


(x  —  a)?       k(x  —  a)?-1  (x  —  b)i  (x  —  c)r. . . 
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Ainsi,  en  extrayant  de  la  fraction  rationnelle  p^~  une  fraction  simple 
de  la  forme r=>  on  obtient  pour  reste  une  autre  fraction  ration- 

(  x  —  a  )p  * 

nelle  dont  le  dénominateur  est  ce  que  devient  le  polynôme  ¥(x) 
quand  on  supprime  dans  ce  polynôme  un  des  facteurs  .égaux  à  x  —  a. 
Concevons  qu'à  l'aide  de  plusieurs  décompositions  semblables  on 
enlève  successivement  au  dénominateur  de  la  fraction  restante  : 
i°  tous  les  facteurs  égaux  à  a:  — a;  20  tous  les  facteurs  égaux  à 
x  —  b;  3°  tous  les  facteurs  égaux  à  x  —  c,  etc.  Le  dernier  de  tous  les 
restes  sera  une  fraction  rationnelle  à  dénominateur  constant,  c'est- 
à-dire  une  fonction  entière  de  la  variable  x  :  de  sorte  que,  en  dési- 
gnant par  Q  cette  fonction  entière,  et  par  A,  A, ,  A2,  ...»  A^_, ,  B,  B, . 
B2,  . . . ,  By_, ,  C,  C, ,  C2,  . . . ,  Cr.l ,  . . . ,  les  numérateurs  constants  des 
diverses  fractions  simples,  on  aura 

JM-o.. a  a, 

F(x)  ~W      (x  —  a)r  *"*"  (x  —  a)"-1 

°9)        {  V^       JL  .  __c  _ 

x  —  a       (x  —  b)i  (x  —  c)r 

Pour  prouver  :  i°  que  le  polynôme  Q  est  le  quotient  de  la  division 
algébrique  de  ((x)  par  F(#)  ;  2°  que  les  valeurs  des  constantes  A, 
A,,  ...,  A^|t  B,  ...  sont  indépendantes  du  mode  de  décomposition 
adopté,  il  suffira  d'observer  que  la  formule  (19)  entraîne  la  suivante 

(  f^^QFW  +  A-1 F(%tt  -h A,— ^|— f-h... 
(20) 

x  —  a  (x — b)* 


-h  Aj,— 1  ~         -  -+-  t>  -j-^        £-—  -h .  .  . , 


dans  laquelle  tous  les  termes  qui  suivent  le  produit  QF(a?)  sont  des 
fonctions  entières  de  x,  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  la  fonction 
F(#);  et  de  plus,  que,  si  dans  la  formule  (20)  on  pose  x  =  a  4-  s,  la 
comparaison  des  termes  constants  et  des  coefficients  qui  affecteront 
les  puissances  semblables  de  s,  dans  les  deux  membres  développés 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  cette  variable  (voir  la  dix-neu- 
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vième  Leçon),  fournira  les  équations 

¥^](a) 


î(a)-\ 


I  .2.O.  .  ./> 


<">  'f(a)  =  A       T'^^-.+A,^^ 


i  .2.3. .  .(p  h-  i)  f.2.3.../; 

r(a)=..., 

desquelles  on  déduira  pour  les  constantes  A,  A,,  A2,  ...  un  système 
unique  de  valeurs,  savoir  : 

_  i  .2.3. .  .p  ((a) 

(***)  [   .    _  i.3.3...(^H-0r(fl)-AF^1'(a) 


On  obtiendrait  de  la  même  manière  les  valeurs  de  Bf  B,,  B2, . .. ,  il,  C,, 

Caf Il  est  essentiel  d'observer  que  la  première  des  formules  (22) 

donne  pour  la  constante  A  une  valeur  égale  à  celle  que  reçoit  la  frac- 

tion —  =  — -,  quand  on  y  suppose  x  =  a,  et  par  consé- 

IV      \ 

quent  égale  à  — ; — -•  [Voir,  pour  plus  de  détails,  l' Analyse  algébrique, 
Ch.  XI(').| 

[l)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  Il,  T.  III,  p.  3os. 


OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  IV.  l6 
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CALCUL  INTÉGRAL. 


VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 


INTÉGRALES   DEFIMES. 


Supposons  que,  la  fonction  y  —f(x)  étant  continue  par  rapport  k 
la  variable  x  entre  deux  limites  finies  x  — x0,  x  —  X,  on  désigne 
para:,,  x.2,  . ..,  #„__,  de  nouvelles  valeurs  de  x  interposées  entre  ces 
limites,  et  qui  aillent  toujours  en  croissant  ou  en  décroissant  depuis 
la  première  limite  jusqu'à  la  seconde.  On  pourra  se  servir  de  ces 
valeurs  pour  diviser  la  différence  X  --  .r0  en  éléments 

(i)  X\      x0f     x^- -  x{,     .r5 — xit     ...,     \  —  ^«-i 

qui  seront  tous  de  même  signe.  Cela  posé,  concevons  que  Ton  mul- 
tiplie chaque  élément  par  la  valeur  de  /(x)  correspondante  à  V ori- 
gine de  ce  même  élément,  savoir  l'élément  xK  —  x0  par  f(x^%  l'élé- 
ment x.2  —  x%  par  f(xt  ),  . . . ,  enfin  l'élément  X  —  xn_K  par  f(xH. ,  )  ; 
et  soit 

(  2  )       S  —  (  x,  —  x0  )  f(x0  )  h-  {xt  —  xt  )  /(  x,  )  h-  . .  .  -h  (  X  —  xfl_,  )  f(xn-{) 

la  somme  des  produits  ainsi  obtenus.  La  quantité  S  dépendra  évidem- 
ment :  i°  du  nombre  n  des  éléments  dans  lesquels  on  aura  divisé  la 
différence  X  —  x0;  2°  des  valeurs  mêmes  de  ces  éléments  et,  par  con- 
séquent, du  mode  de  division  adopté.  Or  il  importe  de  remarquer 
que,  si  les  valeurs  numériques  des  éléments  deviennent  très  petites 
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et  le  nombre  n  très  considérable,  le  mode  de  division  n'aura  plus  sur 
la  valeur  de  S  qu'une  influence  insensible.  C'est,  effectivement,  ce 
que  l'on  peut  démontrer  comme  il  suit. 

Si  l'on  supposait  tous  les  éléments  de  la  différence  X  —  xQ  réduits^ 
k  un  seul  qui  serait  cette  différence  elle-même,  on  aurait  simplement 

(3)  8  =  (X-j0)/('d)- 

Lorsque,  au  contraire,  on  prend  les  expressions  (i)  pour  éléments 
de  la  différence  X  —  x0,  la  valeur  de  S,  déterminée  dans  ce  cas  par 
l'équation  (?.),  est  égale  k  la  somme  des  éléments  multipliée  par  une 
moyenne  entre  les  coefficients 

/(•*o).      /(JF|)t       /(•*«)•         •••»       f(*H-l) 

[voir,  dans  les  préliminaires  du  Cours  d'Analyse,  le  corollaire  du  théo- 
rème III  (')].  D'ailleurs,  ces  coefficients  étant  des  valeurs  particulières 
de  l'expression 

/[*,4-9(X-.ra)] 

qui  correspondent  k  des  valeurs  de  0  comprises  entre  zéro  et  l'unité, 
on  prouvera,  par  des  raisonnements  semblables  k  ceux  dont  nous 
avons  fait  usage  dans  la  septième  Leçon,  que  la  moyenne  dont  il 
s'agit  est  une  autre  valeur  de  la  même  expression,  correspondante 
a  une  valeur  de  8  comprise  entre  les  mêmes  limites.  On  pourra  donc 
k  l'équation  (2)  substituer  la  suivante 

(i)  8  =  (X-  *•)/[*.+ 6(X-.r0)l, 

dans  laquelle  6  sera  un  nombre  inférieur  k  l'unité. 

Pour  passer  du  mode  de  division  que  nous  venons  de  considérer  k 
un  autre  dans  lequel  les  valeurs  numériques  des  éléments  de  X  —  x0 
soient  encore  plus  petites,  il  suffira  de  partager  chacune  des  expres- 
sions (1)  en  de  nouveaux  éléments.  Alors  on  devra  remplacer,  dans 
le  second  membre  de  l'équation  (2),  le  produit  (xs  —  x0)f(x9)  par 

(»  )  Œuvres  de  Canchy,  S.  Il,  T.  III,  p.  *8. 
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une  somme  de  produits  semblables,  à  laquelle  on  pourra  substituer 
une  expression  de  la  forme 

(j?i  —  ^r0)/[jc0-h  90(xx  —  x0)], 

• 

0o  étant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  attendu  qu'il  y  aura  entre  cette 
somme  et  le  produit  (xi  —  x0)/(x0)  une  relation  pareille  à  celle  qui 
existe  entre  les  valeurs  de  S  fournies  par  les  équations  (4)  et  (3). 
Par  la  même  raison,  on  devra  substituer  au  produit  ( x2  —  xx)f(x{) 
une  somme  de  termes  qui  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

0,  désignant  encore  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  En  continuant  de 
la  sorte,  on  finira  par  conclure  que,  dans  le  nouveau  mode  de  divi- 
sion, la  valeur  de  S  sera  de  la  forme 


<•>) 


S        [xx  —  .r0)/[.r0-h  0o(*'i  —  **V  I 

-f-  (xî—Xl)  f[xl  -r  0x{Xi—Xx  )|  -4-  .  .  . 


Si  l'on  fait  dans  cette  dernière  équation 

/[j'o-i-   fh(xi  —  X0)]  --/(.r0)  ±!c0, 

f[xx  -h  0l(xi—  xx  )]  -:/(.r,  )  =  S„ 


/l  j:„_  ,  -r  9„_,  (  \  —  .r„.  , .)]  ~-f{xn_i  )  :_  £„.„ 


on  en  tirera 


(  S-    (xl  —  xi))[f(x0)±E0]  +  {rt—xl)lf(xi)-j:el]-h... 

-h(X  -.r,,.,)  t/(^„_,)  ±6,!-,], 


^) 


puis,  en  développant  les  produits, 


(7) 


(    S  [Xx     ■'Xu)f(.Cç)-h{xs—Xl)f{Xi)-l-...~h(X  —  Xll-l)f(Xm-l) 


\ 


-^  cu(.t* ,  -  -  x0  )  — .  cj  (xt  -  —  xx  )  ir: .  . .  ±:  •„  .x  (  \  —  xn„x  ), 


Ajoutons  que,  si  les  éléments  xt  —  ar0,  #2  —  j; ,  X  —  .*•„_,  ont 


i 
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des  valeurs  numériques  très  petites,  chacune  des  quantités  ±  e0, 
±  £|f  . ..,  dj  £„_,  différera  très  peu  de  zéro,  et  par  suite  il  en  sera 
de  même  de  la  somme 

±:  £0(x,  —  ic9)  ~±  £,  (œt  —  x,  )  ± . . .  ±:  £„_,  (  X  —  x;l_,  ), 

qui  est  équivalente  au  produit  de  X  —  x0  par  une  moyenne  entre  ces 
diverses  quantités.  Cela  posé,  il  résulte  des  équations  (2)  et  (7)  com- 
parées entre  elles  qu'on  n'altérera  pas  sensiblement  la  valeur  de  S 
calculée  pour  un  mode  de  division  dans  lequel  les  éléments  de  la  dif- 
férence X  —  .r0  ont  des  valeurs  numériques  très  petites,  si  Ton  passe 
à  un  second  mode  dans  lequel  chacun  de  ces  éléments  se  trouve  sub- 
divisé en  plusieurs  autres. 

Concevons  à  présent  que  l'on  considère  à  la  fois  deux  modes  de 
division  de  la  différence  X  —  x0f  dans  chacun  desquels  les  éléments 
de  cette  différence  aient  de  très  petites  valeurs  numériques.  On 
pourra  comparer  ces  deux  modes  à  un  troisième  tellement  choisi 
que  chaque  élément,  soit  du  premier,  soit  du  second  mode  se  trouve 
formé  par  la  réunion  de  plusieurs  éléments  du  troisième.  Pour  que 
cette  condition  soit  remplie,  il  suffira  que  toutes  les  valeurs  de  xn 
interposées  dans  les  deux  premiers  modes  entre  les  limites  x0,  X, 
soient  employées  dans  le  troisième,  et  l'on  prouvera  que  l'on  altère 
très  peu  la  valeur  de  S  en  passant  du  premier  ou  du  second  mode 
au  troisième,   par  conséquent  en  passant  du  premier  au  second. 

m 

Donc,  lorsque  les  éléments  de  la  différence  X  —  x0  deviennent  infini- 
ment petits,  le  mode  de  division  n'a  plus  sur  la  valeur  de  S  qu'une 
influence  insensible;  et,  si  l'on  fait  décroître  indéfiniment  les  valeurs 
numériques  de  ces  éléments,  en  augmentant  leur  nombre,  la  valeur 
de  S  finira  par  être  sensiblement  constante  ou,  en  d'autres  termes, 
elle  finira  par  atteindre  une  certaine  limite  qui  dépendra  uniquement 
de  la  forme  de  la  fonction  f{x)  et  des  valeurs  extrêmes  x0,  X  attri- 
buées à  la  variable  x.  Cette  limite  est  ce  qu'on  appelle  une  intégrale 
définie. 

Observons  maintenant  que,  si  l'on  désigne  par  àx  =  h  =  dx  un 
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accroissement  fini  attribué  à  la  variable  x%  les  différents  termes  dont 
se  compose  la  valeur  S,  tels  que  les  produits 

seront  tous  compris  dans  la  formule  générale 

(8)  /'/(>.)  —f(x)dx9 

de  laquelle  on  les  déduira  l'un  après  l'autre,  en  posant  d'abord 

X      -  Xq  Cl  fi  "  —  X |         «Zq , 

puis 

X  •-  -  «Z*|  -  cri  *l  -~  <37j   —  *^*|>  .... 

On  peut  donc  énoncer  que  la  quantité  S  est  une  somme  de  produits 
semblables  à  l'expression  (8),  ce  qu'on  exprime  quelquefois  à  l'aide 
de  la  caractéristique  S,  en  écrivant 

(9)  S^lh/(x)^I/^x)\x. 

Quant  à  l'intégrale  définie  vers  laquelle  converge  la  quantité  S,  tandis 
que  les  éléments  de  la  différence  X  —  x{)  deviennent  infiniment  petits, 
on  est  convenu  de  la  représenter  par  la  notation  fhf(x)  ou  f/{x)  dx* 
dans  laquelle  la  lettre  /,  substituée  à  la  lettre  S,  indique,  non  plus 
une  somme  de  produits  semblables  à  l'expression  (8),  mais  la  limite 
d'une  somme  de  cette  espèce.  De  plus,  comme  la  valeur  de  l'intégrale 
définie  que  Ton  considère  dépend  des  valeurs  extrêmes  x0%  X  attri- 
buées à  la  variable  x,  on  est  convenu  de  placer  ces  deux  valeurs,  la 
première  au-dessous,  la  seconde  au-dessus  de  la  lettre  /,  ou  de  les 
écrire  à  côté  de  l'intégrale,  que  l'on  désigne  en  conséquence  par  l'une 
des  notations 

(io)  f'/(x)dx,      ff(x)rlx^],      f/Wdx[VL\\ 

La  première  de  ces  notations,  imaginée  par  M.  Fourier,  est  la  plus 
simple.  Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction /(.r)  est  remplacée  par 
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une  quantité  constante  a,  on  trouve,  quel  que  soit  le  mode  de  divi- 
sion de  la  différence  X  —  xn, 

et  Ton  en  conclut 

(ii) 


/     a  dx  -=.  a  (\  —  x0), 


Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  pose  a  -=  i,  on  en  tirera 

(12)  l       ddC  —  \-    ÛT0. 
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VINGT- DEUXIÈME  LEÇON. 

FORMULES    POUR    LA    DÉTERMINATION    DES   VALEURS    EXACTES   OU    APPROCHÉES 

DES    INTÉGRALES    DÉFINIES. 


D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  dernière  Leçon,  si  l'on  divise  X  —  x0 
en  éléments  infiniment  petits  x{  —  x0,  x2  —  xt,  . ..,  X  —  #„_,,  la 
somme 

convergera  vers  une  limite  représentée  par  l'intégrale  définie 

X 


(2)  /     /(jc)dx. 


Des  principes  sur  lesquels  nous  avons  fondé  cette  proposition,  il 
résulte  qu'on  parviendrait  encore  à  la  même  limite  si  la  valeur  de  S, 
au  lieu  d'être  déterminée  par  l'équation  (1),  était  déduite  de  formules 
semblables  aux  équations  (5)  et  (6)  (vingt  et  unième- Leçon),  c'est- 
à-dire  si  l'on  supposait 

:    S—         (*,  —  .To)/|>o+-0o(^l  —  3\>)1 

(3)  .  +-  (  xt  —  xx  )  f[xx  -+-  6t  (jr,-~jr,  )1 -+-... 

0o,  ô4,   ...,   0„_,  désignant  des  nombres  quelconques  inférieurs  à 

l'unité,  ou  bien 

* 

U)       \ 

f  -h  (X  —  Xn-\)  [/(^/#-l)  ±=e/i-i]» 

£0,  £,,  . ..,  £„_,  désignant  des  nombres  assujettis  a  s'évanouir  avec 
les  éléments  de  la  différence  X  —  x0.  La  première  des  deux  formules 
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précédentes  se  réduit  à  l'équation  (i),  lorsqu'on  prend 

Si  l'on  fait,  au  contraire, 

0O  =  0j  =  .  .  .  =  0ft_t  =1  I  , 

on  trouvera 

(5)  S  =  (xl  —  ^0)/(^i)  "H  (xi—*i)f(xt)  -+-...4-  (X  — J7„_,)/(X). 

Lorsque,  dans  cette  dernière  formule,  on  échange  entre  elles  les  deux 
quantités  a?0,  X,  ainsi  que  tous  les  termes  placés  à  égales  distances 
des  deux  extrêmes  dans  la  suite  x09  xlf  . . . ,  #„_,,  X,  on  obtient  une 
nouvelle  valeur  de  S  égale,  mais  opposée  de  signe,  à  celle  que  fournit 
l'équation  (i).  La  limite  vers  laquelle  convergera  cette  nouvelle  valeur 
de  S  devra  donc  être  égale,  mais  opposée  de  signe,  à  l'intégrale  (2),  de 
laquelle  on  la  déduira  par  l'échange  mutuel  des  deux  quantités  x0,  X. 
On  aura  donc  généralement 

(6)  f  *f(x)dx-=-f   f(x)dx. 

On  emploie  fréquemment  les  formules  (1)  et  (5)  dans  la  recherche 
des  valeurs  approchées  des  intégrales  définies.  Pour  plus  de  simpli- 
cité, on  suppose  ordinairement  que  les  quantités x0,  xlf  . . .,  #„_,,  X 
comprises  dans  ces  formules  sont  en  progression  arithmétique.  Alors 

les  éléments  de  la  différence  X  —  x0  deviennent  tous  égaux  à  la  frac- 

X x 

tion -;  et,  en  désignant  cette  fraction  par  1,  on  trouve  que  les 

équations  (1)  et  (5)  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

(7)  S  =  i[f  (x0)  +  f(x0+i)+f(x0+ii) +...+/(*- 21) +f(X--i)], 

(8)  S  =  1  [/(*.+  1)  +/(*,+  21)  -h.  .  .+/(X-  ai)  -+-/(X -  O  +/(X)]. 

On  pourrait  supposer  encore  que  le£  quantités  x0,  xif  ...,  *r„_,,  X 
forment  une  progression  géométrique  dont  la  raison  diffère  très  peu 

de  l'unité.  En  adoptant  cette  hypothèse  et  faisant  l—J  =  1  H-  a,  on 
tirera  des  formules  (1)  et  (5)  deux  nouvelles  valeurs  de  S,  dont  la 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  »7 
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première  sera 

(9)  S  =  ab0/K)  +  j:0(!  +  «)/[i;0(i  +  a)]+...+  — /^jj. 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  dans  plusieurs  cas,  on  peut  déduire 
des  équations  (7)  et  (9),  non  seulement  des  valeurs  approchées  de 
l'intégrale  (2),  mais  aussi  sa  valeur  exacte  ou  limS.  On  trouvera,  par 
exerftple, 

(10)  /     x  dx  =  hm — i=hm -  = -> 

•/,  2  2  -h  a  2 


•**0 

X 


X 


4I,        r     i(À*-À*.)       Ax-A' 
A^jrzlim-  — 


A'— 1  1A 

1  —  j-- 

(•0 


X 


/     e*  éfcr  =  ex  —  e^o, 


x 


1    /     xarfj7  =  lim-7^ r — r^— -=  — 

)  •/,,  (i-ha)^1  —  1  «-+-1 


(12) 

X 

lim/ia  =  1  —  > 

Xq 


la  dernière  équation  devant  être  restreinte  au  cas  où  les  quantités  x0, 
X  sont  affectées  du  même  signe.  Ajoutons  qu'il  est  souvent  facile  de 
ramener  la  détermination  d'une  intégrale  définie  à  celle  d'une  autre 
intégrale  de  même  espèce.  Ainsi,  par  exemple,  on  tirera  de  la  for- 
mule (1) 

/     ay(x)dx     =z  lim a[(.r,—  xQ)  9(^0)  -4-. .  .H-  (X  —  ^»-i)  y(#n-i)] 

(«3)     {     -r»  x 

=  a  I     y(x)dx, 

\    f    f(x-{-a)dx  =  \im[(xï  —  x\)  f(x0-\-a)  -h..  .-+-(X  —  xa-x)f(xn-x  h-  a)] 

(-4)    \    '•  rx+« 


(.5) 


Jt'a  -h  « 
«Ar,  ^Xt  —  a  ^Jtt  "x^  — a  ° 
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la  dernière  équation  devant  être  restreinte  au  cas  où  x0  —  a  et  X  —  a 
sont  des  quantités  affectées  du  même  signe.  De  plus,  on  tirera  de  la 
formule  (8),  en  posant  x0  =  o  et  remplaçant /(x)  par /(X  —  x), 

f  /(X-*)rfjr==limi[/(X-i)+/(X-ai)4-...+/(a«)+/(0-«-/(o)] 
(«6)     {     ° 

puis  on  en  conclura,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i5), 


(■ 


/(X  —  x)dx—l  f(x  -hx0)dx  =  I    f(x)dx. 


Enfin,  si  dans  la  formule  (9)  on  pose 


/{X)=1X~Û         Gl  1.('  +  «>  =  P. 


on  en  tirera 


les  quantités  a?0,  X  devant  être  positives  et  toutes  deux  supérieures 
ou  toutes  deux  inférieures  à  l'unité. 

Une  remarque  importante  à  faire,  c'est  que  les  formes  sous  les- 
quelles se  présente  la  valeur  de  S,  dans  les  équations  (4)  et  (5)  de  la 
Leçon  précédente,  conviennent  également  à  l'intégrale  (2).  En  effet, 
ces  équations  subsistant  l'une  et  l'autre,  tandis  que  l'on  subdivise  ou 
la  différence  X  —  x09  ou  les  quantités  xK  —  x09  x2  —  xx ,  . . . ,  X  —  xn_t 
en  éléments  infiniment  petits,  seront  encore  vraies  à  la  limite,  en 
sorte  qu'on  aura 

(19)  f  /(*)^  =  (X-*o)/[*o+0(X-*o)] 


et 


(20) 


i   f   f{x)dx  —  (*,—  x0) f[xQ  +  0o(-*i  —  *o)] 

-h  (x,—  x^  f[xl  4-  0"i(.r,—  xt)]  -+-  . . . 


N 


-+-(X  -*«-i)/[.**-i-t-0,,-i(X  —  ar„-i)], 
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8,  80,  8,,  ...,  0W_!  désignant  des  nombres  inconnus,  mais  tous  infé- 
rieurs à  l'unité.  Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  suppose  les  quan- 
tités xK  —  x0,  x2  —  xt,  ...,  X  —  xtt„%  égales  entre  elles,  alors,  en 


\ x 

faisant  i  = ->  on  trouvera 

n 

Lorsque  la  fonction  /(x)  est  toujours  croissante  ou  toujours  décrois- 
sante depuis  x  =  x0  jusqu'à  x  =  X,  le  second  membre  de  la  for- 
mule (21)  reste  évidemment  compris  entre  les  deux  valeurs  de  S 
fournies  par  les  équations  (7)  et  (8),  valeurs  dont  la  différence  est 
±.  i[/(X)  —  /(#<>)]•  Par  conséquent,  dans  cette  hypothèse,  en  pre- 
nant la  demi-somme  de  ces  deux  valeurs,  ou  l'expression 

{22)  \  +  /<X-ai)+/(X-i)  +  l/(X)], 

pour  valeur  approchée  de  l'intégrale  (21),  on  commet  une  erreur 
plus  petite  que  la  demi-différence  ±  *[£/(X)  —  £/(#<>)]• 

Exemple.  —  Si  Ton  suppose 

/(«*)—  }  +  xi>        ^0=0,         X  =  i,         iz=\9 
l'expression  (22)  deviendra 

JCl     dx 
'     î' 
0     l  ~+~x 

L'erreur  commise  dans  ce  cas  ne  pourra  surpasser  £(£  —  {)  =  ~.  Elle 
sera  effectivement  au-dessous  de  ^t  comme  nous  le  verrons  plus  tard. 
Lorsque  la  fonction  /(x)  est  tantôt  croissante  et  tantôt  décroissante 
entre  les  limites  x  =  a?0,  x  =  X,  l'erreur  que  l'on  commet,  en  prenant 
une  des  valeurs  de  S  fournies  parles  équations  (7)  et  (8)  pour  valeur 
approchée  de  l'intégrale  (2),  est  évidemment  inférieure  au  produit  de 
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ni  =  X  —  x0  par  la  plus  grande  valeur  numérique  que  puisse  obtenir 
la  différence 

(a3)  f(x  -h  Ix)  —  f(x)  =  lxf(x  -+-  6  ùx) 

quand  on  y  suppose  x  comprise  entre  les  limites  x0,  X  et  àx  entre 
les  limites  o,  i.  Donc,  si  l'on  appelle  k  la  plus  grande  des  valeurs 
numériques  que  reçoit  f(x)f  tandis  que  x  varie  depuis  x  =  xQ  jus- 
qu'à x  =  X,  l'erreur  commise  sera  certainement  renfermée  entre  les 
limites 

—  ki(X  —  x0),     4-  ki(X  —  x0). 


m  RÉSUMÉ  DES  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


VINGT-TROISIÈME  LEÇON. 

DÉCOMPOSITION  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE  EN  PLUSIEURS  AUTRES.  INTÉGRALES  DÉFINIES 
IMAGINAIRES.  REPRÉSENTATION  GÉOMÉTRIQUE  DES  INTÉGRALBS  DÉFINIES  RÉELLES. 
DÉCOMPOSITION  DE  LA  FONCTION  SOUS  LE  SIGNE  Ç  EN  DEUX  FACTEURS  DONT  L'UN 
CONSBRVE   TOUJOURS   LE  MÊME  SIGNE. 


Pour  diviser  l'intégrale  définie 


(i)  /      f(x)dx 


f  /<*> 


en  plusieurs  autres  de  même  espèce,  il  suffit  de  décomposer  en  plu- 
sieurs parties  ou  la  fonction  sous  le  signe  /,  ou  la  différence  X  —  a?d. 
Supposons  d'abord 

f{x)  —  y(x)  4-  x(x)  4-  ty(x)  -h . . .  ; 
on  en  conclura 

(  Xt  —  2-0)  f(x0)  4-  ...  4-  (X  —  Xn_x  )  f{xn-x) 
z=z      (xt—  xQ)y(x0)-h...+  (X  —  «r«-i)?(*«-i) 
+  (^i  —  *•)  X(*o)  -H  ..•-+-  (X  —  x„-t  )  x(*«-i  ) 
+  {xl—x0)^(x0)  -+-•■•  "H  (X  — x^,)^(x„_,)4-..., 

puis,  en  passant  aux  limites, 

f    f(x)dx=:  I     y(x)dx  -i-  f     ym(x)dx-*-l     ty(x)dx-t- 

De  cette  dernière  formule,  jointe  à  l'équation  (i3)  (vingt-deuxième 
Leçon),  on  tirera,  en  désignant  par  u,  v,  w>,  ...  diverses  fonctions  de 
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la  variable  x9  et  par  a,  b,  cf  ...  des  quantités  constantes 

(2)         I     («  +  p-fw  +  ,..)^=|      udx-\-\      vdx~\-l     wdx -+-..., 

f     (u  -h  v)dx  =z  I     udx-hl     vdx,  I     (u  —  v)dx=  I     u  dx  —  I     vdx, 

X  \  Y  X 

(4)         /     (au-*- bv -hcw -+-. .  .)dx  =  a  I     udx+bl     v  dx  -h  c  /     wrfx  + 

Lorsqu'on  étend  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  l'intégrale  (1) 
au  cas  où  la  fonction/(a?)  devient  imaginaire,  l'équation  (4)  subsiste 

pour  des  valeurs  imaginaires  des  constantes  a,  b9  c, On  a,  par 

suite, 

/x  /*^  /* 

( u  ■+■  v y/—  1  ) dx  =  I     udx  -+-  \J—  1  /     vdx. 

Supposons  maintenant  que,  après  avoir  divisé  la  différence  X  —  x0 
en  un  nombre  fini  d'éléments  représentés  par  xK  —  x0,  x2  —  xK% 
X  —  xn_x ,  on  partage  chacun  de  ces  éléments  en  plusieurs  autres  dont 
les  valeurs  numériques  soient  infiniment  petites,  et  que  l'on  modifie 
en  conséquence  la  valeur  de  S  fournie  par  l'équation  (i)  (vingt- 
deuxième  Leçon).  Le  produit  (xt  —  x0)/(x0)  se  trouvera  remplacé 
par  une  somme  de  produits  semblables  qui  aura  pour  limite  Tinté- 

f(x)dx.    De   même,  les    produits  (x2^  x{)/(xt)f   ..., 
-• 
(X  —  #«-i)/(#«-i)  seront  remplacés  par  des  sommes  qui  auront 

pour  limites   respectives  les   intégrales  définies  /    f(x)dx9   ..., 

X  " 

/    f(x)dx.  D'ailleurs,  en  réunissant  les  différentes  sommes  dont  il 

s'agit,  on  obtiendra  pour  résultat  une  somme  totale  dont  la  limite  sera 
précisément  l'intégrale  (1).  Donc,  puisque  la  limite  d'une  somme  de 
plusieurs  quantités  est  toujours  équivalente  à  la  somme  de  leurs 
limites,  on  aura  généralement 

f    f(x)dx  =       f(x)dx+        /Wà  +  ...+  /     /(x)rfx. 
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11  est  essentiel  de  se  rappeler  que  Ton  doit  ici  attribuer  au  nombre 
entier  n  une  valeur  finie.  Lorsqu'entrc  les  limites  x0,  X  on  interpose 
une  seule  valeur  de  x  représentée  par  £,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

(7)  f  f(x)dx=ff(x)dx+f  f(x)dx. 

Il  est  facile  de  prouver  que  les  équations  (6)  et  (7)  subsisteraient 
dans  le  cas  même  où  quelques-unes  des  quantités xî9  x29  . ..,  xn_i9  S 
cesseraient  d'être  comprises  entre  les  limites xù9X9  et  dans  celui  où  les 
différences  x%  —  x09  x.2  —  xt9  . ..,  X  —  x„_t9  Ç  —  x09  X  —  $  ne  seraient 
plus  des  quantités  de  même  signe.  Admettons,  par  exemple,  que  les 
différences  \  —  xù9  X  —  2;  soient  de  signes  contraires.  Alors,  suivant 
qu'on  supposera  ^r0  comprise  entre  2;  etX,  ou  bien  X  comprise  entre x0 
et  $,  on  trouvera 

f  f(x)dx  =  f  *f{x)dx  +  f  f(x)dx 

ou  bien 

f  f(x)dx=  f    /(x)dx-h  f  f(x)dx. 

Jx>  Jrt  J\m 

Or,  la  formule  (6)  de  la  vingt-deuxième  Leçon  suffit  pour  montrer 
comment  les  deux  équations  que  nous  venons  d'obtenir  s'accordent 
avec  l'équation  (7).  Cette  dernière  étant  établie  dans  toutes  les  hypo- 
thèses, on  pourra  en  déduire  directement  l'équation  (6),  quelles  que 

On  a  vu,  dans  la  Leçon  précédente,  combien  il  était  aisé  de  trouver, 
non  seulement  des  valeurs  approchées  de  l'intégrale  (1),  mais  aussi 
les  limites  des  erreurs  commises,  lorsque  la  fonction  /(x)  est  tou- 
jours croissante  ou  toujours  décroissante  depuis  x  =  x0  jusqu'à 
pc  =  X.  Quand  cette  condition  cesse  d'être  satisfaite,  on  peut  évidem- 
ment, à  l'aide  de  la  formule  (6),  décomposer  l'intégrale  (1)  en  plu- 
sieurs autres,  pour  chacune  desquelles  la  même  condition  soit  rem- 
plie. 

Concevons  à  présent  que,  la  limite  X  étant  supérieure  à  x99  et  la 
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fonction  f(x)  étant  positive  depuis  x  =  x0  jusqu'à  x^=X,  x%  y 
désignent  des  coordonnées  rectangulaires,  et  A  la  surface  comprise 
d'une  part  entre  Taxe  des  x  et  la  courbe  y  =f(x),  d'autre  part  entre 
les  ordonnées  f(x0),  /(X).  Cette  surface,  qui  a  pour  base  la  lon- 
gueur X  —  x0  comptée  sur  Taxe  des  rc,  sera  une  moyenne  entre  les 
aires  des  deux  rectangles  construits  sur  la  base  X  —  x09  avec  des  hau- 
teurs respectivement  égales  à  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des 
ordonnées  élevées  par  les  différents  points  de  cette  base.  Elle  sera 
donc  équivalente  à  un  rectangle  construit  sur  une  ordonnée  moyenne 
représentée  par  une  expression  de  la  forme  f[xQ  -h  6(X  —  x0)];  en 
sorte  qu'on  aura 

(8)  A  =  (X-*i)/[*i-hfl(X-j?0)]f 

6  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Si  l'on  divise  la  base 
X  —  x0  en  éléments  très  petits,  xx  —  xQ%  a?a  — #,,  ...,  X  — #„_,,  la 
surface  A  se  trouvera  divisée  en  éléments  correspondants  dont  les 
valeurs  seront  données  par  des  équations  semblables  à  la  formule  (8). 
On  aura  donc  encore 

i  A  =  (j?t  —  x0)f[x0-h90(xi  —  «r0)]-h(j?,—  *i)/|>i-+-0!(.*»—  *i)]+-... 

(9)  < 

(  -*-  (X  —  xn„x ) /[>*_! -+-  0*-! ( X  —  Xn-i )], 

Q0,  0|f  ...,  ()„_,  désignant  des  nombres  inférieurs  à  l'unité.  Si  dans 
cette  dernière  équation  on  fait  décroître  indéfiniment  les  valeurs 
numériques  des  éléments  de  X  —  xQ9  orî  en  tirera,  en  passant  aux 
limites, 

(io)  A  =  f  f(x)dx. 

Exemples.  —  Appliquer  la  formule  (io)  aux  courbes  y  =  ax*9 
xy  =  i ,  y  =  6  ,  .... 

En  terminant  cette  Leçon,  nous  allons  faire  connaître  une  pro- 
priété remarquable  des  intégrales  définies  réelles.  Si  Ton  suppose 
f(x)=  <?(x)x(x)>  ?(x)  e^7Xx)  étant  deux  fonctions  nouvelles  qui 
restent  Tune  et  l'autre  continues  entre  les  limites  x  =  x0,  x  =  X,  et 
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dont  la  seconde  conserve  toujours  le  même  signe  entre  ces  limites,  la 

valeur  de  S  donnée  par  l'équation  (i)  de  la  vingt-deuxième  Leçon 
deviendra 

(  -*-(*«  —  *l)cp(.r1)x(*i)H-...-MX  —  tf«-i)?(**-i)x(J?«-i)» 

et  sera  équivalente  à  la  somme 

multipliée  par  une  moyenne  entre  les  coefficients  ç(#0)>  çto)»  •  •  •  • 
?(#»-<)»  ou>  ce  qui  revient  au  même,  par  une  quantité  de  la  forme 
<?(£),  Ç  désignant  une  valeur  de  x  comprise  entre  x0  et  X.  On  aura 
donc 

(12)     S  =  [(^1  —  x0)x(^o)-+-(x,— J7,)x(^i)4-...4-(X  —  ^r,,-i)x(^ii-f)]?(0» 

et  Ton  en  conclura,  en  cherchant  la  limite  de  S, 

Ç  désignant  toujours  une  valeur  de  x  comprise  entre  x0  et  X. 
Exemples.  —  Si  Ton  prend  successivement 

on  obtiendra  les  formules 


(i4)  f  f{x)dx=f{t)f  rfr  =  (X -*.)/(?). 

(i5)       f  nx)dx  =  lf{l)f*^=lf(X)\^, 


X, 
>x  „x 


(16) 


jf/(')^  =  («— )/«— )jf  ï~  =  «— >'Jz^ 


X 
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dont  la  première  coïncide  avec  l'équation  (19)  de  la  vingt-deuxième 
Leçon.  Ajoutons  que  le  rapport  —  dans  la  seconde  formule,  et  le  rap- 

port  — — —  dans  la  troisième,  doivent  être  censés  positifs. 
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VINGT-QUATRIÈME  LEÇON. 

DES   INTÉGRALES   DÉFINIES   DONT   LES    VALEURS   SONT   INFINIES  OU   INDÉTERMINÉES. 
VALEURS   PRINCIPALES    DES   INTÉGRALES   INDÉTERMINÉES. 


Dans  les  Leçons  précédentes,  nous  avons  démontré  plusieurs  pro- 
priétés remarquables  de  l'intégrale  définie 

(i)  f  f{*)dx, 

mais  en  supposant  :  i°  que  les  limites  x0,  X  étaient  des  quantités 
finies,  20  que  la  fonction /(#)  demeurait  finie  et  continue  entre  ces 
mêmes  limites.  Lorsque  ces  deux  espèces  de  conditions  se  trouvent 
remplies,  alors,  en  désignant  par  xi9  a?a,  ...,  #„_,  de  nouvelles 
valeurs  de  x  interposées  entre  les  valeurs  extrêmes  x09  X,  on  a 

(2)        /     f(x)dx=i       %f(x)dx-¥j      f(x)dx+...+         f(x)dx. 

Quand  les  valeurs  interposées  se  réduisent  à  deux,  Tune  très  peu 
différente  de  x0,  et  représentée  par  £0,  l'autre  très  peu  différente  de  X, 
et  représentée  par  £,  l'équation  (2)  devient 

f  f(x)dx=f  f(*)dx+  Tf(X)dx  +  f  f(x)dx, 

et  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

f  f(x)dx  =  tt0-x0)f[x0+90tt0-x0)]  +  ff(x)dx  +  (X-Z)f[i  +  9(X--l)l 

60,  0  désignant  deux  nombres  inférieurs  à  l'unité.  Si,  dans  la  dernière 
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formule,  on  fait  converger  Ç0  vers  la  limite  x0,  et  Ç  vers  la  limite  X,  on 
en  tirera,  en  passant  aux  limites, 

(3)  f  f{x)dx  —  i\m  f  f(x)dx. 

Lorsque  les  valeurs  extrêmes  a?of  X  deviennent  infinies,  ou  lorsque 
la  fonction  /(#)  ne  reste  pas  finie  et  continue  depuis  x  =  x0  jus- 
qu'à x  =  X,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  la  quantité  désignée  par  S 
dans  les  Leçons  précédentes  ait  une  limite  fixe,  et  par  suite  on  ne  voit 
plus  quel  sens  on  doit  attacher  à  la  notation  (i)  qui  servait  à  repré- 
senter généralement  la  limite  de  S.  Pour  lever  toute  incertitude  et 
rendre  à  la  notation  (i),  dans  tous  les  cas,  une  signification  claire  et 
précise,  il  suffit  d'étendre  par  analogie  les  équations  (2)  et  (3)  aux 
cas  même  où  elles  ne  peuvent  plus  être  rigoureusement  démontrées. 
C'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  en  quelques  exemples. 

Considérons,  en  premier  lieu,  l'intégrale 


(4)  j[ 


e*  dx. 


Si  l'on  désigne  par  £0  et  Ç  deux  quantités  variables,  dont  la  première 
converge  vers  la  limite  —  oo,  et  la  seconde  vers  la  limite  00,  on  tirera 
de  la  formule  (3) 


/       exdx=:\[m  f    e*rfj?  =  lim(c^--c5o)  =  c---e~"  = 


Ainsi,  l'intégrale  (4)  a  une  valeur  infinie  positive. 
Considérons  en  second  lieu  l'intégrale 


<s>  /' 


dx 
x 


prise  entre  deux  limites  dont  l'une  est  infinie,  tandis  que  l'autre  rend 
infinie  la  fonction  sous  le  signe  f,  savoir--  En  désignant  par  !;0  et  $ 
deux  quantités  positives,  dont  la  première  converge  vers  la  limite 
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zéro,  et  la  seconde  vers  la  limite  <x>,  on  tirera  de  la  formule  (3) 

x 

5. 


/*  ri t*  /*    rit*  £  r*\ 

—  =  lim  /    —  =  lim  1  ~  =  1  —  =  oo. 


Ainsi  l'intégrale  (5)  a  encore  une  valeur  infinie  positive. 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  si  la  variable  x  et  la  fonction /(a?) 
restent  finies  l'une  et  l'autre  pour  une  des  limites  de  l'intégrale  (t), 
on  pourra  réduire  la  formule  (3)  à  l'une  des  deux  suivantes  : 

f    f(x)dx  — lim  f   f(x)dxf  I    f(x)dx  —  l\tn  f    f(x)dx. 

On  tirera  en  particulier  de  ces  dernières 

/     e* dx  -=.  e*  —  er*  =  i,  /     ex  dx  =  e~  —  e°  =  oc, 

r   dx       ,  C dx       .. 

j_i-=lo  =  -oc>  j    -  =  !*  =  -• 


Considérons  maintenant  l'intégrale 


(8) 


r+tdx 


dans  laquelle  la  fonction  sous  le  signe  f ,  savoir  ->  devient  infinie 

pour  la  valeur  particulière  x  =  o  comprise  entre  les  limites  x  =  —  i, 
x  =  -h  i.  On  tirera  de  la  formule  (2) 

,  x  r+ldx      r°dx      rxdx 

(9)  I         _-—/_.  4-   /      _.—  —  oo -+-OO. 


La  valeur  de  l'intégrale  (8)  parait  donc  indéterminée.  Pour  s'assurer 
qu'elle  l'est  effectivement,  il  suffit  d'observer  que,  si  l'on  désigne 
par  e  un  nombre  infiniment  petit,  et  par  jx,  v  deux  constantes  posi- 
tives, mais  arbitraires,  on  aura,  en  vertu  des  formules  (6), 

,    x  r°dx     ..     ç~%*dx         r'dx     _.     rxdx 

(10)  /    — r=hm/        — ,  /    — =  hm  1 


(12) 
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Par  suite,  la  formule  (9)  deviendra 

<■■»  r,T--(o+£,*)=-(,'-,ii)=* 

et  fournira  pour  l'intégrale  (8)  une  valeur  complètement  indéter- 
minée,  puisque  cette  valeur  sera  le  logarithme  népérien  de  la  con- 
stante arbitraire  -• 

Concevons  à  présent  que  la  fonction  /(ce)  devienne  infinie  entre 
les  limites  x  =  x0,  x  =  X9  pour  les  valeurs  particulières  de  x  repré- 
sentées par  xS9  x29  . .'. ,  xm.  Si  Ton  désigne  par  e  un  nombre  infini- 
ment petit,  et  par  |x|t  v|f  u2t  v2,  . . . ,  fxm,  vm  des  constantes  positives, 
mais  arbitraires,  on  tirera  des  formules  (2)  et  (3) 

I     f(x)dx=  I      f(x)dx-hl      f(x)dx-h.. .-+-  j     f(x)dx 


=  1 


f  f(x)dx-\-l  f(x)dx-\-. .  .4-  /  f(x)dx\ 


Si  les  limites  #0,  X  se  trouvaient  elles-mêmes  remplacées  par  —oc 
et  -1-  qo,  on  aurait 

(i3)       /       f{x)dx  —  \\m\    I  /(x)dx-hj  f(x)  dx  -+-. .  .4-  /  f(x)dx 

1—       efj. 

[x,  v  désignant  deux  nouvelles  constantes  positives,  mais  arbitraires. 
Ajoutons  que,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (i3),  on  devra 

rétablir  X  à  la  place  de  —  ou  x0  à  la  place  de ?  si  des  deux  quan- 
tités x09  X  une  seule  devient  infinie.  Dans  tous  les  cas,  les  valeurs 
des  intégrales 

(i4)  f  f(*)dx9      f      f{œ)dx9 

déduites  des  équations  (12)  et  (i3),  pourront  être,  suivant  la  nature 
de  la  fonction /(a?),  ou  des  quantités  infinies,  ou  des  quantités  finies 
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et  déterminées,  ou  des  quantités  indéterminées  qui  dépendront  des 
valeurs  attribuées  aux  constantes  arbitraires  p.,  v,  |jl|9  v,,  . . . ,  p./n,  v^. 
Si,  dansles  formules (12)  et  (i3),  on  réduit  à  l'unité  les  constantes 
arbitraires  p.  v,  p,,  v,,  ...,  \lm9  vm9  on  trouvera 

f{x)dx-\\m  \  f(x)dx-hf         f(x)dx  +  ...+  i        f(x)dx\, 

(16)       /       /(*)</*  mlim      /         f(x)dx+t         f(x)dx-h...-h  f(x)dx\. 

•'-«  1-1  •/ri  +  «  •/»*.+ e  I 

Toutes  les  fois  que  les  intégrales  (i4)  deviennent  indéterminées,  les 
équations  (i5)  et  (16)  ne  fournissent  pour  chacune  d'elles  qu'une 
valeur  particulière  à  laquelle  nous  donnerons  le  nom  de  valeur  prin- 
cipale. Si  Ton  prend  pour  exemple  l'intégrale  (8)  dont  la  valeur  géné- 
rale est  indéterminée,  on  reconnaîtra  que  sa  valeur  principale  se 
réduit  à  zéro. 


tï*Qfm 
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VINGT-CINQUIÈME  LEÇON. 


INTÉGRALES  DÉFINIES  SINGULIÈRES. 


Concevons  qu'une  intégrale  relative  à  xf  et  dans  laquelle  la  fonc- 
tion sous  le  signe  j  est  désignée  par  f(x)9  soit  prise  entre  deux 
limites  infiniment  rapprochées  d'une  certaine  valeur  particulière  a 
attribuée  à  la  valeur  x.  Si  cette  valeur  a  est  une  quantité  finie,  et  si 
la  fonction /(a?)  reste  finie  et  continue  dans  le  voisinage  de  x  =  a, 
alors,  en  vertu  de  la  formule  (19)  (vingt-deuxième  Leçon),  l'intégrale 
proposée  sera  sensiblement  nulle;  mais  elle  pourra  obtenir  une  valeur 
finie  différente  de  zéro,  ou  même  une  valeur  infinie,  si  l'on  a 

a  =±00        ou  bien       /(a)  =±00. 

Dans  ce  dernier  cas,  l'intégrale  en  question  deviendra  ce.  que  nous 
appellerons  une  intégrale  définie  singulière.  Il  sera  ordinairement 
facile  d'en  calculer  la  valeur  à  l'aide  des  formules  (i5)  et  (16)  de 
la  vingt-troisième  Leçon,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Soient  e  un  nombre  infiniment  petit  et  (x,  v  deux  constantes  posi- 
tives, mais  arbitraires.  Si  a  est  une  quantité  finie,  mais  prise  parmi 
les  racines  de  l'équation  /(x)  =  ±  oo,  et  si  f  désigne  la  limite  vers 
laquelle  converge  le  produit  (x  —  a)f(x),  tandis  que  son  premier 
facteur  converge  vers  zéro,  les  valeurs  des  intégrales  singulières 


f  f(x)dx,      f        f(x)dx 
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seront  à  très  peu  près  [en  vertu  de  la  formule  (i6)f  vingt-troi 
sième  Leçon] 

(i)  /  f(x)dx  =  î\p. 


a  —  e 


(2)  f  /(X)dx  =  î\lv 

Si  Ton  suppose  au  contraire  a  =  ±  »,  en  appelant  f  la  limite  vers 
laquelle  converge  le  produit  xf(x)%  tandis  que  la  variable  x  con- 
verge vers  la  limite  ±oc,  on  aura  sensiblement  [vingt-troisième  Leçon, 

équation  (i5)] 

-.1 

(3)  f     f(x)dx  =  U^ 

(4)  f  V /(*)**  =  "£• 


Il  est  essentiel  d'observer  que  la  limite  du  produit  (x  —  a)f(x)  ou 
x/(x)  dépend  quelquefois  du  signe  de  son  premier  facteur.  Ainsi, 

par  exemple,  le  produit  x(x2  -+-  xk)  *  converge  vers  la  limite  -m  ou 
—  i,  suivant  que  son  premier  facteur,  en  s'approchant  de  zéro,  reste 
positif  ou  négatif.  11  suit  de  cette  remarque  que  la  quantité  désignée 
par  f  change  quelquefois  de  valeur  dans  le  passage  de  l'équation  (i) 
à  l'équation  (2),  ou  de  l'équation  (3)  à  l'équation  (4). 

La  considération  des  intégrales  définies  singulières  fournit  le  moyen 
de  calculer  la  valeur  générale  d'une  intégrale  indéterminée,  lorsqu'on 
connaît  sa  valeur  principale.  En  effet,  soit 

(5)  f  f(x)dx 

l'intégrale  dont  il  s'agit,  et  concevons  que,  en  admettant  les  notations 
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de  la  Leçon  précédente,  on  fasse 

f  /(x)dx-h  I  f(x)dx+..  .4-  /  f(x)dx9 

x.  •/r.+  ev,  ^rm  +  iv,, 

f  /(x)dx-hf  f(x)dx+...+  j  f{x)dx. 

Soient,  en  outre,  A  =  HmE  la  valeur  générale  et  B  =  limF  la  valeur 
principale  de  l'intégrale  (5).  La  différence  A  —  B  =  lim(E  —  F)  sera 
équivalente  à  la  somme  des  intégrales  singulières 


f  f(x)dx9 

/  f(x)dx, 


'    (8)  {    /•^-•m 


/      /(* 


)dx, 


/  f(x)dx, 

Jxm+*vm 

c'est-à-dire  à  la  limite  dont  s'approche  la  somme  des  intégrales  (8), 
tandis  que  £  décroit  indéfiniment.  De  plus,  si  l'on  désigne  par  f|f 
f2,  . . . ,  ïm  les  limites  vers  lesquelles  convergent  les  produits 

(x  —  xx)f(x),    {x  —  x%)f(x)$     ...,     (x  —  xm)f(x), 

tandis  que  leurs  premiers  facteurs  convergent  vers  zéro,  et  si  ces 
limites  sont  indépendantes  des  signes  de  ces  premiers  facteurs,  on 
trouvera  que  la  somme  des  intégrales  (8)  se  réduit  sensiblement  a 

(9)  f.ig+r1iÇ+...+f.iÇ=. 

Lorsqu'on  a*,  =  «,  ou  xm  =  X,  la  différence  A  —  B  comprend  une 
intégrale  singulière  de  moins,  savoir  la  première  ou  la  dernière  des 
intégrale?  (8). 


118    RÉSUMÉ  DES  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

Lorsqu'on  suppose  xQ=  —  oo,  X  =  4-  <x>,  les  équations  (6)  et  (7) 
doivent  être  remplacées  par  celles  qui  suivent  : 

f(x)dx+l  f(x)dx  +  ...+-  J  f{x)dxf 

1_  "  X,  -I-  ev,  J xm  ■+■  tvm 

1 

f(x)dx-t-  f  f(x)dx +...+  j  f(x)dx. 


Dans  la  même  hypothèse,  il  faut  aux  intégrales  (8)  ajouter  les  deux 
suivantes 

f(x)dx,     j      f(x)dx, 

dont  la  somme  sera  sensiblement  équivalente  à  l'expression 

(i3)  fl^, 

v 

si  le  produit  xf{x)  converge  vers  la  limite  f,  tandis  que  la  variable  x 
converge  vers  Tune  des  deux  limites  —00,  -4-00.  Si  une  seule  des 
deux  quantités  œ0,  X  devenait  infinie,  il  ne  faudrait  conserver  dans 
la  différence  A  —  B  qu'une  seule  des  intégrales  (12). 

Lorsque  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  e,  et  pour  des  valeurs 
finies  ou  infiniment  petites  des  coefficients  arbitraires  |x,  v,  jx, ,  v, , . . .  t 
[*•«»  vm»  'es  intégrales  singulières  (8)  et  (12),  ou  du  moins  quelques- 
unes  d'entre  elles,  obtiennent  ou  des  valeurs  infinies,  ou  des  valeurs 
finies,  mais  différentes  de  zéro,  les  intégrales 


/     f(x)dx,      j        f(x)dx 


sont  évidemment  infinies  ou  indéterminées.  C'est  ce  qui  arrive  toutes 
les  fois  que  les  quantités  f,,  f2,  ...,  fm  ne  sont  pas  simultanément 
nulles.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  et  il  pourrait  arriver  que, 
ces  quantités  étant  nulles  toutes  à  la  fois,  les  intégrales  (8)  et  (12), 
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ou  du  moins  quelques-unes  d'entre  elles,  obtinssent  des  valeurs  finies 
différentes  de  zéro  pour  des  valeurs  infiniment  petites  des  coeffi- 
cients (x,  v,  (x,,  v«,  . ..,  [xTO,  vro.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend 

f(x)  =  —r—>  le  produit  x/(x)  s'évanouira  pour  x  =  o,  et  cependant 

CC  1  «2? 

l'intégrale  singulière 

J     x\x~~    \        le/ 

cessera  de  s'évanouir  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  v. 

Lorsque  les  intégrales  singulières  comprises  dans  ia  différence  A—  B 
s'évanouissent  toutes  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  e9  quelles 
que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  finies  ou  infiniment  petites  attribuées 
aux  coefficients  fx,  v,  fx,,  v,,  . . . ,  |xOT,  vro,  on  est  assuré  que  la  valeur 
générale  de  l'intégrale  (5)  se  réduit  à  une  quantité  finie  et  déter- 
minée. Soit  en  effet,  dans  cette  hypothèse,  S  un  nombre  très  petit, 
et  supposons  e  choisi  de  manière  que,  pour  des  valeurs  de  [x,  v,  [xM 
v|f ...,  jxm,  vm  inférieures  à  l'unité,  chacune  des  intégrales  (8)  et  (12) 

ait  une  valeur  numérique  inférieure  à  —. r§.  La  valeur  approchée 

de  B,  représentée  par  F,  sera  une  quantité  finie  qui  ne  contiendra 
plus  rien  d'arbitraire;  et,  si  l'on  attribue  aux  coefficients  jx,  v,  |xf, 
v,  ...,  (xm,  vm  des  valeurs  infiniment  petites,  E  s'approchera  indéfi- 
niment de  A,  en  demeurant  compris  entre  les  limites  F—  S,  F -4-  S. 
A  sera  donc  compris  entre  les  mêmes  limites,  et  par  conséquent  on 
pourra  trouver  une  quantité  finie  F  qui  diffère  de  A  d'une  quantité 
moindre  qu'un  nombre  donné  S.  On  doit  en  conclure  que  la  valeur 
générale  A  de  l'intégrale  (5)  sera,  dans  l'hypothèse  admise,  une 
quantité  finie  et  déterminée. 

Des  principes  que  nçus  venons  d'établir  on  déduit  immédiatement 
la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Pour  que  la  valeur  générale  de  V intégrale  (1)  soit  finie 
et  déterminée,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  celles  des  intégrales  singu- 
lières (8)  et  (12)  qui  se  trouvent  comprises  dans  la  différence  A  —  B  se 
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réduisent  à  séro,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  e,  quelles  que 
soient  d'ailleurs  les  valeurs  finies  ou  infiniment  petites  attribuées  aux 
coefficients  p,  v,  p,,  v|9  . . .  v  (xm,  vm. 

Exemple.  —  Soit  ^y- ^  une  fonction  rationnelle.  Pour  que  l'inté- 
grale  /      „,\dx  conserve  une  valeur  finie  et  déterminée,  il  sera 

nécessaire  et  il  suffira  :  i°  que  l'équation  F(a?)  =  o  n'ait  pas  de 
racines  réelles;  2°  que  le  degré  du  dénominateur  ¥(x)  surpasse, 
au  moins  de  deux  unités,  le  degré  du  numérateur  f(x). 


***m 
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VINGT-SIXIEME  LEÇON 

INTÉGRALES   INDÉFINIES.' 


Si,  dans  l'intégrale  définie  /   /(#)  dx,  on  fait  varier  l'une  des  deux 

limites,  par  exemple  la  quantité  X,  l'intégrale  variera  elle-même  avec 
cette  quantité;  et,  si  l'on  remplace  la  limite  X  devenue  variable  para:, 
on  obtiendra  pour  résultat  une  nouvelle  fonction  de  xt  qui  sera  ce 
qu'on  appelle  une  intégrale  prise  à  partir  de  Y  origine  x  =  x0.  Soit 

(i)  §(x)  =  f  f(x)dx 

cette  fonction  nouvelle.  On  tirera  de  la  formule  (19)  (vingt-deuxième 
Leçon) 

(2)  $(x)  =  (x  —  x0)f[x0-hd(x  —  x0)],        £(x0)  =  o9 

0  étant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  et  de  la  formule  (7)  (vingt- 
troisième  Leçon) 


,x+a  ,yx  •tx+a 


OU 


I         f(x)dx—l    f(x)dx=zt         f(x)dx  =  <xf(x-+-6ct) 


(3)  £(*?-*- a)  —  g(x)  =  <xf(x  +  9<x). 

Il  suit  des  équations  (2)  et  (3)  que,  si  la  fonctionna?)  est  finie  et 
continue  dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  attribuée  à  la 
variable  x,  la  nouvelle  fonction  $(x)  sera  non  seulement  finie,  mais 
encore  continue  dans  le  voisinage  de  cette  valeur,  puisqu'à  un  accrois- 
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sèment  infiniment  petit  de  x  correspondra  un  accroissement  infini- 
ment petit  de  §(x).  Donc,  si  la  fonction  /(x)  reste  finie  et  continue 
depuis  x  =  x0  jusqu'à  x  =  X,  il  en  sera  de  même  de  la  fonction  §{x). 
Ajoutons  que,  si  Ton  divise  par  a  les  deux  membres  de  la  formule  (3), 
on  en  conclura,  en  passant  aux  limites, 

(4)  $'(*)  =/(*). 

Donc  l'intégrale  (i),  considérée  comme  fonction  de  x,  a  pour  dérivée 
la  fonction  /(x)  renfermée  sous  le  signe  C  dans  cette  intégrale.  On 
prouverait  de  la  même  manière  que  l'intégrale 


f(x)dx  =  —  I    f(x)dx, 


considérée  comme  fonction  de  x,  a  pour  dérivée  —f(x).  On  aura 
donc 


(5) 


£if  f(*)dx=f(x)         et         ^f  f(x)dx  =  -f(x). 


Si  aux  diverses  formules  qui  précèdent  on' réunit  l'équation  (6)  de 
la  septième  Leçon,  il  deviendra  facile  de  résoudre  les  questions  sui- 
vantes. 

Problème  I.  —  On  demande  une /onction  u(x)  dont  la  dérivée  xs'(x) 
soit  constamment  nulle.  En  d'autres  termes,  on  propose  de  résoudre 
l'équation 

(6)  bj'(^)=o. 

Solution.  —  Si  l'on  veut  que  la  fonction  u(x)  reste  finie  et  con- 
tinue depuis  x  =  —  qo  jusqu'à  x  =  -f-  oo,  alors,  en  désignant  par  x0 
une  valeur  particulière  de  la  variable  x,  on  tirera  de  la  formule  (6) 
(septième  Leçon) 

w(x)  —  tn(x0)  =  (a?  —  x0)vs'[x0-h  0(x  —  x0)]z=o 

et,  par  suite, 

(7)  m  x   =Gj(#0), 
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ou,  si  Ton  désigne  par  c  la  quantité  constante  rs(x0)9 

(8)  cj(^)=c. 

Donc  alors  la  fonction  zs(x)  devra  se  réduire  à  une  constante  et  con- 
server la  même  valeur  c,  depuis  x  =  —  oo  jusqu'à  x  =  <x>.  On  peut 
ajouter  que  cette  unique  valeur  sera  entièrement  arbitraire,  puisque 
la  formule  (8)  vérifiera  l'équation  (6),  quel  que  soit  c. 

Si  Ton  permet  à  la  fonction  n(a?)  d'offrir  des  solutions  de  conti- 
nuité correspondantes  à  diverses  valeurs  de  x,  et  si  l'on  suppose  que 
ces  valeurs  de  x,  rangées  dans  leur  ordre  de  grandeur,  soient  repré- 
sentées par xK9  x29  . ..,  xm$  alors  l'équation  (7)  devra  subsister  seu- 
lement depuis  x  =  —  oo  jusqu'à  x  =  xl9  ou  depuis  x  =  xK  jusqu'à 
x  =  x29  . . . ,  ou  enfin  depuis  x  =  xm  jusqu'à  x  =  -+-  00,  selon  que  la 
valeur  particulière  de  x  représentée  par  x0  sera  comprise  entre  les 
limites  —  qo  et  x{9  ou  bien  entre  les  limites  x%  et  x29  . ..,  ou  enfin 
entre  les  limites  xm  et  00.  Par  conséquent,  il  ne  sera  plus  nécessaire 
que  la  fonction  u(x)  conserve  la  même  valeur  depuis  x  =  —  qo  jus- 
qu'à x  =  -+-  qo,  mais  seulement  qu'elle  demeure  constante  entre  deux 
termes  consécutifs  de  la  suite 

00,  X\9         Xf,  .    .    .  ,  X mf  4"  00. 

C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  Ton  prend 

C0-+-Cm         C—C0        X  —  Xx              C\—C\        x  —  xf 
t3{X)  = 1 .  -  =  H .  =z  -1-  •  .  . 

2  2     ^(x  —  Xi)1        a     \/{x  —  xty 

(9)  { 


\l{x  —  xmy 


c0>  ci9c29  . . . ,  cm  désignant  des  quantités  constantes,  mais  arbitraires. 
En  effet,  dans  ce  cas,  la  fonction  xs{x)  sera  constamment  égale  à  c0 
entre  les  limites  x  =  —  qo,  x  =  xi;  a  c,  entre  les  limites  x  =  xK9 
x  =  x29  ...  ;  enfin  à  cm  entre  les  limites  x  =  xm9  a?  =  00. 

Si  l'on  veut  que  xs{x)  se  réduise  à  c0  pour  des  valeurs  négatives, 

QEuvret  de  C.  —  S.  H,  t.  IV.  20 


% 
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et  à  ct  pour  des  valeurs  positives  de  x,  il  su  (Tira  de  prendre 

(10)  TB(X)  = 1 


\[x~* 


Problème  II.   —    Trouver  la  valeur  générale  de  y  propre  à  vérifier % 

l'équation 

* 
(ii)  dy  ~f(x)dx. 

Solution.  —  Si  l'on  désigne  par  F(x)  une  valeur  particulière  de 
l'inconnue  y,  et  par  ¥(x)-hn(x)  sa  valeur  générale,  on  tirera  de 
la  formule  (i  i),  à  laquelle  ces  deux  valeurs  devront  satisfaire, 

F'(*)  =/(*),        F'(*)  +  w'(x)  =/{x) 

et,  par  suite, 

xs'(x)  =  0. 

D'ailleurs,  il  résulte  de  la  première  des  équations  (5)  qu'on  satisfait 

à  la  formule  (i  i)  en  prenant  y  =  f  f(x)  dx.  Donc  la  valeur  générale 
dey  sera 

(12)  y  —  \  /(^)^+,i,('r)> 

vs(x)  désignant  une  fonction  propre  à  vérifier  l'équation  (6).  Cette 
valeur  générale  de  y,  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  l'inté- 
grale (1)  et  qui  conserve  la  même  forme,  quelle  que  soit  l'origine  x9 
de  cette  intégrale,  est  représentée  dans  le  calcul  par  la  simple  nota- 
tion j  f(x)dx,  et  reçoit  le  nom  d'intégrale  indéfinie.  Cela  posé,  la  for- 
mule (1 1)  entrainc  toujours  la  suivante 

('3)  y=f/(x)dx, 

et  réciproquement,  en  sorte  qu'on  a  identiquement 
(«4)  dff(*) dx  =/(•*) dx- 

Si  la  fonction  ¥(x)  diffère  de  l'intégrale  (1),  la  valeur  générale  de  y. 
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ou  f/(x)  dx9  pourra  toujours  être  présentée  sous  la  forme 

(i5)  '       ff(x)dx  =  F(x)-hv(x), 

et  devra  se  réduire  à  l'intégrale  (i),  pour  une  valeur  particulière 
de  u(x)  qui  vérifiera  en  même  temps  l'équation  (6)  et  la  suivante  : 

(16)  $(x)  =  Ç  f(x)dx=iF{x)-hv3(x). 

Si,  de  plus,  les  fonctions  /(x)  et  ¥(x)  sont  l'une  et  l'autre  continues 
entre  les  limites  x  =  x0,  x  =  X,  la  fonction  S{x)  sera  elle-même  con- 
tinue, et  par  suite  u(x)  =  é(x)  —  F(x)  conservera  constamment  la 
même  valeur  entre  ces  limites,  entre  lesquelles  on  aura 

i(x)  -  F(x)  =  i(x0)  -  F(a?0)  =  -  F(^o),        $(*)  =  ¥(x)  -  F(-re), 

(17)  f  f(x)dx  =  F(x)-F(x0).  : 

Enfin,  si  dans  l'équation  (17)  on  pose  x  =  X,  on  trouvera 

(18)  f  f(x)dx  =  F(\)-F(x0). 

Il  résulte  des  équations  (i5),  (17)  et  (18)  que,  étant  donnée  une 
valeur  particulière  F(a?)  de  y9  propre  à  vérifier  la  formule  (n)>  on 
peut  en  déduire  :  i°  la  valeur  de  l'intégrale  indéfinie    C/(x)dx; 

20  celles  des  deux  intégrales  définies  /    f(x)dx9   f   f(x)dx9  dans 

le  cas  où  les  fonctions /(a?),  ¥(x)  restent  continues  entre  les  limites 
de  ces  deux  intégrales. 

Exemple.  —  Comme  on  vérifie  l'équation  dy  = -  en  prenant 

y  =  arc  tango? ,  et  que  les  deux  fonctions p  arc  tango?  restent 

finies  et  continues  entre  les  limites  x=  —  00,  a?  =  oo,  on  tirera  des 
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formules  (i5),  (17)  et  (18) 


/dx  .  r     dx 

t  ^  xt  =  afc  tang.*  -4-  w(x),        J    ——^  r=arctang.r, 

;  ït^  =  4=0'785"' 

Afo/a.  —  Lorsque  dans  l'équation  (17)  on  veut  étendre  la  valeur 
de  x  au  delà  d'une  limite  qui  rend  la  fonction  /(x)  discontinue,  il 
faut  ordinairement  ajouter  au  second  membre  une  ou  plusieurs  inté- 
grales singulières. 

Exemple.  —  Gomme  on  satisfait  à  l'équation  dy  =  —  en  prenant 

y  =  ï  1#2,  si  l'on  désigne  par  e  un  nombre  infiniment  petit,  et  par  fx,  v 
deux  coefficients  positifs,  on  trouvera,  pour  x  <  o, 

jf*^  =i|*»- il.  =  *!*«, 
et,  poura:>o, 


jr.T=r**jc  ?-*'-♦—! 


=»'-+r**i> 
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VINGT-SEPTIÈME  LEÇON. 

PROPRIÉTÉS   DIVERSES   DBS   INTÉGRALES   INDÉFINIES.    MÉTHODES   POUR   DÉTERMINER 

LES   VALEURS   DE   CES  MÊMES    INTÉGRALES. 


D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  Leçon  précédente,  l'intégrale  indé- 
finie 

(i)  ff(x)dx 

n'est  autre  chose  que  la  valeur  générale  de  l'inconnue  y  assujettie  à 
vérifier  l'équation  différentielle 

(a)  dy—f{x)dx. 

De  plus,  étant  donnée  une  valeur  particulière  f(x)  de  la  même 
inconnue,  il  suffira,  pour  obtenir  la  valeur  générale,  d'ajouter  à  F(a?) 
une  fonction  u(x)  propre  à  vérifier  l'équation  zj'(x)  =  o,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  une  expression  algébrique  qui  ne  puisse  admettre 
qu'un  nombre  fini  de  valeurs  constantes,  dont  chacune  subsiste  entre 
certaines  limites  assignées  à  la  variable  x.  Pour  abréger,  nous  dési- 
gnerons dorénavant  par  la  lettre  e  une  expression  de  cette  nature,  et 
nous  l'appellerons  constante  arbitraire,  ce  qui  ne  voudra  pas  dire 
qu'elle  doive  toujours  conserver  la  même  valeur,  quel  que  soit  x. 
Cela  posé,  on  aura 

(3)  //(*) dx  =  F(x)  +  a- 

Quand  on  remplace  la  fonction  ¥(x)  par  l'intégrale  définie  /  /(x)  dx, 
qui  est  elle-même  une  valeur  particulière  de  y,  la  formule  (3)  se 
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réduit  à 

(4)  ff(x)dx=f  /(*)tfc  +  8. 

En  étendant  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  l'intégrale  (i)  au 
cas  où  la  fonction /(a?)  est  supposée  imaginaire,  on  reconnaîtra  faci- 
lement que,  dans  cette  hypothèse,  les  équations  (3)  et  (4)  subsistent 
encore.  Seulement,  la  constante  arbitraire  G  devient  alors  imagi- 
naire en  même  temps  que  f(x)9  c'est-à-dire  qu'elle  prend  la  forme 
©,  -hQ2\J—  i,  G,  et  e2  désignant  deux  constantes  arbitraires,  mais 
réelles. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  importe  d'observer  qu'en  formant  la 
somme  ou  la  différence,  ou  même  une  fonction  linéaire  quelconque 
de  deux  ou  de  plusieurs  constantes  arbitraires,  on  obtient  pour 
résultat  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Plusieurs  propriétés  remarquables  des  intégrales  définies  se  dé- 
duisent facilement  de  l'équation  (4)  combinée  avec  les  formules  (i3) 
(vingt-deuxième  Leçon) et(2),  (3),  (4)t  (5) (vingt-troisième  Leçon). 
En  efTet,  si,  après  avoir  remplacé  X  par  x  dans  les  deux  membres  de 
chacune  de  ces  formules,  on  ajoute  aux  intégrales  qu'ils  renferment 
des  constantes  arbitraires,  on  trouvera,  en  désignant  par  a,  6,  c,  . . . 
des  constantes  supposées  connues,  et  par  u9  p,  w9  . . .  des  fonctions  de 
la  variable  x9 

(  5  )  J  au  dx  =  a  J  u  dx9 

J(u  +  «'  +  «'  +  ..  ,)dx  —  fudx  -+-Jvdx  -hfwdx  -h. . ., 

J(  u  —  v)  dx  =  f  u  dx  — Çv  dx9 

(6)     l 

J(ou  -\-bv  -J-cw-i-. .  .)dx  —  afudx  -f-  b J  v  dx  -+-  c  fwdx  -\- . . ., 

j  (  u  -h  v  y/— i)  dx  =fu  dx  -+-  y/—  i  fv  dx. 

Ces  équations  subsistent  dans  le  cas  même  où  a,  b9  c9  ... ,  u9  v9 
w9  ...  deviennent  imaginaires. 

Intégrer  la  formule  différentielle  /(x)  dx9  ou,  en  d'autres  termes, 
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intégrer  l'équation  (2),  c'est  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  indéfinie 
J/(x)dx.  L'opération  par  laquelle  on  y  parvient  est  une  intégration 
indéfinie.  Vintégration  définie  consisterait  à  trouver  la  valeur  d'une 

f(x)dx.  Nous  allons  maintenant  faire 

connaître  les  quatre  principales  méthodes  à  l'aide  desquelles  on  peut 
effectuer,  dans  certains  cas,  la  première  de  ces  deux  opérations. 

Intégration  immédiate.  —  Lorsque  dans  la  formule  f(x)dx  on 
reconnaît  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  déterminée  F(#),  la 
valeur  de  l'intégrale  indéfinie  ff(x)  se  déduit  immédiatement  de 
l'équation  (3).  On  étend  le  nombre  des  cas  auxquels  cette  espèce 
d'intégration  est  applicable,  en  observant  que  les  facteurs  constants 
renfermés  dans  f(x)  peuvent  être  placés  à  volonté  en  dedans  ou  en 
dehors  du  signe  J  [voir  l'équation  (5)]. 

Exemples  : 

J  adx=iax  H-  G,         /  (a  4-  i)xadx  =  x*-*~l  -+-  G,        J  xadx= h  8, 

/xdx=  -x*-\-  Q,  I  —  z=z h  G, 

2  '         J    x*  x 

/dx  1  f*dx  /— 

/dx       i,    ,      .  C    àx  _ 

_  =  -l*»+S,         J7-r^=arctang*4-G, 


/dx      __ 
s/T=x~*~~ 


=  arc  sma?  +  8=8+  -  tt  —  arc  cosor, 

2 


A* 

1A 


fe*dx  =  ex+e,  Çk*\kdx  =  kx+e,  fk'dx  — 

I  cosx dx  =  sinx  -+-  G,  /  sinxdx=  —  cos.r -+-  G, 

/dx   *  _  r   dx  _ 

— =—  =  tangx  4-  G,  /    .  .     =—  cota:  4-  G. 

cos'a:  °  J   sin'.r 

Intégration  par  substitution.  —  Concevons  qu'à  la  variable  x  on 
substitue  une  autre  variable  z  liée  à  la  première  par  une  équation  de 
laquelle  on  tire  s  =  <f(x)  et  x  =  yj(^z).  La  formule  (2)  se  trouvera 
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remplacée  par  la  suivante  : 

(7)  dy  =  f[X(z)]y:(z)dS. 

Si  Ton  fait,  pour  abréger,  /[x,(5)]x  (s)  =  f(5)»  'a  va'eur  générale 
de  y  tirée  de  l'équation  (7)  sera  représentée  par  l'intégrale  indéfinie 
/  ((z)dz.  D'ailleurs,  cette  valeur  générale  doit  coïncider  avec  l'inté- 
grale (1).  Donc,  si,  en  vertu  de  la  relation  établie  entre  x  et  z%  on  a 
identiquement 

(8)  f(x)dx  =  f(z)dz, 

on  en  conclura 

(9)  ff(x)dx=zf((z)dz. 

Supposons  maintenant  que  la  valeur  deff(z)dz  soit  donnée  par  une 
équation  de  la  forme 

(10)  fttz)dz  =  ${z)  +  e; 

on  tirera  de  cette  équation 

(11)  f/(x)dx  =  g[?(x)]-h€. 

Exemples.  —  En  admettant  la  formule  (10)  et  posant  successive- 
ment 

X 

x±a  =  zf         ax  =z  z,      —1=5,         x*  -h  a1  =5, 

'a 

\x  =  z9        ex=zy        sinx:=5,         cosx  =  js, 

on  tirera  de  la  formule  (11)  combinée  avec  l'équation  (5) 

ff(x±a)dx  =  Hx±a)  +  e, 
\\ax)dx=  - $(ax)  -+-  S, 


/'(:)"=■'(:) 


■+"    ©, 


fxf(x*-i-a%)dx=  -3(x*-±-  a1)  -4-  G, 
fxa~lf(x«)dx  =  i£(a?a)  -h  G, 
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/,.     dx       *.  _ 

f  J  a;  — r  =zj\x  -f-  G, 

Je*  f  (e*)  dx  =  S{ex)  -f-  G, 
fcosx  ((s\nx)dx  =  éf(sin.r)  -h  S, 
rsin^f(cosj?)^  =  — #(cosj:)  4-  G. 

Ces  dernières  formules  étant  combinées  à  leur  tour  avec  celles  qui 
résultent  de  l'intégration  immédiate,  on  trouvera 

f-^-  =  ~\(x  -a)»4-  G, 

J  x  —  a       a 

(j:  —  a)"1  ~~ """.(//*  —  i){x  —  a)'n-1  "*"  w' 

r— r  =  -  arc  tang(a,r  )  h-  G, 

i  -h  a*  a?*       a 

-  =  -arc  tang — h  G, 


/dx      i       /*  ûf.r        i 

/x  dx  i  •  /    .         «v       ,-» 

— =-1(^  +  ^)4-3, 

/    - -- =  s/x*  -h  a*  -f-  S, 


*-**  dx  — e~ax  -t-  G , 


I  eax  dx  —  -  eax  +  Q,  f 

/cosaxdx  ■=  -sinax  -+-  G,  /  sinax*/j?  = cosa.r  -h  G, 

r~  rfx = -  (i*)»+ g,  T-4^- = «j? + ©, 

J    J  2  J   x\x 

r     dx  .  —  i  _  r  exdx  .  ^      o 

J  x(ix)'»        (m  —  i){\x)'"-1  '  J   e"+i  r 

/s\nxdx           i           ^                      _           fcosx  dx               i  ^ 
« —  z= h  G  —  sécx  -+-  G,           /   .— —  = : r  G. 
cos*^         cosx                                         j      sur  .r              smu- 

Intégration  par  décomposition.  —  Cette  espèce  d'intégration  s'ef- 
fectue  à  l'aide  des  formules  (6),  lorsque  la  fonction  sous  le  signe  j 
peut  être  décomposée  en  plusieurs  parties  de  telle  manière  que 
chaque  partie,  multipliée  partir,  donne  pour  produit  une  expression 
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facilement  intégrable.  Elle  s'applique  particulièrement  au  cas  où  la 
fonction  sous  le  signe  f  se  réduit,  soit  à  une  fonction  entière,  soit  il 
une  fraction  rationnelle. 

Exemples  : 

C        dx         Ç%\\\*x  -f-  cos*J7  , 

J  sin,J?cos,x      J      sin'-rcos1^ 

/dx  C   dx 
; H  /  — -i—  =  tang.r  —  cotj^ 
cos-x      J  sm'jc  ° 

/  (a  4-  b x  4-  c xl  4- . .  .  )  dx  =  a  f  dx  4-  b  jx  dx  4-  c  f  x*dx  4- 


x*         .rs 


=r  ff/  4-  & hC-r  4-...4-C. 

Intégration  par  parties.  —  Soient  m  et  v  deux  fonctions  différentes 
de  ir,  et  u',  v'  leurs  dérivées  respectives,  uv  sera  une  valeur  particu- 
lière de  y,  propre  à  vérifier  l'équation  différentielle 

dy  =  u  dv  4-  v  du  =  uv'  dx  4-  vu'  dx, 

de  laquelle  on  tirera  généralement 

y  -r-  i/i»  4-  S  z=z  Ç  uv'  dx  4-  /  eu'  dx  —  J  u  dv  -h  f  v  du, 

et,  par  suite, 

j  u  dv  —  uv  —  (   l  v  du  —  S  ), 

ou,  plus  simplement, 

(12)  j  u  dv  =  uv  —  f  v  du, 

la  constante  arbitraire  —  3  pouvant  être  censée  comprise  dans  l'inté- 
grale fvdu. 

Exemples  : 

l  m\x  dx  —  x\x  —  I  JC~ -  =  x(\x  —  1)4- S,  l  xex  dx  ~e*(x  —  1)  4-  Z, 

fxcosxdx  =2      x  sinj?  4-  cos.r  4-  £, 
(  xsinxdx  =—  »r  cos.r  4-  sin  ^  4-  3, 


CALCUL  INTÉGRAL.  163 

Nota.  —  Il  est  essentiel  d'observer  que  les  constantes  arbitraires, 
qui  sont  censées  comprises  dans  les  intégrales  indéfinies  que  renfer- 
ment les  deux  membres  de  l'équation  (12),  peuvent  avoir  des  valeurs 
numériques  très  différentes.  Cette  remarque  suffit  pour  rendre  raison 
de  la  formule 

J    x\x  J 


dx 


x\x 


à  laquelle  on  parvient,  en  posant  dans  l'équation  (12) 


1  . 

u  =z  : —         et  V  =  IX. 

\x 
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VINGT-HUITIÈME  LEÇON. 

SI'»    LES   INTEGRALES   INDÉFINIES   Ql'I   RENFERMENT    DES   FONCTIONS   ALr.ÊBBIQI  ES. 


On  appelle  fonctions  algébriques  celles  que  l'on  forme  en  n'em- 
ployant que  les  premières  opérations  de  l'Algèbre,  savoir  l'addi- 
tion, la  soustraction,  la  multiplication,  la  division,  et  l'élévation 
des  variables  à  des  puissances  fixes.  Les  fonctions  algébriques  d.'une 
variable  sont  rationnelles  lorsqu'elles  contiennent  seulement  des  puis- 
sances entières  de  cette  variable,  c'est-à-dire  lorsqu'elles  se  réduisent 
à  des  fonctions  entières  ou  à  des  fractions  rationnelles.  Elles  sont  irra- 
tionnelles dans  le  cas  contraire. 

Cela  posé,  concevons  que,  f{x)  désignant  une  fonction  algébrique 
de  x,  on  cherche  la  valeur  de  l'intégrale  indéfinie  f/{x)dx.  Si  la 
fonction/^)  est  rationnelle,  on  décomposera  le  produit  f(x~)dx  en 
plusieurs  termes  qui  se  présenteront  sous  l'une  des  formes 

a,  a,  3,  A,  B  désignant  des  constantes  réelles  et  m  un  nombre  entier; 
puis  l'on  intégrera  ces  différents  termes  à  l'aide  des  équations 


A     .  j        .  ■*■"""'       a  r  Kdx 

J  m+i  J x  —  a 

r    kdx    _ 

•    J  (x  —  a)«  - 


{\l(x 


^S(t^Bv'-')l[('-»)'+?']  +  (B±Av'^i)arclanB 


/ 


(Jt-«:.tPv'-i)"  (/»-.)  (*-»=?  m'-.)"" 
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dont  les  premières  se  déduisent  des  principes  établis  dans  la  Leçon 
précédente,  et  dont  la  dernière,  tirée  par  induction  de  la  troisième, 
peut  être,  aposteriori,  facilement  vérifiée. 


Exemples  : 


A 


A_Bv/-.  A  +  1W-, 


x  —  a  —  {3  y/ —  i       *  —  a  4-  (3  v^~"  l 

=  A 1  [(x  —  a)*  -h  (3*]  -h  2  B  arc  tang ^r^  -+■  £> 

J   j:1— i       J   2\J7  —  i        x  +  ij  4    \x-f-i/ 


Xs-h  I  2 


J   x4— i       J    6  \x  —  i        r+d?  +  i/ 


1  -> £ arc  tang  — — h  O 

6      X'  +  X  +  l  y/^  ^3 


Lorsque  la  fonction  f(x)f  sans  cesser  d'être  algébrique,  devient 
irrationnelle,  il  n'y  a  plus  de  règles  générales  au  moyen  desquelles 
on  puisse  calculer  en  termes  finis  la  valeur  de  ff{x)dx.  A  la  vérité, 
il  suffirait,  pour  y  parvenir,  de  substituer  à  la  variable  x  une  second*1 
variable  z  tellement  choisie  que  l'expression  /(x)  dx  se  trouvât  trans- 
formée en  une  autre  f(z)dz,  dans  laquelle  la  fonction  f(s)  fût  ration- 
nelle. Mais  on  n'a  point  de  méthode  sûre  pour  opérer  une  semblable 
transformation,  si  ce  n'est  dans  un  petit  nombre  de  cas  particuliers 
que  nous  allons  faire  connaître. 

Soit  d'abord  f(x,  z)  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  z,  z  étant 
une  fonction  irrationnelle  de  x,  déterminée  par  une  équation  algé- 
brique d'un  degré  quelconque  par  rapport  à  z,  mais  du  premier  degré 
par  rapport  à  x.  Pour  rendre  rationnelle  et  intégrable  la  formule  dif- 
férentielle t(xf  z)dx,  il  suffira  évidemment  de  substituer  la  variable  z 
à  la  variable  x.  On  doit  surtout  remarquer  le  cas  où  la  valeur  de  z  est 
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fournie,  soit  par  Tune  des  équations  binômes 

(2)  zn  —  (ax  •+-  b)  no,         (a0x  -h  b0) zn  —  {axx  -h  bx)  —  of 

soit  par  l'équation  du  second  degré 

(3)  (aQx  +  b0)z*—2(axx-h  bx)z  —  (atx  -h  6,)  =0, 

a,  b,  a0,  i0,  a,,  é|t  û2,  62  étant  des  constantes  réelles  etn  un  nombre 
entier  quelconque.  Comme  on  satisfait  aux  équations  (2)  en  posant 

z~(ax^-b)n         ou         *  =  (  — r-)   » 

\n0x~hb0J 

et  à  l'équation  (3)  en  posant 


axx  -4-  bx  -+■  v^(«i^  -h  ^i)*-H  (flo^  •+-  ^0)  (««•*  -h  bt) 


a0x  -h  b0 

il  en  résulte  qu'on  rend  intégrable  la  formule 


(4)  f 


[x,{ax+bf]dx     ou     f^(^j^yjrfxf 


en  égalant  à  z  le  radical  qu'elle  renferme,  et  les  deux  formules 

if  I       aix  +  h  -+-  y^fl!  j?-h  ^1  )*-f-  (a0j-  -h  b0)(atx  •+-  bt)  1    , 
L  '  «o^+^o  J     *' 

f[x,  \/(ci^x+~bl)t-h  (atx  -h  &0)  (a0x  -+-  bt)]dxf 

en  y  substituant  la  valeur  de  a:  en  5  tirée  de  l'équation  (3)  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  de  la  suivante  : 


(6)  ^(axx  -f-  bl)i-\-  (a0x  -h  b0)(atx  h-  b%)  r=  (aQx  -+-  b0)z  —  (axx  -h  &,). 

Concevons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  rendre  intégrable  l'expres- 
sion 

(7)  î(x9  \/Xxi+Ux~+C)dx, 

A,  B,  C  étant  des  constantes  réelles.  Il  suffira  évidemment  d'employer 
l'équation  (6),  après  avoir  réduit  le  trinôme  A#a  -f-  Bx  -h  C  à  la  forme 
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(aix-hbi)2-h(aùx-h  b0)(a2x-h  b2).  Or  on  peut  effectuer  cette  réduc- 
tion d'une  infinité  de  manières,  en  choisissant  un  binôme  a{ x  -f-  b{  tel 
que  la  différence  Ax2-+-  Bx-h  C  —  (atx  -hbt)2  soit  décomposable  en 
facteurs  réels  du  premier  degré,  c'est-à-dire  tel  que  l'on  ait 

(8)  Ab*  -4-  Ca?  -  Ba,  bx  -+-  {  B*-  AC  >  o. 

En  cherchant  les  valeurs  les  plus  simples  de  aK  et  de  bK  propres  à  rem- 
plir cette  dernière  condition,  on  trouvera  :  i°  si  {B2  —  AC  est  positif, 

«!  =  o,       £1  =  0; 
20  si  A  est  positif, 

a,  =  As,         61  =  0; 

3°  si  C  est  positif, 

6,  — c*,        a,  =  o. 

De  plus,  comme  on  aura 

A^+Bj  +  C-Ia^)  =ix(Bj-4-C) 
et 

A.r!+Bi  +  C-  (C*)'     =ur(A-r  +  B), 


on  pourra  prendre  dans  le  second  cas  a0x-+-  b0=  i,  et  dans  le  troi- 
sième a0x  -h  b0  =  x.  En  résumé,  si  Ax2  -+-  Bx  4-  C  est  le  produit  de 
deux  facteurs  réels  a9x -h  b^,  a2x -h  b2,  on  rendra  la  formule  (7) 
rationnelle  en  posant 

______ fÊ       yf*        I         /1 

(9)       ^(a0.r^-  b0)  (a,x  +  b1)  —  (a0x-hb0)z         ou        — ~  =  z* 


*»    • 


Dans  le  cas  contraire,  le  radical  \jAx2-+-  Bx-+-  C  ne  pourra  être  une 
quantité  réelle,  k  moins  que  les  deux  coefficients  A  et  C  ne  soient 
positifs.  Dans  tous  les  cas,  on  rendra  l'expression  (17)  rationnelle 
en  supposant 


si  A  est  positif,        \/A  _?*-*-  Bx  -h  C      -.  -  z  —  AJ\r, 

(10)    {et 


si  C  est  positif,       )/\jr*  +  Bx  +  C  =  a:3-C*       ou        V/A  "*~  B  ^  "*"  C  i* 
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11  est  aisé  de  vérifier,  a  posteriori,  ces  diverses  conséquences  de  la  for- 
mule (16^. 

Exemples.  —  On  tirera  de  la  première  des  équations  (10) 


r        dx        _  r     dz 

J  sJ\x*  +  Kx  +  C     J   a*s  +  {-B 


_l(A.r-f-jB-4-A'v/A.r»-+-B.r-hC) 


A1 


Il  importe  d'observer  que,  si  Ton  désigne  par  f(a, vftv, ...)  une 
fonction  entière  des  variables  w,  *>,  «\  . . . ,  et  par/?,  q,  r,  ...  des  divi- 
seurs du  nombre  entier  /i,  les  expressions  différentielles 

f  [a-,  (a  .r  -+-  bjr,  (ax  -\-  byi ,  (ax  -f-  £)r,  . . .  J  dx, 

seront  de  la  même  forme  que  les  expressions  (4)  et  pourront  être 
intégrées  de  la  même  manière.  Ainsi  l'on  trouvera,  en  posant  x  =  z*9 

f(J  +.  J  )"'  dx  =  6  f-~Zm  =  6[i  5»  -  z  4-  i  l(  i  +  z)*]  -h  C. 

Ajoutons  que  l'on  réduira  immédiatement  les  expressions  différen- 
tielles 

(12)         ff^toHô)"]^-1^,     f  Lri\  (f1^^)     l^"1^ 

((x  désignant  une  constante  quelconque)  aux  formules  (4),  et  l'ex- 
pression 

(i3)  ([x,  (a0x  -\-  boy  9  (a,.r  -+-  M']  <fo 


CALCUL  INTÉGRAL.  169 

à  la  formule  (7),  en  posant,  dans  les  expressions  (12)  x^  =  y  et  dans 

l'expression  (i3),  a0x  -+-  bQ  =  y2. 

» 

Exemples.  —  On  intègre  rAr,  en  posant  x'2  =  y,  y  —  1  ==  z2 

dx 

ou  simplement  x2—  1  =  z29  et j r>  en  posant  a?—  1  =.y*, 

(x  —  i^-t-Or-t-i)* 
1  i  « 

puis  (y2 4-  2)2  =  5  —  y  ou  simplement  (#  —  i)a-f-(a?-hti),=  s. 

En  terminant  cette  Leçon,  nous  ferons  remarquer  que,  dans  tous 
les  cas  où  l'on  parvient  à  calculer  la  valeur  d'une  intégrale  indéfinie 
qui  renferme  une  fonction  algébrique,  cette  valeur  se  compose  de 
plusieurs  termes  dont  chacun  se  présente  sous  Tune  des  formes 

(i4)  H&)>    Alf(a:),    Aarctangf(x), 

f(x)  désignant  une  fonction  algébrique  de  x,  et  A  une  quantité  con- 
stante. Les  expressions  arc  sina:  =  arc  tang-==>  arc  cosa?  et  autres 

semblables  sont  évidemment  comprises  sous  la  dernière  des  trois 
formes  que  nous  venons  d'indiquer.. 


OEuvres  de  C  —  S.  Il,  t.  IV.  22 


170    RÉSUMÉ  DES  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


VINGT-NEUVIÈME  LEÇON. 

sur  l'intégration  et  la  réduction  des  différentielles  binômes,  et  de 
qublques  autres  formules  différentielles  du  même  genre. 


Soient  a9  b9  a,,  bi9  X,  [/.,  v  des  constantes  réelles;  y  une  quantité 
variable,  et  faisons  yx=  x.  L'expression  (ay^-h  by-dy9  dans  laquelle 
dx  a  pour  coefficient  une  puissance  du  binôme  ay^-h  b9  sera  ce  qu'on 
appelle  une  différentielle  binôme,  et  l'intégrale  indéfinie 

(i)  f(ay*+  b)*dy  =  l  f(ax  +  b)*x"%  dx 

sera  le  produit  de  r-  par  une  autre  intégrale  comprise  dans  la  formule 
générale 

(2)  f(ax  -{-  b)^ (<ivx  -^-  bty  dx9 

dont  nous  allons  maintenant  nous  occuper. 

On  détermine  facilement  l'intégrale  (2),  lorsque  les  valeurs  numé- 
riques des  exposants  fjt,  v  et  de  leur  somme  \l  -4-  v  se  réduisent  à  trois 
nombres  rationnels,  dont  l'un  est  un  nombre  entier.  En  effet,  dési- 
gnons par  /,  m9  n  des  nombres  entiers  quelconques.  Pour  intégrer  les 
expressions  différentielles 


m 


{ax-{-b)±l   (axx-*-bx)    n  dx9 


m 


(ax-\-  b)    "  {axx  -+-  M*' dx9 


±-.  .    ±/±2 


(ax-+-b)    n  (atx  +  bt)        n  dx9 
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il  suffira  de  poser  successivement  {voir  la  vingt-huitième  Leçon) 


,                                   .                        ax 
axx  4-  bx  —  s",         ax  -î-  b~  znf  —  ~n 


axx  -f-  bx 


~>  . 


La  formule  (ax  -h  by(axx-+-  bxy  dx  n'étant  pas  toujours  inte- 
nable, il  est  bon  de  faire  voir  comment  on  peut  ramener  la  détermi- 
nation de  l'intégrale  (2)  à  celle  de  plusieurs  autres  intégrales  de 
même  espèce,  mais  dans  lesquelles  les  exposants  des  binômes  ax  +  b, 
axx  +■  b%  ne  soient  plus  les  mêmes.  Pour  y  parvenir  de  la  manière  la 
plus  directe,  on  aura  recours  à  l'équation  (12)  (vingt-septième  Leçon), 
que  l'on  présentera  sous  la  forme 

(3)  fuv\d\i>*  =  uv—fus>\d\u*; 

puis  l'on  supposera  les  fonctions  u  et  v  respectivement  proportion- 
nelles à  certaines  puissances  de  deux  des  trois  quantités 

ax  -+-  b 

(4)  ax-\-b,         axx  -+-  blt 


axx  -f-  bx 


Comme  ces  trois  quantités,  combinées  deux  à  deux,  offrent  six  combi- 
naisons différentes,  on  voit  que  la  formule  (3)  donnera  naissance  à 
six  équations  distinctes.  On  simplifiera  le  calcul,  en  opérant  comme 
si  u  et  v  devaient  toujours  rester  positives,  et  réduisant  en  consé- 
quence la  formule  (3)  à  cette  autre 

(5)  fuvd\v  —  uv — Juvdlu, 

puis  ayant  égard  aux  équations 

,w  ,x  adx 

a\(a  x  -h  b  )  = r> 

v  '       ax  -+-  b 

,,,  ,  N  axdx 

d\(axx  -h  bx)  — =-• — j-y 

v    '  axx-hbx 

,     ax -h  b      (abx — axb)dx 

axx^-bx     ~~  (ax  -+-  b)  (axx -t-  bx) 

desquelles  on  tirera  la  valeur  de  dx  pour  la  substituer  dans  Tinté- 
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grale  (2).  Concevons  que,  pour  abréger,  on  désigne  par  A  cette  même 
intégrale.  On  trouvera  : 

i°  En  supposant  u  proportionnel  à  une  puissance  de  ax  4-  bf  et  v  à 
une  puissance  de  a,  4? +  6,, 

A=l -d\(alx-+-bl) 

J  a\ 

(v  +  i)«i  J  (v  +  i)a,  U  '  ' 


|    j\aa:+b)V-(aix  +  blydx 

(v-M)ar,  (y-t-i)a,  .' 


(6)      }       ^(flar  +  Wfl^  +  ^r1  fia 


20  En  supposant!/  proportionnel  à  une  puissance  de  a{ x  -h  A,,  et  r 
à  une  puissance  de  aa?  -h  b% 

I     /'(<ïa--hA)ll(alx-h6l)vrfj? 

3°  En  supposant  u  proportionnel  à  une  puissance  de r >  et  v 

à  une  puissance  de  axx  -h  6,, 

A—  l aI(fl,^  +  6,) 

_  (ax  +  b)*(aix-+-bl)^  _   r  (ax  -h  &)**(«,  ^  -h  fr,)^1   ,.  /  q>r  +  6  \H- 


(/<« 


(jui-h  v  H-  i)a, 


jt-4-  6)M-(al^r-h  6!)v<^r 


(8)      j       _(ax^b)^(aix^bt)^        ^(ab.-a.b)    r 

/       — / — ■ — : ; —     -, —   /  (ax  -h  fc*)^-1  (tf,.r  -h  b{ydx; 

f\°  En  supposante  proporlionnel  à  une  puissance  de  ^i£_±_Zi,  et  <,, 


k 
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à  une  puissance  de  ax  -f-  b9 

l  f(ax-hb)V-(axx-hbxydx 
(9)     j      =(a^-4-6)^(a,^6,)v_v(a,fe-a6,)    .  ^ 

5°  En  supposant  m  proportionnel  à  une  puissance  de  a,  a?  -h  6,  f  et  v  k 

dax  -f-  b 
r .  e r-> 


#  4-  bt 

ax  +  b  \^1 


A_  r(ax  +  b)^(axx  +  bxy+* dx  a 
J  abx  —  axb  ax 

_  /•     (a^-h^)»1^^     /  ax-hb  y+l  rf  j  /  ax  +  6  \ 

_  (ax+b)^(axx  +  bty+*        f  {ax  +  b)^{axx  +  bxy^ 

-       {ll  +  l)(abx-albj--'J       &  +  i){abx-axl^dX^x  +  bù^      ' 

l     f(ax  +  b)*(a%x-\-bxydx 

f  (fA-hi)(a6t  — a,6)  (jxH-i)(€i6ft — axb)J  v  /       i  t     t    i; 

6°  En  supposant  u  proportionnel  à  une  puissance  de  ax  -+-  6f  et  t>  à 
une  puissance  de r-> 

r  axx*-\- bx 

i  f(ax  +  b)V-(axx-+-bxydx  # 

A  l'aide  des  formules  (6),  (7),  (8),  (9),  (10),  (11),  on  pourra  tou- 
jours remplacer  l'intégrale  (2)  par  une  autre  intégrale  de  même  es- 
pèce, mais  dans  laquelle  chacun  des  binômes  ax  -+-  b,  aKx  -h  bt  porte 
un  exposant  compris  entre  les  limites  o  et  —  1.  En  effet,  il  suffira, 
pour  y  parvenir,  d'employer  une  ou  deux  fois  de  suite  les  formules  (8) 
et  (9),  ou  du  moins  l'une  d'entre  elles,  si  les  exposants  jji,  v  sont  posi- 
tifs, où  si,  l'un  d'eux  étant  positif,  l'autre  est  déjà  compris  entre  les 
limites  o  et  —  1.  Au  contraire,  on  devra  employer  les  formules  (10) 
et  (11),  ou  du  moins  l'une  d'entre  elles,  si  les  exposants  (jl,  v  sont 
tous  deux  négatifs.  Enfin,  si,  l'un  des  deux  exposants  étant  positif, 


(12) 
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l'autre  est  inférieur  à  —  ï,  on  fera  servir  la  formule  (6)  ou  la  for- 
mule (7)  à  la  réduction  simultanée  des  valeurs  numériques  de  ces 
deux  exposants,  jusqu'à  ce  que  l'un  d'eux  se  change  en  une  quantité 
comprise  entre  les  limites  o  et  —  1. 

Lorsque  les  exposants  [x,  v  ont  des  valeurs  numériques  entières, 
alors,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  on  finit  par  les  réduire 
l'un  et  l'autre  à  l'une  des  deux  quantités  o  et  —  1.  Cette  réduction 
étant  effectuée,  l'intégrale  (2)  se  trouve  nécessairement  remplacée  par 
l'une  des  quatre  suivantes  : 


2dfl 


(  fdx=x  +  e,     f-^  =  -L\{ax  +  b)*+zf     f     dx 

\J  J   ax  -+•  b        la  J   axx-t-bx 

I    Ç  dx  1  Ç       ax  -h  b    __  1  /  ax  -h  b  Y 

\  J   (ax  -h  b)  (axx  -t-  bx)        abx  —  axb  J        axx  -t-  bt        2(abx —  axb)    \axx  -h  bx) 

Kn  général,  toutes  les  fois  que  la  formule  {ax  -4-  b)* (asx  -h  6,)v dx 
sera  intégrable,  les  méthodes  de  réduction  ci-dessus  indiquées  per-  • 
mettront  de  substituer  à  l'intégrale  (2)  d'autres  intégrales  plus  simples 
dont  il  sera  facile  d'obtenir  les  valeurs. 

Si  l'on  veut  appliquer  les  mêmes  méthodes  à  la  réduction  de  l'inté- 
grale (1),  il  faudra  supposer  dans  la  formule  (5)  les  quantités  u  et  v 
proportionnelles  à  certaines  puissances,  non  plus  des  quantités  (4), 
mais  des  suivantes  : 

/os  t  9      l  «  ax  +  b       ay*-{-b 

(i3)  ax  -+•  b==  tf/s4-  0,         #=/',  —     J 


x  y* 

Exemple.  —  Concevons  qu'il  s'agisse  de  réduire  l'intégrale 


/(T^r=/(l+^>-^ 


n  désignant  un  nombre  entier  supérieur  à  l'unité.  On  supposera  u 


L-Î 


et  v  proportionnels  à  des  puissances  de  y2  et  de  I"+Y  >  et»  comme  on 


aura 


yx  V'+j1     y)  J         y(n-y' 
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on  tirera  do  la  formule  (5) 


(«4) 


Ç       dy 

J  (i+7*)« 


—y('-j-y,)-m*ldl  ■  +/ 


2(/l  —  l)  J  *(/*  — l)  ^ 

v  in  —  3    Ç         dy 

~~  2(/l  — l)(l-+-/*)""!   "^   2/1  —  2  J    (l-hy2)*-1 
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TRENTIÈME  LEÇON. 


SUR   LES  INTÉGRALES   INDÉFINIES   QUI   RENFERMENT   DES   FONCTIONS   EXPONENTIELLES, 

LOGARITHMIQUES  OU   CIRCULAIRES. 


On  nomme  fonctions  exponentielles,  fonctions  logarithmiques,  celles 
qui  contiennent  des  exposants  variables  ou  des  logarithmes,  si  fonc- 
tions trigonomé triques  ou  circulaires,  celles  qui  contiennent  des  lignes 
trigonométriques  ou  des  arcs  de  cercle.  Il  serait  fort  utile  d'intégrer 
les  formules  différentielles  qui  renferment  de  semblables  fonctions; 
mais  on  n'a  point  de  méthodes  sûres  pour  y  parvenir,  si  ce  n'est  dans 
un  petit  nombre  de  cas  particuliers  que  nous  allons  passer  en  revue. 

D'abord,  si  l'on  désigne  par f une  fonction  telle,  que  l'intégrale  indé- 
finie f\'(z)dz  ait  une  valeur  connue,  on  en  déduira  les  valeurs  de 

\'(\x)  — >    fe*  {(ex)  dx,      f  cos.r  |'(sin x)  dx,     /*sin x  f(cosx)  dx, 

en  posant  successivement,  comme  dans  la  vingt-septième  Leçon, 

\x  —  z,        e*=z,         sin.r  =  5,         cos-r^s. 

On  déterminerait  de  même  les  trois  intégrales 

dx 


f< 


(arctangx) 


i  -+-  x7 


|(arcsin*)— = 

y/i  —  x* 


/«..■ 


dx 

CCOS.T)— - —  , 

\Jl  —  xi 


en  posant,  dans  la  première,  aretang.r  =  s,  et,  dans  les  deux  der- 
rières, arcsin#  =  :;  ou  arccos#=rs. 
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Observons  encore  que,  si  Ton  désigne  par  f(w),  f (w,  t>),  f  (m,  v ,  «\ . . .) 
des  fonctions  algébriques  des  variables  m,  v,  w,  . . .  t  il  suffira  de  faire 
e*=z  pour  rendre  algébrique  l'expression  différentielle  renfermée 
sous  le  signe  J  d^ns  l'intégrale 

(3)  ft(t*)dx9 

et  cosx  =  z  ou  sin  a?  =  5  pour  produire  le  même  effet  sur  les  deux 
intégrales 

ffî (sin x9  cos x)  dxy 
I  f(sin.r,  sinax,  sin3,r,  . .  .  ,co&za,  cos2.r,  cos3.r,  . .  .)dx, 

dont  la  seconde  n'a  pas  plus  de  généralité  que  la  première,  attendu 
qu'on  peut  y  remplacer  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  ix%  3a:,  [\x9  . . . 
par  leurs  valeurs  en  sina?  et  cosa?,  tirées  des  équations  <jc  la  forme 

cosnx  -+-  \J —  i  smnx  =  (cosa?  -h  v^—  '  sin-r)", 
cos/i x  —  ^—  i  sin n x  =  (cosx  —  y/— J  sina-)". 

Ajoutons  que,  si,  dans  la  première  des  intégrales  (4)>  on  égale  sina\ 
non  pas  à  zf  mais  a  ±  z'2 ,  cette  intégrale  prendra  la  forme  très  simple 


A[±**,(i 


(5)  .  /   f[±ST,  (»-*)*]      r^     , 


On  aura,  par  exemple,  en  désignant  par  (x,  v  deux  quantités  con- 
stantes, # 

/E-*  v-t 

5    *     (l—  5)    *      flk. 

Remarquons  enfin  que,  en  supposant  connues  les  valeurs  des  inté- 
grales (3)  et  (4),  on  en  déduira  facilement  celles  des  suivantes 

« 

(7)  ft(**)dx9 

1ff(s\nbx,  cosbx)dx, 
J  f(sin6x,  s'mibx,  sinSbx,  . . .,  cosbx,  co$2bx,  cosSbx,  . .  .)dx, 

OEuvra  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  23 
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• 

puisqu'il  suffira  de  diviser  par  a  ou  par  b  les  fonctions  obtenues, 
après  y  avoir  remplacé  x  par  ax  ou  par  bx. 

Soient  maintenant  P,  z  deux  fonctions  de  x,  dont  la  première  reste 
algébrique,  et  dont  la  seconde  ait  une  dérivée  algébrique  z'.  Si,  en 
posant 

fpdx  —  Q,        fQz'dx=i\\,         JRz'dx^S, 

on  obtient  pour  Q,  R,  S,  ...  des  fonctions  connues  de  la-variable  ;r, 
on  déterminera  sans  peine,  à  l'aide  de  plusieurs  intégrations  par 
parties, 

(9)  j'Vz'dx, 

n  étant  un  nombre  entier.  En  effet,  on  trouvera  successivement 

y  P zn  dx  —  Qzn  ~  nj'Qz'z»-1  dx, 
fQz'z*-ldx-Rz»-l-(n-i)fliz'z»-*dx9 


et,  par  suite, 

(10)  J'Pzndx  =  Qz»  —  n\\z«-l-hn(n  —  i)Ss"-f  — . .  .-h  S. 

Lorsque  la  fonction  z  se  réduit  à  un  seul  terme,  elle  se  présente  néces- 
sairement sous  l'une  des  deux  formes  (voir  la  vingt-huitième  Leçon) 

Al[f(-r)],    Aarctangf(x), 

A  désignant  une  quantité  constante  et  {(x)  une  fonction  algébrique 
de  x. 

Exemples.  —  Si  l'on  suppose  la  fonction  P  réduite  à  l'unité,  et  la 
fonction  z  à  Tune  des  suivantes 

\x9    arcsinx,     arecos^r,     1(^  +  ^4-1),     ..., 


i  i  l 
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on  tirera  de  la  formule  (10) 

)     /<u).,J„ti,)-[,-A  +  ^_...±»("-J>)V3-"Ue, 


t    /  (arc  s\nx)ndx 

(!2)    \  .  .       .    T  ni/i  —  x*        n(n  —  i)x         n(n  — \)(n  — i)\l  \  —  x*  1    .    ^ 

/       =(arcsinx)«LrH *— . — i — ^—x * -Li — . — UL h...     -4- C, 

v  L  arcsina?        (arcsin.r)a  (arcsin-r)3  J 

i    /  (arccos.r)"  dx 

^    j  /  n„  T  n\li  —  x%        n(n  —  i)x        n(n  —  i)(n  —  2)  1/1  —  x*  1       _ 

/       =(arccosx)»    * - — ^ ~j  -+-  — -^ ^ h...     -+-£, 

'  L  arccosa?        (arccosa*)*  (arccosa:)3  J 

f[\(x  +  \/x~ï+~i)]ndx 

l4)  ,    -hu+^+uj  |*    i(^+^--_-)-f-[i(^^v/_r_)]1 

n(n  —  i)  (/i  —  s)y/x*-h  1  /        ^ 


Si  Ton  supposait  P  =  afli  et  z  —  \x,  on  trouverait 

(i5)       I  xa-U\x)ndx—  —(\jc)n\  1 j h  — K— -  -..  .ih  — — : -h  3, 

Lorsqu'on  substitue  ;iiT,  les  formules  qui  précèdent  deviennent 


(16) 


r„-_»  „    -T         w        n(n  —  1)  ,    n(n  —  i).. .3.2. il 

y  s"  e-  dz        =  zn  cz\  1  —  -:  H — -^ — -  — . . .  ± ^ 


■    wr» 


l       /  wn  cos^a^  =  srt-  sins    1 — — -  -+-. . . 

(>7)      < 

■*■ cos  *  [  5 ?" Ji 

1        r                           l          r        «(«  — 0  1 

l  —  /  5"  sinscfc  =5"*   coss    i —^ h. . . 

(18)  ! 

-8ins[g-"(,'-,Ha-a>+...][  +  S, 
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09)     < 

On  pourrait  établir  directement  ces  dernières  formules  à  l'aide  de 
plusieurs  intégrations  par  parties  que  l'on  effectuerait  de  manière  à 
diminuer  sans  cesse  l'exposant  nt  pour  le  faire  enfin  disparaître. 
Ainsi,  par  exemple,  la  formule  (20)  se  déduit  des  équations 


(ao) 


-w  à>az 


zneazdz     =    - —      -      fz»-xeazdzy 

a  a     J 

(zn-teazdz^ (zn-ieazdz9 

J  a  a      J 


Une  remarque  semblable  s'applique  à  toutes  les  intégrales  que  l'on 

déduirait  de  l'intégrale  (10)  supposée  connue,  en  substituant  z  à  x. 

L'intégration  par  parties  peut  encore  servir  à  fixer  les  valeurs  de 

(22)  fzneazcosbzdz,     fzneazs\tibzdzy 

a,  b  désignant  des  quantités  constantes  et  n  un  nombre*  entier. 
Ainsi,  par  exemple,  on  obtiendra  les  valeurs  générales  des  deux 
intégrales  I  d"z  cosbzdz,  j  f*  sin bzdz  en  ajoutant  des  constantes 
arbitraires  aux  valeurs  de  ces  mêmes  intégrales  tirées  des  équations 

r  »-        j     j        eazcosbz       b    /•  mm   .     .      , 
/  ea-  cosbzdz  = 1 —   /  ea~  sin  bz  dz, 

r  „-    •    »     j        eazs\nbz        b    r    -         *      , 

ea-  sin  b  z  dz  = /  ea-cosbzdz. 

J  a  aJ 

Au  reste,  la  détermination  des  intégrales  (22)  peut  être  simplifiée 
par  le  moyen  des  considérations  suivantes. 
Comme  on  a  (voir  h  fin  de  la  cinquième  Leçon) 

d(cosx  -h  ^—  1  sinx)  ^(cosj?  -h y/—  1  sin.r)ûLr\/—  1, 
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on  on  conclut 

i  d\  eaz(  cos  bz-\-  \f—  i  sin&s)] 

(23) 

(      =  (a  -+-  ^v^—  i)etf:;(cos65  -f-  v^—  i  sin6.s)ck, 
/   /^      /*  „-/        l  i •    i    \j        eaz(cosbz  -h\/—  i  sin^s)       ^ 

3  admettant  des  valeurs  imaginaires.  Cela  posé,  il  est  clair  que  les 
formules  (21),  et  la  formule  (20)  qui  en  est  une  suite  nécessaire, 
subsisteront  encore  si  Ton  y  remplace  l'exponentielle  eP*  par  le  pro- 
duit 

e"z  (cos  bz-\-  y/—  1  sin^s), 

et  le  diviseur  a  par 

a  -h  b\J—  1 . 

On  aura  donc 


i   f  zneaz(cosbz  -h  ^—  1  s\nbz)dz 
*'™)    ]       _  z*eaz(co$bz  +  \/~is\t\bz) n _^  n(n—  1). .  .3>a.  1  1 


Si  Ton  ramène  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  à  la 
forme  u  4-  v\J—  1 ,  */  et  y  désignant  des  quantités  réelles,  ces  quan- 
tités seront  précisément  les  valeurs  des  intégrales  (22).  Les  deux 
formules  qui  détermineront  ces  valeurs  comprendront,  comme  cas 
particuliers,  les  équations  (16),  (17),  (18)  et  (20).  De  plus,  elles 
entraîneront  l'équation  (i())  et  se  réduiront,  si  l'on  suppose  n  =  o, 
aux  deux  suivantes  : 


acos^s  -h  bsinbz 
1  j  ea*  cos  ozaz  =. 

(26) 


l    feaz  cos bzdzzzz  ~w~"   ■   — ■"  —  ^a-  +  q 
}  J  a-  -h  b1 


f    /  eaz  sïnbzdz  = 


asinbz  —  bcosbz   mm 
a}+bx 
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TRENTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SIR  LA  DÉTERMINATION  ET  LA  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  INDÉFINIES,  DANS  LESQUELLES 
LA  FONCTION  SCftJS  LE  SIGNE  j  EST  LE  PRODUIT  DE  DEUX  FACTEURS  ÉGAUX  A  CERTAINES 
PUISSANCES    DU   SINUS   ET    DU   COSINUS    DE    LA    VARIABLE. 


Soient  u,  v  deux  quantités  constantes,  et  considérons  l'intégrale 
(i)  f  sin^o?  cosv.r  dx. 

Si  Ton  pose  s\n2x  =  :ou  sina?  =  ±32,  celte  intégrale  deviendra 


(2) 


Z     «'     (1-3)"2      dz. 


Donc  elle  pourra  être  facilement  déterminée  (iwr  la  vingt-neu- 
vième  Leçon),    lorsque   les   valeurs   numériques   des   deux   expo- 

sants  r  — y  —   -  et  de  leur  somme  " se  réduiront  a  trois 

2  2  2 

nombres  rationnels  dont  l'un  sera  un  nombre  entier.  C'est  ce  qui 
arrivera  nécessairement  toutes  les  fois  que  les  quantités  u,  v  auront 
des  valeurs  numériques  entières. 

Dans  tous  les  cas,  on  pourra  du  moins  ramener  la  détermination  de 
l'intégrale  (i)  ou  (2)  à  celle  de  plusieurs  autres  intégrales  de  même 
espèce,  mais  dans  lesquelles  les  exposants  de  sin.r  et  cosx  ou  de  z 
et  1  —  5  ne  seront  plus  les  mêmes.  Pour  y  parvenir,  il  suffira  d'em- 
ployer de  nouveau  la  formule  (5)  de  la  vingt-neuvième  Leçon,  savoir 

(3)  /  uv d\v  =  uv  —  j  uv d\u9 

en  supposant  les  fonctions  1/,  v  proportionnelles  k  certaines  puis- 
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sances  de  deux  des  trois  quantités  s,  ir:,  — ^  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  de  deux  des  trois  suivantes  : 


sm.r                             r 
(A)  smx,        cosj?,        =  tangjr=: 


Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  veuille  réduire  l'inté- 
grale (1).  On  commencera  par  substituer  dans  cette  intégrale  la 
valeur  de  dx  tirée  de  Tune  des  équations 


/    fl    .  cosxdx 

alsmx    =       — ; > 

S1I1J7 

,~x  i    .,  *\wxdx 

\'>)  \d\cosx    zz > 

cos.r 

>  1  dx 

a  1  tang*r  =  —  dicolx  =  -.- 


\  ~  sin^cosa*' 

m. 


puis  Ton  conclura  de  la  formule  (3)  :   i°  en  supposant  u  propor- 
tionnel à  une  puissance  de  sin.r  et  v  à  une  puissance  de  cosj:» 

f  s'uiV-xcos'xdx  zz  I  —  sint*-1^  cosv_Mjrencos.r 

si  ni1*"1  a: 


=/ 


cosv"Kl  x  d  1  cosVH_1  x 
v  -h  1 


v  -t-  1 


d\  sin^-^r, 

v-HJ 


r  .                     i             sinP-1  x  cos'4*1  .r       jul  —  1    r  .   ..   •  *,^      # 

(b)      /  sinV-xco&xdx  — h  i- /  SinP-'.r  COSv+-^^rf.r• 


20  en  supposant  u  proportionnel  à  une  puissance  de  cosj;  et  v  à  une 
puissance  de  sin.r,  , 

r  .   ..          *,     _r         sinl*H-1.rcosv-1.r       v  — 1    ,-  . 
(7)      /  sini*jrcosva-c/j:  zz 1 /  sin^2^  cosv~8  *r<Ar; 

3°  en  supposant  u  proportionnel  à  une  puissance  de  tango;  et  v  à  une 
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puissance  de  cosx, 

fslnPx  cosv  x  dx  =f—  sini1"-1  x  cos***-1  x  d  1  cosx 

zosV-^xdXco&^x 


=f 


—  tan^"1^ 


sin^.rcos^'.r       /*sini*'-,.r  cosv+,.r 


(8)      /  sin^^rcosv«raj?zr h  *- /  sin^-'-r  cosv.ra.r; 

4°  en  supposant  u  proportionnel  à  une  puissance  de  cota?  et  eàune 
puissance  de  sin.r, 

(q)       /  smV-xcoï'x  dx  = 1 /  siiP x  CO&-* x  dx i 

KJ'J  fX  -f-  V  fJL  4-  v-/ 

)°  en  supposant  a  proportionnel  à  une  puissance  de  cosa?  et  v  à  une 
puissance  de  tangar, 

/  sinPjr  co^xdx  =  CsmV-^x  cos*+lxd\teuigx 


/ 


lang^^rfllang^1^ 


fX-H  I 

sin^-r  cosv+l  x        C  sin^.r  cosv+!.r 


r  sm^1  x  cos^x  x  ,  t         _  , 


/     x      /'  •   ,l          *     j         sin^jrcos^'jr       M  +  v-fa   /•  .   tt4>l  _.      , 

(io)      /  smv-xco&x  dx= h /  sin^x  cosvxaj:; 

-/  fx  -h  î  /x  +  i      ^ 

f>°  en  supposant  m  proportionnel  à  une  puissance  de  sin  j:  et  v  à  une 
puissance  de  cota:, 

(ii)     /  sinf-jr  cosv.r  dr  — \-  *- /  sm^-r  cosv+-xax. 

x     '    J  v  -+- 1  v  +  i     •' 

A  l'aide  des  formules  (G),  (7),  (8),  (9),  (10),  (ri),  on  pourra  tou- 
jours tramsformcr  l'intégrale  (1)  en  une  autre  intégrale  de  même 
espèce,  mais  dans  laquelle  chacune  des  quantités  sina?,  cosa?  porte 
un  exposant  compris  entre  les  limites  —  1,  +1.  En  effet,  pour 
atteindre  ce  but,  il  suffira  d'employer  une  ou  plusieurs  fois  de  suite 
Je*  formules  (8)  et  (9),  ou  du  moins  Tune  d'entre  elles,  si  les  expo- 
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sants  p.  et  v  sont  positifs,  ou  si,  l'un  d'eux  étant  positif,  l'autre  est 
compris  entre  les  limites  o,  —  i.  On  devra,  au  contraire,  employer 
les  formules  (10)  et  (i  i)  si  les  exposants  pi  et  v  sont  tous  deux  néga- 
tifs, ou  si,  l'un  d'eux  étant  négatif,  Kautre  est  compris  entre  les 
limites  o  et  i.  Enfin,  si,  l'un  des  deux  exposants  étant  positif,  mais 
supérieur  h  l'unité,  l'autre  est  négatif,  mais  inférieur  à  —  i,  on  fera 
servir  la  formule  (6)  ou  la  formule  (7)  à  la  réduction  simultanée  des 
valeurs  numériques  de  ces  deux  exposants,  jusqu'à  ce  que  l'un  d'eux 
se  trouve  remplacé  par  une  quantité  comprise  entre  les  limites  —  1 
et  -h  1. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  fx  -h  v  =  o,  les  équations  (6) 
et  (7)  deviennent 

tang^-r 

11  vau^x  ax  = 
.... 

f  coVxdx    = '  ^  >    -     —  /  co\?~*xdx. 


(   fidiïi^xdx—        an^_    X  —  fian<^-1xd.rf 


Lorsque  les  exposants  [x  et  v  ont  des  valeurs  numériques  entières, 
alors,  en  opérant  comme  il  a  été  dit  ci-dessus,  on  finit  par  réduire 
chacun  d'eux  à  l'une  des  trois  quantités  -h  1,  o,  —  1,  et  l'intégrale  (1) 
se  trouve  nécessairement  remplacée  par  l'une  des  neuf  suivantes  : 

/  dx  —  x  -+■  G,  fsinxdx  =z  —  cos^  ■+-  G, 

fcosxdx  =  sinx  -H  G,         js'mx  cosx  dx  =  \  s\i\*x  -+-  G, 

/s'mxdx  11,  ^ 
=—  llcos'.r    4- G, 
cosx 

/cosxdx  1  ,    •   •  ^ 

— ; =      £lsin*.r    -4-3, 
sin.c 

f — . —  =      {  I  tang'x  +  G, 

/dx  /*      -1  d x  .  ,  A        9x       _ 

sina?         /      .    x        x       z  2 

/    sin-cos  — 
J  2         2 

J   cos.r      J   sin(#-t--j7r)       J  \2        4/ 

OEuvret  fie  C.  —  S.  H,  t.  IV.  2t\ 
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Si  l'on  applique  ces  principes  à  la  détermination  des  intégrales 

fs\nnxdxf      Ccos*  xcLr, 

/s\nnx   ,  /*cos"x  ,  Ç    dx  Ç    dx 

cos"x    *  '     J   sinrtjr       '     J  cos'*.r,     J   sin'^' 

n  étant  un  nombre  entier,  on  trouvera  :  i°  en  supposant  n  pair, 


r  .   „      ,  cos.r  T.        ,  n  —  i    .        .  3.5...(n  —  3)(n  —  i)  1        i.3...(/i  —  3)(/i  —  i 

I  sinnxdx  = |sin,,-|j:H sin',-*.r -h. .  .H ; ; 7-7-7 sin  x    h ^~ 

«/  "      L  * — a  2.4. ..(/a  —  4)(fl — a)  J  a.4-.-(n  —  a)/i 

r  ,  sin.r  f  ,  n  —  1  _  3.5-.  .(/i  —  3)(/i— i)  1        i.3...(/i  —  3)(/i  —  n         - 

/  COS"X  r/./:  —        COS"-1^  H COSn-,.C  -J-  .  .  .H ; ;     -ç-. COSX     H -— - .- .r  —  £ 

«.'  /i      |_  /i  —  a  a.4...(i~4)(/*  — 2)  J  a.4...(* —  a)#i 

i\       „      ,  tang"-1./'       tang"-3.r       tang"-5.r 

/  tan  g"  ./#,/•  =       —  -— n — - 1 ---.-    — . .  .rz  tangx  =  x  -4-  S, 

«y         °  /1  —  1  n  —  3  n — ) 

/•     Â         ,  cota_l.r  cot/*-3.r  col"-5.r  .        a  _ 

IcoV'xdx  = h — 7-     -J-. .  .±:  cotJT    qp.r-»-©. 

«/  /1  —  1  n  --  ù  n  —  ) 

/',  ,  sin  if,        .  n  —  a     ,        _  a.  4...  (h  —  i)(n  —  2)     ,  1        ^ 

1/  fl-i  [  n  —  J  1 .3. .  .(/1  —  D)  (/i  --  3)  J 

i  »      .         ,  cos  :r  T       ,       ,  n  —  a        ,       ,  a .  4  •  >  •  (  n  —  4  )  (  *  —  2)        .      "1       ^ 

/  coséc"  x  dx  —  —      — -    coséc"-1  x  h coséc"-,x  -h ...  h ^ „     —  cosécx    -f-  9  ; 

.'  /?  —  1  [  n  —  i  i.3...(/j  — o)(/i  —  3)  J 

20  en  supposant  n  impair, 

r  .  >  cos.r  T.       ,  n  —  1    .       _  (/î  —  i)(/i  —  3).       _  i.â. .  .(n  —  3)(/i  —  n]        ^ 

/  sin".rrf.r  ^  — sm"-lx  n sin»-**  -h  j—     -    , ~  sin»-3.r  -h. .  .-î .. --f? -f-  Z. 

J  n     Y  n  — 'À  (n —  2)(*~"4)  i.3...(n  — 4)(« — a)J 


(«  —  i)(n  —  3)  a  2.4-..(/<  —  3)(/i  —  1) 


r  .  Sin.r  f  ,  n  —  \ 

CQSnxdx    —       cos'1-1^-}-     —   -cos"     _   ,    .  w  .    —       ^   ,  ...  0 

./  n      L  /î  —  a  (/i  —  a)(/i  —  4)  i.3...^/i  —  4  H"  —  '^) 

/•  .  tane""-l.r       tang^-'.r       tans/,-5jr  ,    tanfi^jr    ...       m  _ 

/  tang".r  dx  ^       -     h ^— 1 *—- . . .  ±  — n —  ±  J  1  cos«x  -h  8, 

./        ft  n  —  1  n-3  n  —  5  a 

,•               .                 cot,,~,.r          col"~*.r          cot^-'j:                     col'.r  1  ».   «  * 

I  colnxdx    —  —     —    h r- -.-     -«-...  zç. =p  i  I  sm'x -h  G, 

/»  .  .  sin.r  f   ,        .  //  —  a    ,        .  i.5...(n  —  a)    .  .        1       1.3. ..(//  —  a)  .  . ,        _  (x       r  .       , 

IsèCxdv     =  —    sec^-^r     n ^scc^-'-r    -+-...  H ; —  scc*x       h /  {illangM — »--)->; 

./  // —  iL  n  —  3  a.  4.  ..(/i  — J)  J       2.4---C  — 1)  \*       4 

/•  »  cos.r  f       ,        ,         //  —  2        ,       .  3. 5...  (//  —  a)        ,  .    1       i.3...(//  —  a),.         mx 

I  cosec',.r  de  —    -      —   cosec'1-1  x-k r  cosec"~3x-f- . . .  h , «-  cosec'-r    n —  - ±1  tang*  -  —  ] 

//  — 1|  n  —  3  2.4*-»(i  —  3)  J       a.4.-(« — 1)  ** 

Nous  indiquerons,  en  finissant,  plusieurs  méthodes  qui  peuvent 
servir,  comme  les  précédentes,  à  la  réduction  ou  à  la  détermination  | 

de  l'intégrale  fsiiî^xcosF'xdx,  m,  n  étant  deux  nombres  entiers. 
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D'abord,  il  est  clair  qu'on  réduira  l'intégrale  f sin-"1 x xos~" x dx  à 
d'autres  plus  simples  en  multipliant  une  ou  plusieurs  fois  la  fonction 
sous  le  signe  /par  sin2a?-h  cosaa?  =  i.  De  plus,  on  peut  rendre 
rationnelle  l'expression  différentielle  sin^œcos^'tffifa;  :  i°  dans  le 
cas  où  n  est  un  nombre  impair,  en  posant  sino?  =  s;  20  dans  le  cas 
ohm  est  un  nombre  impair,  en  posant  cosx  =  z.  Remarquons  enfin 
que  l'on  obtiendra  très  facilement  les  valeurs  des  intégrales 

f  smmxdx9      f  cosnxdx,     f  sin"1  x  cosn  x  dx 

dès  qu'on  aura  développé  sinma?,  cos^a?  et  sin^cos^  en  fonctions 
linéaires  de  sina?,  sin ix,  sin 3a?,  . . . ,  cosa?,  cos 2x9  cos3a?,  ...  à  l'aide 
des  formules  établies  dans  le  Chapitre  VII  de  Y  Analyse  algébrique  ('). 

(>)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  H,  T.  III,  p.  i53. 
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TRENTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

SUR    LE   PASSAGE    DES   INTÉGRALES   INDÉFINIES   AUX   INTÉGRALES    DÉFINIES. 


Intégrer  l'équation 

(i)  dy=f(œ)dx, 

ou  l'expression  différentiellc/(x)  dx,  à  partir  de  x  =  xQ,  c'est  trouver 
une  fonction  continue  de  x  qui  ait  la  double  propriété  de  donner 
pour  différentielle  f{x)dx  et  de  s'évanouir  poura?  =  ,r0.  Cette  fonc- 
tion, devant  être  comprise  dans  la  formule  générale 

f/(x)dx  =  f  f(x)dx  +  Q, 

se  réduira  nécessairement  à  l'intégrale  /  f(x)dx,  si  la  fonction /(j;) 

est  elle-même  continue  par  rapport  à  x,  entre  les  deux  limites  de 
cette  intégrale.  Concevons  maintenant  que,  les  deux  fonctions  <?(#) 
et  x(x)  étant  continues  entre  ces  limites,  la  valeur  générale  de  r, 
tirée  de  l'équation  (i),  soit  présentée  sous  la  forme 

La  fonction  cherchée  sera  évidemment  égale  à 

En  partant  de  cette  remarque,  on  verra  sans  peine  ce  que  deviennent 
les  formules  établies  dans  les  Leçons  précédentes,  lorsqu'on  assujettit 
les  deux  membres  de  chacune  d'elles  à  s'évanouir  pour  une  valeur 
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donnée  de  x.  Ainsi,  par  exemple,  on  reconnaîtra  facilement  que  les 
équations  (9)  et  (12)  de  la  vingt-septième  Leçon,  savoir 

ff(x)dx=J'f(z)dz        et        fudv=iuv—fvdu 

ou 

Juv'dx  z=iuv  —  Çvu!  dx 

entraînent  les  suivantes 

(2)  f   f(x)dx=f    {(z)dz 

et 

uvr  dx  =  uv  —  u0  e0  —  /     vu!  dx, 

2j>9  u0  et  v0  désignant  les  valeurs  des,  u  et  v  correspondantes  à  x  =  x0. 
Si,  dans  les  formules  (2)  et  (3),  on  pose  x  =  X,  on  trouvera,  en  appe- 
lant Z,  U,  V  les  valeurs  correspondantes  de  s,  u,  v, 

(4)  r  /(x)dx=f  az)dz 

et 

(5)  /     uv'dx  =  U\  —  m0('o—  /     vu1  dx. 

Les  équations  (4)  et  (5)  sont  celles  que  Ton  doit  substituer  aux  for- 
mules (9)  et  (12)  de  la  vingt-septième  Leçon,  lorsqu'il  s'agit  d'appli- 
quer l'intégration  par  substitution  ou  par  parties  à  l'évaluation  ou  à 
la  réduction  des  intégrales  définies;  tandis  que  les  intégrales  de  cette 
espèce,  déduites  de  l'intégration  immédiate  ou  par  décomposition, 
sont  données  par  la  formule  (18)  de  la  vingt-sixième  Leçon,  ou  par  la 
formule  (2)  de  la  vingt-troisième.  Ces  principes  étant  admis,  les  mé- 
thodes exposées  dans  les  Leçons  précédentes  pourront  servir  à  déter- 
miner un  grand  nombre  d'intégrales  définies,  parmi  lesquelles  je  vais 
citer  quelques-unes  des  plus  remarquables. 

Si  Ton  désigne  par  m  un  nombre  entier,  par  af  (3,  a,  v  des  quantités 
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positives,  par  a,  A,  B,  C,  ...  des  quantités  quelconques,  enfin  par  e 
un  nombre  infiniment  petit,  on  tirera  des  formules  établies  dans  les 
vingt-septième  et  vingt-huitième  Leçons 

rxa~l  dx  =  -,  !     x~a-1  dx  t-  oc, 

a  Jo 

J'      e"xdx  —  i9  !      eaxdx  —  ao,  f     e~ax  dx  =  -> 

r f  b     c 

I     (A  +  Bj  +  C^t.  .  .)dx  =  \-\ hy  -+-..., 

rl  xm—  i  ,  ii  i  r*    dx       7i 

/       x  —  i  2       3  m  J       n-  x*       a 


Çm      dx       _  7r  /*        xdx    _    [X 

J_    x*  -+-  a1       a  J    ,  x'-ffl1  v  ' 

i 

r*  xdx   _  ra     df___* 

J  lxi-hai    ~    9  J0    \/a*—xt~~2' 


/■"  dx 7T        /*        (x->a)dx    jul         /"    (x  —  a)  dx     _ 


E(A 


I  (    - -=-  H - =   Uj  =  2Al-  +  27TB, 

J    ,   \.r  — a  — j3y/-i       x  — a-t-py/— i/  v 


î 


f  /_a -_!. y^L  +  -A_^8v^_\  dx  =  „B. 

./    ,  Vx  x  —  a  —  (3  ^ —  i        x  —  a  -+-  (3  y       l  / 

De  plus,  si  Ton  représente  généralement  par—— \-  une  fraction  ration- 
nelle dont  le  dénominateur  ne  puisse  s'évanouir  pour  aucune  valeur 
réelle  de  x9  para?,,  x2,  ...  les  racines  imaginaires  de  l'équation 

F(x)  =  o,  dans  lesquelles  le  coefficient  de  \/—  i  est  positif,  et  par 
A4  —  B,  y/—  f ,  A2  —  B2  y  —  i ,  . . .  les  valeurs  de  la  fraction  ~r^k  cor" 
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respondantes  à  ces  racines,  on  obtiendra  la  formule 

i 
(6)  f     ^j^dx  =  2(\ï-^  A,  -+-...)  1^4-  271(8,-+-  B,  -+-...)• 

Le  second  membre  de  cette  formule  cessera  de  renfermer  le  facteur 
arbitraire  l->  et  Ton  aura  en  conséquence 


(7) 


/**  f(x)    , 
jf— ^-dx  —  2  7r(B1-+-Bt-h...), 


toutes  les  fois  que  la  somme  A,  -f-  A2  -h  . . .  s'évanouira.  Or,  cette  con- 
dition sera  remplie  si  le  degré  de  F(a?)  surpasse  au  moins  de  deux 
unités  le  degré  de  f(#).  On  arrive  au  même  résultat  en  partant  de  la 
remarque  qui  termine  la  vingt-cinquième  Leçon. 

Si  le  degré  de  la  fonction  F(#)  surpassait  d'une  unité  seulement 

celui  de  f(^r),  l'intégrale  /    ^f-^dx  deviendrait  indéterminée,  et  sa 

valeur  générale,  donnée  par  l'équation  (6),  renfermerait  la  constante 
arbitraire  -•  Mais,  en  réduisant  cette  constante  arbitraire  à  l'unité, 

V 

on  retrouverait  l'équation  (7),  qui,  dans  ce  cas,  fournirait  seulement 
la  valeur  principale  de  l'intégrale  en  question.  Ajoutons  que  cette 
valeur  principale  resterait  la  même,  si,  outre  les  racines  imagi- 
naires x%  xf,  . . . ,  l'équation  F(a?)  =  o  admettait  des  racines  réelles. 

Cm  A  dr 

La  raison  en  est  que  toutes  les  intégrales  de  la  forme  /      ,  _^     ont 

J  —  m 

des  valeurs  principales  nulles. 

Exemples.  —  Soient  m  et  n  deux  nombres  entiers,  m  étant  <  n.  Si 
l'on  fait =  a,  on  trouvera 

un 


l 


X*m  dx  2  7T 

r-  =r  — [sinaTT  -h  sin3a7i  -h. .  .4-  siii(a«  —.1)071] 


1  —  x*n        2  n 

7T  7T 


n  sinon  (ini  -+-  1)7: 

/isin- 

in 
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On  en  conclut,  en  posant  z  =  x2n9 


(8) 


C    za^x  dz  r*  xim  dx  f*  xim  dx  r 

/        =  2/1  /        —  =  n   I        r-  =  — 


De  même,  en  réduisant  chaque  intégrale  indéterminée  à  sa  valeur 
principale,  on  trouvera 


X-m  dx  27T  r    .  .      ,  .     ,  K  TZ  t: 


/       rim  dx         2  7T 
r-  =  — rsin2flt7r  4-  sin^flTT  -h. .  . +-  sin(a/i  —  2)  arc]  = 
i  —  xin        2/1  L  J 
00 


/i  lang<3  7T  (2/?i  -h  I  )7T 

°  /itang 


in 


(9) 


r~za~ldz_        Çm  x*m  dx  __      r*  xim  dx  __        7T 


On  déduira  encore  des  formules  établies  dans  les  vingt-neuvième  et 
trentième  Leçons 


J0    ô  +  ^  ~  /^-~w  _/0     (T  H 


xm~*dx 


(m  —  i)...3.2.i  Cm       dx  i.2, 3. ..(/m  —  i)  x  1.2.3. ..(«  —  /m  —  i) 


(/*  —  /Il  )...(/!  —  3)  (/*  —  2)  J0        (i-J-JC)"  I  .2.3.  .  .(/l  —  l) 

J0       i1^/"')'1   ""  2H~   2Jo       l1^/2)""1   ~   2.4.6...  (2/1  ^2)J9        H-J»  ~  2T4T6."  .(T/7^-~2)    2' 

Jf      zne~zdz     =z  1 .2.3. .  ./*, 
0 

/„.    ,  I  .2.3.  .  ./ï 

r-"e-<*-(cos&~  _j_  i/_  1  s\nbz)dz  =  - ,'  '  1-- -, 

/■"                       ,.            1 .2.3. .  .n  r  £~1 

1      5ne-a-cos65rt^  = ,mcos    (n  +  Oarctang-   > 

^o  t  „t  _i_  h*  ^~"^~  *-  J 


(a?4-6f) 

a 

e~az  COS  ÔS  rfs       =:  — - 

a1  • 
0 


/      e-az  cos  bzdz      _— — , 

^0  «*  4-  £s 

/**        „'         „-       '        /  J  I.2.3.../Ï  .  f  6"1 

I      s"  e-**  sinisas  — — /rzTsin    (n  -+i)arctang-    > 

J"  (a»+6*)"        L  aJ 

/e~az  s'mbzdz      : 


a2  h-  b*  ' 
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Enfin,  on  tirera  des  formules  établies  dans  la  trente  et  unièmqLeçon, 
i°  en  supposant  n  pair, 

f*  .  n      .           i.3.5...(#i  — i)  7C       r%       n      , 
/    s\nnxdx    = y- -z =/     cosnxdx, 

J0  3.4.6.../1  2         J0 


•/a 


tang^^^^-^4-...^^!^^ 


2°  en  supposant  n  impair, 


n 


I     s\nnxdx    =  — ^-= -± — *— -^-  z=  /     cosnxax, 

7  i.3.5...(n  — a)n      J0 


0 

Jr  *     _  i         i  i  .  i  .  i . i 


tangua;  dx  — ^  -+-...qp7±:-±:-l-. 

°  /l  —  I  71  —  3  4  2  22 


Les  méthodes  d'intégration  que  nous  avons  indiquées  fournissent 
souvent  les  moyens  de  transformer  une  intégrale  définie  donnée  en 
une  autre  plus  simple.  Ainsi,  par  exemple,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion f(#),  on  tirera  des  formules  établies  dans  la  vingt-septième  Leçon 

f    f(x±a)dx  =  f    f(z)dz-=zf    f(x)dxf 

J[     f(ax)dx       =-/     ((&)dx9 
0  J o 

> 

Jf    x^-x e-ax dx  —  \t   f    xV-te-'dx, 

JÇm  s'max   ,             fm  sinjr  , 
I      dx      =  I      dx, 


(10) 


1 


Lorsque,  dans  une  intégrale  relative  à  la  variable  x,  la  fonction 
sous  le  signe  /renferme  une  autre  quantité  (x  dont  la  valeur  est  arbi- 
traire, on  peut  considérer  cette  quantité  jx  comme  une  nouvelle 
variable,  et  l'intégrale  elle-même  comme  une  fonction  de  lu.  Parmi  les 
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fonctions  de  cette  espèce,  on  doit  remarquer  celle  que  M.  Legendre  a 
désignée  par  la  lettre  I\  et  qui,  pour  des  valeurs  positives  de  [x,  se 
trouve  définie  par  l'équation 

Cette  fonction,  dont  Euler  et  M.  Legendre  se  sont  beaucoup  occupés, 
satisfait,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  aux  équations 

/T(i)  =  i,     r(a)  =  i,     r(3)=n.2,     ...,     r(/i)  =  i.2.3...(n-i), 
(I2)     l  Cm  Tin) 


f     3"-1 


er 


Jr»  r  (  n  )  cos  (  n  arc  tang  -  J 

0 


e~as  cos  bzdz  — 


(i3) 


p- 


-le~azs\n  bzdz  = 


r(/i)sin  ( n  arc  tang-  J 


« 
0 


(a*-hb*y 


J0  <*         Jo   ('  +  ■*>""        r(n) 

dans  lesquelles  n  désigne  un  nombre  entier,  m  un  autre  nombre  en- 
tier inférieur  à  n,  et  [x  un  nombre  quelconque. 


&* 
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TRENTE-TROISIÈME  LEÇON. 

DIFFÊRENTIATION   ET   INTÉGRATION   SOUS   LE   SIGNE    f.    INTÉGRATION   DES   FORMULES 
DIFFÉRENTIELLES  QUI   RENFBRMENT   PLUSIEURS  VARIABLES   INDÉPENDANTES. 


Soient  x,  y  deux  variables  indépendantes,  f(xf y)  une  fonction  de 
ces  deux  variables,  et  a?0,  X  deux  valeurs  particulières  de  x.  On  trou- 
vera, en  posant  ày  =  a  dy  et  employant  les  notations  adoptées  dans  la 
treizième  Leçon, 

Ar/    f{x>y)dx=j    f(*>y+ty)dx--        f{œ,y)dx  —  j     byf(x,y)djr, 

puis,  en  divisant  par  cady  et  faisant  converger  a  vers  la  limite  zéro, 
On  aura  de  même 

(a)        ^Sj^r)d'=CéI^dx' 

Il  suit  de  ces  formules  que,  pour  différentier  par  rapport  à  y  les  inté- 
grales   /    f(x,y)dxf    I    f(x9y)dx,  il  suffit  de  différentier  sous  le 

signe  /la  fonctionna?,  j).  Il  en  résulte  encore  que  les  équations 

J    f(x>y)d*  =  3{y)> 


(*)  <    f  f(x9y)dx=zS{x9y)9 

J   f(*,'y)dx  =  f(x9y)- 


c> 
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entraînent  toujours  les  suivantes  : 


(4)  /  Ç  il^iïldx  -ilif^yl 

\  Jr.     dy  dy 

Ç    df(x.y)  ^  _dj{x,y) 
J  dy  dy 

J,.        dyn  *y* 


dyn       v*~  dy1 

y) 


(5)  {    f    d*f(x,y)  d»$(x, 

)X.      dy"  dy" 

f   d«f{x,y)dx=d*${x,y)    | 
i  J  dy  dy" 

Exemples.  —  En  différentiant  n  fois  de  suite  par  rapport  à  la  quan- 
tité a  chacune  des  intégrales 

ftt'     jf  S$ï'     f*"***     f'^-dx,     f'x*->e-*dx, 

on  trouvera 

dn  l  —  arc  tang  —  ) 

/\  .i. . .  ndx       ^        \  y  a  y/a/        0 

(ïFTâ"j"«Ti       "'  ~"  dâ»  h  ^' 

Çm  \.<*.  ..ndx ^  7r        \\fâ)  _  i.3.5...(a#i  — i)ir 

JÇm dx  _  i.3. 5. ..(2/i  —  i)  7t 

o    (T-t-^j^71       ""  ~2.4.6...(2/i)     V 

I      xne±axdx         =±  — - — = -  -h  8. 

J  dan  ' 

f. 

f"x^n-te-axdjr  =  ^JjMlILj -l(i±  »_zii)  r(,,), 


.r"  e~ax  dx 


i_  dn(  arx  )  _  i .  2 . 3 . . .  n 

~^      daa      ~        aH+l 


T(/a  4-  n)  :._  ja(j*  +  i). .  .(|ul  -h  n  —  i)  r(jui). 
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Concevons  maintenant  que  la  fonction  f(x,y)  soit  continue  par 
rapport  aux  deux  variables  x  et  y,  toutes  les  fois  que  x  reste  compris 
entre  les  limites  x09  X,  et  y  entre  les  limites  y0f  Y.  Il  est  aisé  de  voir 
que,  pour  de  semblables  valeurs  de  x  et  de  y9  la  seconde  des  équa- 
tions (3)  entraînera  la  suivante  : 

(6)        f     f  f(x,y)dydx=  f  g(x,y)dy=  f    f  f(x9y)dydx. 

En  effet,  on  tirera  de  la  formule  (2) 


(7) 


jfrj    j    f(x>y)dxdy=j    f(x,y)dx, 

*•  J9  **• 

puis,  en  multipliant  les  deux  membres  par  dy  et  les  intégrant  par 
rapport  à y9  à  partir  dey  =  o,  on  retrouvera  la  formule  (6).  On  aura 
par  suite 

l  /     /    f(*>y)dxdy  =  \     f    f(*>y)dydx, 

J  J*%  Jy*  Jy%  J*% 

f    /      /    f(x,y)dxdy=  f      f    f{x9y)dydx. 

Il  résulte  des  formules  (6)  et  (7)  que,  pour  intégrer  par  rapport  ky9 

et  à  partir  de  y=  y09  les  expressions  /    f(x9y)dx9  f   f(xty)dx, 

multipliées  par  la  différentielle  dy9  il  suffit  d'intégrer  sous  le  signe  J , 
et  à  partir  de  y  =yQ,  la  fonction  f{x9 y)  multipliée  par  cette  même 
différentielle. 

Souvent  l'intégration  sous  le  signe  y  fait  connaître  les  valeurs  de 
certaines  intégrales  définies,  quoique  l'on  n'ait  aucun  moyen  d'éva- 
luer les  intégrales  indéfinies  correspondantes.  Ainsi,  quoique  Ton  ne 

— j 

([/,,  v  étant  deux  quantités  positives),  néanmoins,  comme  on  a  géné- 
ralement, pour  des  valeurs  positives  de  (/., 


(8) 


f  xY-*  dx—-, 
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on  en  conclut,  en  multipliant  les  deux  membres  par  </[/.,  puis  inté- 
grant par  rapport  à  f/.,  à  partir  de  |x  =  v, 

,    x  fxxV-—  x"  dx       ,u 

(9)  J0-û-^=1v-  . 

Parmi  les  formules  de  ce  genre,  on  doit  remarquer  encore  celles  que 
nous  allons  établir. 

Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c  des  quantités  positives,  une  intégration 
sous  le  signe  y ,  relative  à  la  quantité  a,  effectuée  à  partir  de  a  =  c 
et  appliquée  aux  intégrales  définies 


/. 


a 


(10)  Il     er~axcosbxdx  =  —^ — 


f. 


e-axsjn  frxclx  — 


ax+b* 
b 


a*+b* 


produira  les  formules 

Jfe-**—  e~ax  ,  ta 

I      dx  ~  I  - , 

o  x  c 

(I°  \J.     * ™*b*dx  =  \1^»' 

J/»«°  e-cx e-ax  a  c 

I     sinbxdx  =arctangT  —  arc  tangT» 
o             x  b  b 

desquelles  on  tirera,  en  posant  c  =  o  et  a  =  oo, 

fdx  f*        ,     dx  Çm   .    .     dx       t: 

(12)         I      — -=oc,  I     cosbx — =00,  I     suxbx —  =  -• 

J0       x  Jo  x  «A>  x         2 

De  plus,  comme  on  a,  pour  des  valeurs  positives  de  b  (voir  la  trente- 
deuxième  Leçon), 

f*  z*>-*  e-~"+*)  dz  l-i     Y(b\l 
J,  (1+-*)* 

et,  par  suite, 
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on  en  conclura,  en  supposant  a  et  b  positifs,  ainsi  que  b  —  a, 

(,3)        1   (TTilï-r(é)i    -  rf-~        r<*j      ' 


2  m  -f-  I 

— , 

2/1 


puis  en  faisant  b  =  i,  prenant  pour  a  un  nombre  de  la  forme 

et  ayant  égard  à  l'équation  T(i)  =  i,  on  trouvera  [voir  la.  formule  (8), 
trente-deuxième  Leçon] 

T(a)T(i-a)  =  -r* 


sinaTr 
[T  ($)]*=:  n9        r(i)=ic"=r   z~*e-*dz=f   e-*%dx. 

Soient  maintenant  9(^,7)*  %(&>?)  deux  fonctions  propres  à  véri- 
fier l'équation 

dy(x9  y)  _  dx(r,y) 


(i5) 


df/  */j; 


Si  Ton  substitue  successivement  les  deux  membres  de  cette  équation 
à  la  place  def(œ, y)  dans  la  formule  (6),  on  obtiendra  la  suivante  : 

(16)        /    [<t(x,y)  —  ?(x,yo)]d*=  f   tx(^y)  — x(^o,r)]^j. 

» 

Celle-ci  subsiste  toutes  les  fois  que  les  fonctions  y(x,y),  yX&*y) 
restent  Tune  et  l'autre  finies  et  continues  par  rapport  aux  variables  x 
et  j,  entçe  les  limites  des  intégrations. 

Concevons  à  présent  que  Ton  cherche  une  fonction  de  u  propre  à 
vérifier  l'équation 

(17)  du=zy(x,y)dx-+-z(x,y)dy 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  suivantes  : 
<■*>  s  =  »<*»*>• 

du 
(»9)  fy=X(x>y)- 
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On  ne  pourra,  évidemment,  y  parvenir  que  dans  le  cas  où  la  for- 
mule (i5),  dont  chaque  membre  sera  équivalent  à  j— y->  se  trouvera 

satisfaite.  J'ajoute  que,  en  supposant  cette  condition  remplie,  on 
résoudra  facilement  la  question  proposée.  En  effet,  soient  x0  et  y0 
des  valeurs  particulières  de  x9  y,  et  G  une  constante  arbitraire.  Pour 
vérifier  l'équation  (18),  il  suffira  de  prendre 

v  désignant  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  y;  et,  comme  on 
tire  de  la  formule  (20) 

du  =  Ç'd^x^y)^  +  d*  =  r*dxi*,.r)  dx  +  * 

dy   Jr,     dy  dy   J*,     dx  dy 

= x(x>y  )  -  x(*».y)  -+-  ^.» 

il  est  clair  qu'on  vérifiera  en  outre  l'équation  (19)  si  l'on  pose 

(ai)    ^  — x(*i»r)  =  °»      v=jx(x*,y)dy=J  x(*<»y)dy  +  z- 

Par  conséquent,  la  valeur  générale  de  u  sera 


(«) 


u—f  <?{x,y)dx-hjx(Xo,y)dy 

=  f  ?(*fy)d*  +  f  x(*o,y)dy  +  e. 


Lorsque,  dans  les  équations  précédentes,  on  échange  entre  elles  les 
variables  x9 y9  on  obtient  une  seconde  valeur  de  u  qui  s'accorde  évi- 
demment avec  la  première,  en  vertu  de  la  formule  (16). 

On  intégrerait  avec  la  même  facilité  la  différentielle  d'une  fonction 
de  trois,  quatre,  . ..  variables  indépendantes,  et  l'on  prouverait,  par 
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exemple,  que,  si  les  conditions 


(23) 


dfSx>y>z)  __  dty(x,y,z) 

'  dy 

.  dy(x,y,z) 


dz 

dty(<r,y,z) 
dx 

dy(x,y,z) 
dy 


dz 

dx(*>y>z) 

dx 


se  trouvent  remplies,  la  valeur  générale  de  u  propre  à  vérifier  Téqua 
tiort 


(*4) 


sera 


du  =  <p ( x, y,  z)  dx  4-  x(*. /»  * )  dy  -h  ty {x, y,  z  )  dz 


(a5)     «=/     y{x,y,z)dx+  f    x(*0,/,5)4r+  /     ^(^oi  /o>  z)dz-hQ, 
Jjt.  Jy%  Js9 

.r0,  y0,  z0  désignant  des  valeurs  particulières  des  variables  x\  y,  z. 
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TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

COMPARAISON  DES  DEUX  ESPÈCES  D'INTÉGRALES  SIMPLES  QUI  RÉSULTENT   DANS  CERTAINS  CAS 

D'UNE    INTÉGRATION    DOUBLE. 


Concevons  que  l'équation  (i5)  de  la  Leçon  précédente  soit  vérifiée. 
Si  Ton  intègre  deux  fois  cette  équation,  savoir  une  fois  par  rapport  à  x 
entre  les  limites  x0,  X,  et  une  fois  par  rapport  à  y  entre  les  limites  j0,  Y, 
on  trouvera 

(0  I     [?(^»Y)-o(x,<x0)](ij7=  /    [x(X,j)  —  x(.r0, /)]<>'• 

Cette  dernière  formule  établit  une  relation  digne  de  remarque  entre 
les  intégrales  qu'elle  renferme.  Mais  elle  cesse  d'être  exacte,  lorsque 
les  fonctions  y(x% y),  x(x>y)  deviennent  infinies  pour  un  ou  plusieurs 
systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y  compris  entre  les  limites  x  =  x^ 
x  =  X,  y=y9,  y  =  Y.  Imaginons  d'abord  que  ces  systèmes  se 
réduisent  à  un  seul,  savoir  x  =  a9  y  =  b.  Dans  ce  cas  particulier, 
les  expressions  déduites  par  une  intégration  double  des  deux  membres 
de  la  formule  (i5)  (trente-troisième  Leçon)  pourront  différer  Tune  de 
l'autre.  Mais  elles  redeviendront  toujours  égales,  si  dans  le  calcul  on  a 
eu  soin  de  remplacer  chaque  intégrale  relative  à  x  par  sa  valeur  prin- 
cipale. Cette  observation  suffit  pour  montrer  de  quelle  manière  l'équa- 
tion (i)  devra  être  modifiée.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  e  un  nombre 
infiniment  petit,  on  trouvera,  dans  l'hypothèse  admise, 

'  [?(.*,  Y)  — o(.r,  v9)]dx  +  /       [©(.r,Y)  —  <?(.r,y0)]  rf.r 

x*  **  a  ■+-  e 

=j     [x(X,y)  -y.(a+E,y)+z(a-s,Y)-z(j'0,y)]dy; 


(*) 
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puis  Ton  en  conclura,  en  faisant  converger  e  vers  la  limite  zéro, 

(3)  f   [9(x9Y)-9(x/y0)]dx=f   [x(X,j)  -z(*.,j0]rf/  -  A, 
la  valeur  de  A  étant  déterminée  par  la  formule 

(4)  A  =  lim/     [x(<*  +  e>y)  —  x(«  —  *9y)]dy- 

Dans  le  cas  général,  A  sera  la  somme  de  plusieurs  termes  semblables 
au  second  membre  de  l'équation  (4). 

Exemple.  —  Si  Ton  pose 

X$  — -  —  '  »  ^  -—  ^  f 

Jo  =  —  ï,  Y  =  i, 

les  équations  (3)  et  (4)  donneront 

* 

rx  —  *dx        rx   idy         A  A       ..      rx    itdy 

II  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  <f(&,y)f  x(x*y)  vérifieront 
l'équation  (i5)  de  la  trente-troisième  Leçon,  si  Ton  a 

<p(a?,j)<£r-f-x(*,  y)dy=/(u)du 

et,  par  suite, 

,  -  v  /         v        »t    v  du  ,  +.    .  du 

//  désignant  une  fonction  quelconque  des  variables  4?,  j. 

11  est  encore  facile  de  s'assurer  que  les  formules  (ï)  et  (3)  sub- 
sistent sous  les  conditions  énoncées,  dans  le  cas  même  où  les  fonc- 
tions 9(#,,y)t  x(x*y)  deviennent  imaginaires.  Concevons,  par 
exemple,  que,  la  fonction /(a?)  étant  algébrique,  on  pose 

u  —  x  -f  •  y  >/—  i . 
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On  tirera  des  équations  (5) 

?(^»r)=/(x-+-JV/:r').      x(-*'>/)~v/-r~>/(*-+-.yv/^>)» 

et  de  la  formule  (3) 

(    f  !/<>  + Y  v^) -/<>  +  /,  V^)]** 

(6)        '  _/.«  _  _ 

=  \l-  '  /    f/O  +y)/-  ■  )  -/(*.-hW~  ')]  dr  -  A. 

t)ans  celle  dernière,  A  s'évanouira  si  la  fonction  /(x  -+- y\/—  i)  reste 
finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  comprises  entre 
les  limites  x  =  x0,  x  =  X,  y  =  y0,  y  =  Y.  Mais,  si,  entre  ces  mêmes 
limites,  la  fonction  /(x  +y  \l—  ij  devient  infinie  pour  le  système  de 
-valeurs  x  =  a,  y  =  b9  alors  la  valeur  de  A  sera  donnée  par  l'équa- 
tion (4);  et,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

on  trouvera 

/*  

[/(a  -T-  e  +  /  sj—i)—f(a  —  £  -f- j  y/—  i)J  dfy 


z 


(8)  =}f=\\\mf  \*Ï!Ltî±lLïL^l}^ 


—  i  -h  5  y/ —  i  ) 


Soient  maintenant 


(9)    4jL±^(^=)V/-J_£^-^^  +  ^)vEll=ro(£)+vr_,^)> 

i  -+-  5  y/—  i  —  i  4-  z  y/ —  i 


(10) 


w(e)~ tît(o)                    <MO  —  '^(o)       a 
—  x, =p, 


ct(e),  <|/(e)  et  par  suite  a,  (ï  étant  des  quantités  réelles.  Supposons 
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d'ailleurs  que  Y  surpasse  y0  et  que  les  fonctions  S(x-hy^—\), 
f{x-\-yyJ — i)  restent  finies  et  continues  par  rapport  aux  variables  x 
et  y  entre  les  limites  x0%  X,  y0,  Y.  Comme  on  aura,  en  vertu  de  la 
formule  (g), 

ro'(s)  -h  v^-ï  t|/(«)  =  #[a-t-e-h(ô  -+-  sz))J~i]  —  ,f'[a  —  e  -+-  (b  -+-  ez)  sf^i] 

—  f{a  -f-e-4-  rv^— "»)—  £'(«  —  i+y^—*)* 

ii  est  clair  que  les  valeurs  numériques  des  quantités  ^'(e),  4*  (£) 
resteront  toujours  très  petites  aussi  bien  que  celles  des  deux  quan- 
tités a,  $  dont  chacune  peut  être  présentée  sous  la  forme  ct'(Û£)  ou 
'«{/(Oe),  0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Cela  posé,  on 
trouvera 

lim/    s(a  -h  Pv^-~  i)ds  =  lim  I     (a-fP^i)e/iy  =  o, 


z  ^z 


lim  /     [m(t)  -h  \/^~i  ty(e)]dz  =  f     \xn(o)  -4-  v^— ~l  <K°)l<kf 

puis,  en  faisant  f  =  $(a  •+-  b\j—  i)  =  lim£/(a-h  é/~"  *  +  £)» 

(ii)     a  =  yj—if    [w(o)  +  s[=\^(o)]dz=:*îsf^f    -J^_  =  airf^~i. 

Si  l'on  avait  y0=b  ou  Y  =  b,  l'intégrale  relative  à  z  dans  la  for- 
mule (n)  ne  devrait  plus  être  prise  qu'entre  les  limites  z  =  o, 
5==oo  ou  bien  entre  les  limites  3  =  —  qo,  s  =  o,  et  par  suite  la 
valeur  de  A  se  réduirait  à  rcf  ^  —  1.  Dans  la  même  hypothèse,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (6)  serait  la  valeur  principale  d'une  in  té- 
grale  indéterminée.  Il  est  encore  essentiel  d'observer  que  a  -+-  b  \/—  1 
représente  une  racine  de  l'équation 

(n)  f(x)=±oc. 

Si  cette  équation  admettait  plusieurs  racines  dans  lesquelles  les 
parties  fussent  comprises  entre  les  limites  a?0,  X,  et  les  coefficients 
de  v^—  1  entre  les  limites yQ,  Y;  alors,  en  désignant  par  xx%  x29  .... 
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xm  ces  mêmes  racines  et  par  f,,  f„  . . . ,  f„  les  véritables  valeurs  que 
reçoivent  les  produits 

{jc-x,)f(x),    (x  —  xt)f(x) <*-■!■..)/(*), 

tandis  que  leurs  premiers  facteurs  s'évanouissent,  on  trouverait 

(i3)  a-3jt(f,  +  f,  +  ...+  fm)v/^i- 

Ajoutons  que  chacun  des  ternies  f,,  f3,  ...,  („  doit  être  réduit  à 
moitié  toutes  les  fois  que,  dans  la  racine  correspondante,  le  coef- 
ficient de  \/—  i  coïncide  avec  l'une  des  limites yt,  Y. 

Lorsque  la  fonction  f{x  -\-y\J—  i)  s'évanouit  :  i°  pour  x  =  ±cc, 
quel  que  soitj;  2°  pour  y  —  »,  quel  que  soit  x,  alors,  en  prenant 
x0  =  —  qo,  X  =  -+-  =c,  y,  =  o,  Y  =  ao,  on  tire  de  la  formule  (6) 


04)  /(*)</. 


L 


H*) 


Lorsque  la  fonction  f(x)  se  présente  sous  la  forme  ^— ~  et  que 
ceux  des  termes  f,,  f, fffl,  qui  ne  s'évanouissent  pas  corres- 
pondent tous  à  des  racines  de  l'équation 

('5)  F(jc)  =  o, 

l'expression  A  peut  évidemment  s'écrire  comme  il  suit  : 

«■«     »-  [^-^m— %$<=■•• 

et  l'équation  (i£)  devient 

Dans  le  second  membre  de  celle-ci,  on  doit  seulement  admettre  les 
racines  réelles  de  l'équation  (i5)  avec  les  racines  imaginaires  dans 
lesquelles  le  coefficient  de  y*  —  '  est  positif,  en  ayant  soin  de  réduire 
à  moitié  tous  les  termes  qui  correspondent  à  des  racines  réelles.  Cela 
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posé,  on  trouvera,  pour  F(x)  =  14-  x*t  x{  =  \/—  1 , 

(,8)  f'jT*.d*=**u=v* 

et,  pour  ¥(x)  =  i  —  a?2,  x%  =  —  i ,  x2  =  ■+- 1 , 

Cette  dernière  formule  donne  simplement  la  valeur  principale  de  l'in- 
tégrale qu'elle  renferme. 

Exemples.  —  Soit  p.  un  nombre  compris  entre  o  et  2.  Si  Ton  pose 

f(x)  =  (-^y/37)»i-,> 

l'expression  imaginaire 

t(*  4- y  v/=l)  =  (y-x yT^y-1 

conservera  une  valeur  unique  et  déterminée  tant  que  y  restera  posi- 
tive (voir  l'Analyse  algébrique,  Chap.  VII)  ('),  et  Ton  tirera  des  for- 
mules (18)  et  (19) 


(10) 


1 +j' 


/"  xV-x  dx  _  Ç*  xV^jdx  k 


(ai) 


/: 


2sin({/jL7t)> 


I  —  X1  2 


1  —  xt        2sin(jLt7i)        2  tang({fjL7T) 

Si,  dans  la  dernière  des  équations  (20)  et  la  dernière  des  équa- 
tions (21),  Ton  remplace  x2  par  z  et  jjl  par  20,  on  reproduira  les 
formules  (8)  et  (9)  de  la  trente-deuxième  Leçon,  qui  se  trouveront 
ainsi  démontrées,  avec  la  première  des  équations  (14)  de  la  trente- 
troisième,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  les  limites  o 
et  1. 

f1)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  H,  T.  III,  p.  i53. 


I 

i 
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TRENTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

DIFFÉRENTIELLE  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE  PAR  RAPPORT  A  UNE  VARIABLE  COMPRISE 
DANS  LA  FONCTION  SOCS  LE  SIGNE  Ç%  ET  DANS  LES  LIMITES  DE  L'INTÉGRATION. 
INTÉGRALES   DBS    DIVERS  ORDRES   POL'R   LES   FONCTIONS    D'lXE   SEULE   VARIABLE. 


Soit 


(0 


\—  I    f(x,z)dz 
5» 


une  intégrale  définie  relative  à  z.  Si,  dans  cette  intégrale,  on  fait 
varier  séparément,  et  indépendamment  l'une  de  l'autre,  les  trois 
quantités  Z,  z09  x,  on  trouvera,  en  vertu  des  formules  (5)  (vingt- 
sixième  Leçon),  et  de  la  formule  (2)  (trente-troisième  Leçon), 

dk  __  ,,  _  ^  dk  __      ,,  _  m  x  d\  _  fzdf(x,z) 


(a>    k=/(<r'Z)-     ht  =  -^x's^     ±=f 


dx 


Par  suite,  si  les  deux  quantités  z0,  Z  deviennent  fonctions  de  la 
variable  x9  on  aura,  en  considérant  A  comme  une  fonction  de  cette 
seule  variable, 


<3>         £-ÇV!£*«+n*.*>Z-n'--.'> 


dx 


Dans  le  cas  particulier  où  z0  se  réduit  à  une  constante,  et  f(x9  Z)  à 
zéro,  on  a  simplement 


z  „z 


<«>  <./ A«.}+=f  tapi*. 

Exemple.  —  Soient  50  =  a:0  (#0  désignant  une  valeur  particulière 
et  constante  de  x),  Z  =  x,  et  /"(a?,  z)  =  (,r  —  js)m  /(s) ;  on  obtiendra 
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la  formule 

de  laquelle  on  conclura 


X      ~x 


(6)  f     f  \x-z)^f(z)dzdx=^-f   {x-z)-f{z)dz 

et 

(7)  ff   (^-z)^-'/(z)dzdx=^J%  (x-z)'»f(z)dz-he, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Si  m  se  réduit  à  l'unité,  la  for- 
mule (6)  donnera 


,or    >»x 


(8)  f    f  f(z)dzdx=f  (x-z)/(z)dz. 


X,    ~x. 


11  est  maintenant  facile  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Problème.  —  Trouver  la  valeur  générale  de  y  propre  à  vérifier  V équa- 


tion 


(9)  a£  =/<*>• 

Solution.  —  Comme  on  peut  mettre  l'équation  (9)  sous  la  forme 


rf(sï)  =/<*>*•• 


on  en  conclura,  en  intégrant  les  deux  membres  par  rapport  à  x, 


£^  =ff(x)dx=f*f(x)d*+e 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

En  intégrant  de  nouveau,  et  plusieurs  fois  de  suite,  par  rapport  à  la 

Œuvres  de  C.  —  S.  11,  t.  IV.  27 


L 
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variable  x,  entre  les  limites  x0,  x,  ayant  égard  aux  formules  (6) 
et  (8),  puis  ajoutant  au  résultat  de  chaque  intégration  une  nouvelle 
constante  arbitraire,  on  trouvera  successivement 


dx 


(") 


d*-*y        ( "(x  —  z)*  ..    .    ,         _(.»  — j-0)*       _    .  , 


dx     Jx    i.a.3...(/*  —  a)  i.a...(#t —  a) 


1  I  .2.  .  .(/l  —  3)  *I.2...(/I —  4) 


et  enfin 


,x     '  %— '  (*-*,)"-" 


o 


I  .  2  .  .  .  (  /<  —  l) 

(,2)        {  *         ^     '  _, 

i.2...(/i  — 2)  i.a...(/*  — 3) 

£>  £l9  339  ...,  3A_!  étant  les  diverses  constantes  arbitraires.  Il 
importe  d'observer  que  l'intégrale  définie  comprise  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (12)  peut  être  aisément  transformée  à  l'aide 
de  la  formule  (17)  (vingt-deuxième  Leçon).  En  effet,  si  dans  cette 
formule  on  remplace  x  par  zf  et  X  par  x9  on  en  tirera 

f     f(z)dz—j  /(^o-+-  z)dz—  !  f(x  —  z)dz 

et,  par  suite, 

rx     (*-«)«-«_„  N  ,       rx-x*(x-xo-z)*-* 

J      1.2.3. .  .(/1  —  1)  JL  I.2.3.  ..(/i— i)y  v   °        ' 

('4)     <      # 


Si  l'on  prenait,  pour  plus  de  simplicité,  x0=o,  la  valeur  de  ,y, 
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donnée  par  l'équation  (12),  se  réduirait  à 


(i5) 


Y=l        —o T :/W*  +  e  ; r 

^         J         1.2.3.  .  .(/l  —  l)  '  V     '  1.2. ..(/*  —  l) 


1.2. ..(ft —  2)  1.2. ..(n  —  o) 


et  la  formule  (14)  deviendrait 

1  fl      7 -/(z)dz-  /     =^— -/(x-z)dz. 

i.2.3. ..(/i  —  i)yv   '  ^     i.2.3...(/i  — i)yv  ' 

Lorsqu'on  se  sert  d'intégrales  indéfinies,  et  que  Ton  se  contente 
d'indiquer  les  intégrations  successives,  les  valeurs  des  fonctions 

da~xy       dn~*y       dn~*y 

dxn~x  '     dxn~*  '     dxn~*'      ""'     y* 

tirées  de  L'équation  (9),  se  présentent  sous  la  forme 

j  f(x)dx,       j  .  /  f(x)dx.dx,       I  .  /  .  /  /(x)dx.dx.dxy      ..., 

/././...//(j?)  dx . . .  dx .  dx .  dx. 

Ces  dernières  expressions  sont  ce  que  nous  appellerons  des  intégrales 
du  premier,  du  second,  du  troisième,  . . .  ordre,  et  enfin  de  Mordre  n, 
relativement  à  la  variable  x.  Pour  abréger,  nous  les  désignerons  doré- 
navant par  les  notations 

(i7)  ffwdx,  ff/(x)dx*,  fff n*)**, ...,  yy\../(*)^n> 

auxquelles  nous  substituerons  les  suivantes 


.'  *\X  ***        ~X  ~X      ~X      -X 


f  f{x)dx,      f     f  f(x)dx\      f    f    f  f{x)dx*,     .... 


(Q\  i  T*  X*  **•  Jr°         x9         **• 


r  r  ...f{x)dx", 


X,    "X# 


quand  nous  supposerons  chaque  intégration  relative  à  x  effectuée 
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entre  les  limites  x9,  x.  Cela  posé,  on  aura  évidemment 


>JT       *•  JT 


//^'&"=/^/(î)& 


,T*0     **  T{ 


(•9) 


(20) 


x*-1  f  f(z)dz—?—^xn-*  f    zf(z)dz 


(/i—  i)(/i  —  a) 


i  .a 


J^   z*/(z)dz-...±f  z-*/(z)dz\ 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


:•**         d%  X 


•*■„   ■'Jr, 


=  '         --    J?"-1  f   f(x)dx—- -xn-*f   x*f(x)dx—...±f   x*-lf{x)djr 

On  peut  vérifier  directement  la  formule  (20),  à  l'aide  de  plusieurs 
intégrations  par  parties. 

Soit  maintenant  F  (a?)  une  valeur  particulière  y  propre  à  vérifier 
l'équation  (9),  en  sorte  qu'on  ait 

(21)  F<">(*)  =/(*)• 

Si  la  fonction  F(a?)  et  ses  dérivées  successives,  jusqu'à  celle  de 
l'ordre  n,  restent  continues  entre  les  limites  a?0,  x,  alors,  en  posant 
x  =  x0  dans  les  formules  (10),  (1 1)  et  (12),  on  trouvera 


(") 


Qm-t=¥'(x9)9  en-t^F(x0), 


et  la  formule  (12)  donnera 


&     «**<»  j?i. 


F(*)  =  F(a-,)+  Fi(j,)+... 


I.2...(/l  — l)  J         1.2.3.../iyV     7 

De  cette  dernière,  combinée  avec  l'équation  (19),  on  déduit  la  sui- 
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vante 


,J  y%  J 


f  f   .../(*)«*»"  =  F(*)-F(*,)-  ^-^F'(x0) 

-fr-^Vfr.)-...-  (^-^0)'-  F._,(  } 

1.2  '  i.2.3...(ft — 1) 

qui  renferme,  comme  cas  particulier,  la  formule  (17)  de  la  vingt- 
sixième  Leçon.  Lorsqu'on  suppose  x0  =  o,  l'équation  (24)  se  réduit  à 


(25) 


{j%XfX...f(x)dx*=F(x)-F(o)-j¥'(o) 


x*  „..    .  xn~l 


F'(o)  -. . . ~ r  F<— "(o). 

1.2  I  .2.3.  .  .(/l  —  l) 


Exemple.  —  Soit  F(a?)  =  é*\  on  aura 

f(x)  —  F^(x)  =  ex 

et,  par  conséquent, 


"x  XX*  xn~l 


/     . . .  e*dxn=ex—  1  —  — 


0    vo  1        1.2      '  i.a.3...(#t-i) 

(26) 


y    1 .2.3. .  .(/i  —  1) 
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TRENTE-SIXIÈME  LEÇON. 


TRANSFORMATION  DE  FONCTIONS  QUELCONQUES  DE  X  OU  DE  X  H-  h  EN  FONCTIONS  ENTIÈRES 
DE  X  OU  DE  h  AUXQUELLES  S'AJOUTENT  DBS  INTEGRALES  DÉFINIES.  EXPRESSIONS 
ÉQUIVALENTES   A   CES   MÊMES   INTÉGRALES. 


Si,  dans  l'équation  (23)  de  la  Leçon  précédente,  on  remplace /(s) 
par  sa  valeur  F{R)(z),  tirée  de  la  formule  (21),  on  trouvera,  sous  les 
mêmes  conditions, 

F(x)  -.,  ¥(x0)  +  X-^  F'(x0)  +  ^-7-^o)-  F'(*f)  +. . . 

(I)   {  _t 

(x-xQ)"  '    F{.,l)(     }       f        (*-*)*  '       FO^eh, 
i.a...(w  — 1)  '     „/.    1 .2.3..  .(/1  —  1)         v   ' 


puis,  en  posant  a?0  =  o, 


•^      ni  *         %  *f* 


F(x)  =  F(o)  h-  -  F(o)  -h  —  F'(o)  + . . . 

."-7— -F<-'>(0)4-l  (*         7 -F«»>(5)rf5. 

1.2.3.  ..(«  — l)  ^       1.2.3.  .  .(/l  —  I)  X     ' 

Si  l'on  fait  dans  celle-ci  F(#)  =/(a:  4-  A),  et  qu'ensuite  on  échange 
entre  elles  les  deux  lettres  x  et  h,  on  obtiendra  l'équation 

/(*  4-  h)  =/(x)  +  ^/'(*)  4-  £-/'(*)  -+- . . . 

(3)  <  +..a.3/,.7,-,)/'"-,>^ 

h 


f  — (h>      ZT  '     J[n){x  +  z)dz, 

J0      1.2. 3.  ..(«  —  !)•'         V  ' 
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dans  laquelle  le  dernier  terme  du  second  membre  peut  être  présenté 
sous  plusieurs  formes  différentes,  puisqu'on  a,  en  vertu  des  for- 
mules  (i4)  et  (19)  de  la  trente-cinquième  Leçon, 


/. 


1.2.3. ..(/l  —  1) 

/*             zn— ! 
*    f(»)tx^/l  —  z)dz 
1.2.  ..(n  —  \)J 


(4) 


0 


J  1.2.3. ..(/i  —  1) 


X 


L'équation  (3)  suppose  que  les  fonctions  /(x  -+-  s),  f{x  -4-5),  . . . , 
/{tt)(x-hs)  restent  continues  entre  les  limites  s  =  o,  z  =  h.  On 
pourrait  la  déduire  immédiatement  de  la  formule  (1)  en  prenant 
x  =  x0-h  h%  puis  remplaçant  x0  par  a;  et  F  par/.  Seulement  le  der- 
nier terme  du  second  membre  serait  alors  la  troisième  des 'intégrales 
comprises  dans  la  formule  (4). 

Au  reste,  on  peut  démontrer  directement  l'équation  (3)  à  l'aide  de 
plusieurs  intégrations  par  parties,  en  opérant  à  peu  près  comme  l'a 
fait  M.  de  Prony  dans  un  Mémoire  publié  en  i8o5.  En  effet,  si,  dans 
la  formule  (i3)  de  la  Leçon  précédente,  on  remplace  d'abord  x  par 
x0  -+-  h  et  ensuite  x0  par  x,  on  en  tirera 


\    f(x+z)dz=l    f(x  +  h  —  z)dz. 

0  *M> 


On  aura  donc,  en  conséquence, 


(6)       /(x  +  h)  -  f(x)  =  f  f(x  +  z)dz=f  f(x  +  h-s)ds. 
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D'ailleurs,  en  intégrant  par  parties  plusieurs  fois  de  suite,  on  trouve 


(7) 


/>(* 


h  —  z)  dz 


—  f  f'(x  +  h-z)+  Ç-f\x  +  h-z)dz 

_  f  f'(x  -h  h  —  z)  -h  —  f'(x  -h  h  -  z)  -+-  C—f'(x  -*-  /i  —  z)dz 


4» 


-/'(#  +  /i-;)  +  —-/'(a?  4-/1  —  5)4-... 


1 .2 


5»-l 


y(»-ij(x_h^__5) 


1 


1 .2. .  .(/t  —  1) 

*    /<»)(*  +  /,- 


~)<k; 


puis,  en  supposant  que  chaque  intégration  soit  effectuée  entre  les 
limites  s  =  o,  z  =  hf  et  que  les  fonctions  f(x  4-  s),  /'(#  -+-  -s),  •  •  ■  » 
f{n)(x  -+-  5)  restent  continues  entre  ces  mêmes  limites, 


I     f  f'(x-hh  —  z)dz  = 


h  h1 

I  y    V      '  I.2y    V      ' 


(8) 


^*-i 


1 .2.3. , .(n  —  1) 

A 


/<«-«>(*) 


+  / ^—j ,/<n>(x  +  h—  Z)dz, 

Ja     1 .2.3..  .(n  —  \)J  ' 


Cela  posé,  on  déduira  évidemment  de  la  formule  (6)  une  équation 
qui  s'accordera,  en  vertu  de  la  formule  (4),  avec  l'équation  (3).  La 
même  méthode  pourrait  encore  servir  à  établir  directement  l'équa- 
tion (2). 

Non  seulement  les  intégrales  renfermées  dans  les  seconds  membres 
des  formules  (2)  et  (3)  peuvent  être  remplacées  par  plusieurs  autres 
semblables  à  celles  que  comprend  la  formule  (4)»  mais  on  doit  encore 
conclure  de  l'équation  (i3)  (vingt-troisième  Leçon)  qu'elles  sont 
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équivalentes  à  deux  produits  de  la  forme 


(9) 


\\        -sdz  = % F"»(0*), 

I.2.3.. .(«  —  I)  1.2.3...  H  x         ' 


(.o)     /'">(* +  9A)jfj*  .X->)dS=T^7jJ(n)(*  +  eV> 

6  désignant  un  nombre  inconnu  qui  peut  varier  d'un  produit  à  l'autre 
en  restant  toujours  inférieur  à  l'unité.  On  aura  par  suite 


x  n..   .       x* 


lF(x)        =F(o)  +  ^F'(o)-t-^F'(o)+... 
(ii)    < 


a?*-1  », X" 


H 5 ; r  F'"-"(o)  H â F'»»(fl«), 

l.1.i...yri — I)  1.3.3... M 

j  f\x  H-  h)  =/(*)  4-  £/'(*)  4-  ^/"(*)  +.  .  . 
(12)      {  • 

-H ^-/ ,/(— *>(*)  H- ¥ /(n,(*  -+-  0/i). 

I.2.3. .  .(/i  —  j)'  I.2.3. ../*■' 

Il  est  essentiel  d'observer  que  la  fonction  F(#),  avec  ses  dérivées 
successives,  doit  rester  continue,  dans  la  formule  (n),  entre  les 
limites  o,  x,  et  la  fonction  f(x  -h  s),  avec  ses  dérivées  successives, 
dans  la  formule  (12),  entre  les  limites  z  =  o,  z  =  h. 

Soit  maintenant  u  =  f(x, y,  zf  . . .)  une  fonction  de  plusieurs 
variables  indépendantes  x,  y,  z,  . . . ,  et  faisons 

(i3)  F(a)  =/(#  -+-  «rf,rj+  xdy,  z  4-  «*/*,  . .  .). 

On  tirera  de  la  formule  (11),  en  y  remplaçant  x  par  a,  puis  ayant 
égard  aux  principes  établis  dans  la  quatorzième  Leçon, 

f(x  -h  a  dx,  /-ha  dy,  z  -+-  a  <tfs,  . .  .  ) 


a    ,  a* 


=  «H rf«H d*  u  -+- .  .  . 

(>4)  <  »  1-2 


<xn~l  ,     .  a" 


H ; :  «/•"'«H 5- F<">(9a). 

1 . 2 . . .  (  n  —  1  )  1 . 2 . 3 .  . .  /*  v     ' 

OEuurtê  de  C.  —  S.  H,  t.  IV.  2$ 
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Si  la  quantité  se  devient  infiniment  petite,  il  en  sera  de  même  de  la 

différence 

F<">(0«)  —  F'">(o)     ou     F""{9a)  —  d'u, 

et,  en  désignant  par  (3  cette  différence,  on  trouvera  * 

j  f(x  +  xdx,y +  xdy,z  +  xdz,  ...) 

1       -u  +  -du+  —  d'u-h... 

(l.l)  •  I  1.9 

7TTT — 7,(d-"  +  P)- 


i.a...(»-i) 


Quand  les  variables  indépendantes  se  réduisent  à  une  seule  variable  x, 
alors,  en  posant  y  =/(x),  on  obtient  la  formule 

{/{x-i-xdx)  —  y -h  ~dy+  JLrf»j-+... 

(,6) 

(  +T7,.3...(„-,)'""J,+  7^X^"'--'-^!3'- 

Concevons  à  présent  que,  pour  une  valeur  particulière  X,  attribuée 
à  la  variable  x,  la  fonction  f(x)  et  ses  dérivées  successives  jusqu'à 
celle  de  l'ordre  n  —  i  s'évanouissent.  Dans  ce  cas,  on  tirera  de  la  for- 
mule (î2) 

(17)  n**+h)~-"rï:î—S'"{x'+U)' 

puis,  en  substituant  à  la  quantité  finie  k  une  quantité  infiniment 
petite  désignée  par  i, 

(.8)  /(*,+  .■)=  [   Jl — -^■i(x.  +  fli). 

Lorsque,  parmi  les  fonctions  y"(x),  y*'(x),  . . . , /("~"(x),  la  première 
est  la  seule  qui  ne  s'évanouisse  pas  pour  x  =  x„,  l'équation  (i 8)  doit 
être  évidemment  remplacée  par  la  suivante  : 


/(*.  + *}-/(*•)=  7X1 — -/"'(*•+ W). 
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Si,  dans  la  même  hypothèse,  on  écrit  x  au  lieu  de  x0,  et  si  Ton  pose 

l'équation  (19)  prendra  la  forme 


<xn 


<*»  Ay=___(rf.r+p,. 

^  désignant  aussi  bien  que  a  une  quantité  infiniment  petite.  On  pour- 
rait encore  déduire  de  la  formule  (20)  de  l'équation  (16),  en  obser- 
vant que  la  valeur  attribuée  à  x  fait  évanouir  les  différentielles  </y, 
d*y9  ...,  rf"-'/,  en  même  temps  que  les  fonctions  dérivées  /'(#)• 

L'équation  (20)  fournit  les  moyens  de  résoudre  le  quatrième  pro- 
blème de  la  sixième  Leçon,  dans  plusieurs  cas  où  la  méthode  que 
nous  avions  proposée  est  insuffisante.  En  effet,  supposons  que,  y  et  z 
désignant  deux  fonctions  de  la  variable  x9  la  valeur  particulière  x0 

attribuée  à  cette  variable  réduise  à  la  forme  ->   non  seulement  la 

o 

fraction  s=  -»  mais  encore  les  suivantes  ^>  ^>  •••,  "      .  •  Alors, 

y  y    f  yKm-l} 

en  faisant  Ax  =  xdx,  et  désignant  par  (3,  y  deux  quantités  infiniment 
petites,  on  aura  pour  x  =  xQ 


>tn 


y   J     1.2.3. .  .//iv    J     r 
(21) 


OLm 


(22) 


As  == (d'nz  -+-y), 

1 . 2 . 3 ...  m  ' 

..     s-+-Ay       ..     As       ,.      d'nz-hy        d'nz        z(m) 
y  -h  A/  Aj'  t/"'/ -1- (3       ^'"j*       j'(m) 

Exemple.  —  On  aura  pour  a?  =  o 

sin*.r     __     ^(sin***)     _  2(cos*.r  —  sin2.r) 


I  — COSJ7  d*(l  —  COSX)  COSJ7 


t=  2. 
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TRENTE-SEPTIÈME  LEÇON. 


THÉORÈMES  DB  TAYLOR  ET  DE  MACLAURIIf .   EXTENSION  DE   CBS  THÉORÈMES  AUX  FONCTIONS 

DE   PLUSIEURS   VARIABLBS. 


On  appelle  série  une  suite  indéfinie  de  termes 

(l)  l/0,       «i,       U%9       ...,       ttn,       ..., 

qui  dérivent  les  uns  des  autres  suivant  une  loi  connue.  Soit 

**=  «0+  «i-H  «!  +  .  .  .-h  tffl-i 

la  somme  des  n  premiers  termes,  n  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque. Si,  pour  des  valeurs  de  n  toujours  croissantes,  la  somme  sn 
s'approche  indéfiniment  d'une  certaine  limite  s,  la  série  sera  dite  con- 
vergente, et  la  limite  s  représentée  par  la  notation 

W0-H  l/|4-  «î-+-  W|-t-.  .  . 

s'appellera  la  somme  de  la  série.  Si,  au  contraire,  tandis  que  n  croît 
indéfiniment,  la  somme  sn  ne  s'approche  d'aucune  limite  fixe,  la  série 
sera  divergente,  et  n'aura  plus  de  somme.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  le 
terme  correspondant  à  l'indice  n,  savoir  un9  se  nomme  le  terme  générai 
De  plus,  si  dans  la  première  hypothèse  on  fait  s  —  sn=rnf  r„  sera 
ce  qu'on  nomme  le  reste  de  la  série,  à  partir  du  niime  terme. 

Ces  définitions   étant  admises,  il  résulte   évidemment  des   for- 
mules (2)  et  (3)  de  la  trente-sixième  Leçon  que  les  séries 

(2)  F(o),      ÏF'(o),      -^F»,      7^-,F\o),       ..., 
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seront  convergentes,  et  auront  pour  sommes  respectives  les  deux  fonc- 
tions F(a?),  f(x  -+-  h),  toutes  les  fois  que  les  deux  intégrales 


(4) 


fr      (Xo     ')'  '    >F<"»(s)<fc= Ç F<">(0*), 

J      i.a.3...(n  —  i)  I.2.3. ..n 


<5>    jf  ,.^s./(r-,)^,<*+*>^=-robi^*+M) 

convergeront,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la  limite  zéro, 
On  trouvera,  en  conséquence, 


X1   „„.     v  X* 


(6)  FW  =  F(o)--F'(o)+— F'(o)+-nF'(o)+...) 

si  l'expression  (4)  s'évanouit  par  des  valeurs  infinies  de  n,  et 

(7  )         /(*  +  *)=  /(*)  4-  *  /'(*)  -4-  ^  /'(*)  4-  ~  /"(*)  + .  .  . , 

si  l'expression  (5)  satisfait  à  la  nlême  condition.  Les  formules  (6) 
et  (7)  renferment  les  théorèmes  de  Maclaurin  et  de  Taylor.  Elles 
servent,  quand  les  intégrales  (4)  et  (5)  remplissent  les  conditions 
prescrites,  à  développer  les  deux  fonctions  ¥(x)  et/(x  -+-  h)  en  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  des  quan- 
tités x  et  h.  Les  restes  de  ces  séries  sont  précisément  les  deux  inté- 
grales dont  nous  venons  de  parler. 

Supposons  maintenant  que  l'on  désigne  par  u  —  f(x,ytz,  ...) 
une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes,  et  qu'aux  équa- 
tions (2)  et  (3)  de  la  Leçon  précédente  on  substitue  l'équation  (14). 
On  conclura  de  cette  dernière 

/  f(x-^-xdx9  y  -+-  <zdy,z-h  <xdz,  . . .) 

/       =  m  -+■  -  a  u  h d*u-\ d%  a  -+-... , 

l  1  i.a  1.2.3  ' 

toutes  les  fois  que  le  terme * Fw,(8a),  ou  plutôt  l'intégrale 
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que  ce  terme  représente,  et  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 


r 


s'évanouira  pour  des  valeurs  infinies  de  n.  On  trouvera  par  suite,  en 
posant  «  =  i, 

,      .        ,,  ,  ,  ,  du        d*u         d*u 

(10)      /(x-hdx,  y  +  dy,  3  +  rf;,  ...)  =  «+  —  +  —  +  p^  ■+-..., 

pourvu  que  l'intégrale 

vérifie  la  condition  énoncée.  Quand  les  variables  indépendantes  x,  y, 
s,  ...  se  réduisent  à  la  seule  variable  x,  l'équation  (10)  devient 


(12)  f{x  +  dw)- 


.3.3 


Celle-ci  coïncide  avec  l'équation  (7),  c'est-à-dire  avec  la  formule  de 
Taylor.  En  y  remplaçant  x  par  zéro  et  dx  par  x,  on  retrouverait  le 
théorème  de  Maclaurin.  Ajoutons  que  l'équation  (10),  et  celle  qu'on 
en  déduit  lorsqu'on  y  remplace  x,  y,  z,  ...  par  zéro,  puis  dx,  dy, 
dz,  . . .  par  x,  y,  z,  ...  fournissent  le  moyen  d'étendre  les  théorèmes 
de  Taylor  et  de  Maclaurin  aux  fonctions  de  plusieurs  variables.  Remar- 
quons enfin  que  les  équations  (6),  (S),  (10),  (12)  coïncident  avec  les 
équations  (^),  (6),  (7),  (8)  de  la  dix-neuvième  Leçon,  dans  le  cas 
où  V(x)  elf(x)  représentent  des  fonctions  entières  du  degré  n. 

Comme,  en  vertu  de  la  formule  (19)  (vingt-deuxième  Leçon),  l'in- 
tégrale (4)  est  équivalente  à  un  produit  de  la  forme 

9  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  il  est  clair  que  des  valeurs 
infinies  de  n  feront  évanouir  cette  intégrale,  si  elles  réduisent  à  zéro 
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la  fonction 


I  .2.3.  .  .(/l  —  i) 

pour  toutes  les  valeurs  de  s  renfermées  entre  les  limites  o  et  a\  Cette 
dernière  condition  sera  évidemment  remplie,  si  la  valeur  numérique 
de  l'expression  F{n)(Qx)  supposée  réelle,  ou  le  module  de  la  même 
expression  supposée  imaginaire,  ne  croit  pas  indéfiniment,  pendant 
que  n  augmente.  En  effet,  puisque  la  quantité 

croît  avec  le  nombre  m  entre  les  limites  m  =  i ,  m  =  -»  et  que  Ton  a 


par  suite 


n  -  l 


}(n  —  i)<i(n~ -a)<3(/i  —  3 )<...,         i.a.3...(/i— i)>(/i— i)    2  , 

on  peut  affirmer  que  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  l'expres- 
sion (i4)  restera  toujours  inférieur  à  la  valeur  numérique  ou  au  mo- 
dule du  produit 

(i5)  (~-V     F(n,(*). 


Or  ce  produit  deviendra  nul,  dans  l'hypothèse  admise,  pour  n  =  ce. 

Exemples.  —  Si  l'on  prend  pour  valeurs  successives  de  la  fonc- 
tion F(a?) 

ex,     sinx,     cosar, 

on  trouvera  pour  les  valeurs  correspondantes  de  F(//)(Ô£r) 

e*x9     sin  ( \-Bx\     cos  ( h  Oxy 

Comme  ces  dernières  quantités  restent  finies,  quel  que  soit  œ,  tandis 
que  n  augmente,  on  doit  en  conclure  que  le  théorème  de  Maclaurin 
est  toujours  applicable  aux  trois  fonctions  proposées.  On  aura,  en 


224    RÉSUME  DES  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

conséquence,  pour  des  valeurs  quelconques  de  x  et  pour  des  valeurs 
positives  de  A, 

,  _      x            x        x*           x*  x\A       je*(lA)*       x*(IA)' 

(16)    ex—i-\ 1 1 T+...,  A*=exlA  —  i  ■  ' 


I  1.2  1 .2.3  *  11.21 .2.3 


X5                X9 

1                                                L 

I .2           1 .2.3 

■    •    ■ 

X     .      /7T\ 

X4 
1.2 

x        /tt\ 

H-  -  COS  I  —  1  H- 

X* 

x       .  .     ,     .  X     .      /7T\  X*      .     /2  7tN  X*         .      /37C\  X  X*  -T* 

17)  sinx       sin(o)  -+-  -  sin   ~)  h sm(  —    H 5  sinl —    -*-...=: «h 5-7-=-—..., 

.  '  1  \2/  1.2  \2/  1.2.3  \2/  1  1.2.3  1.2.3.4-3 

(18)   cosx  —  cos(o)  H--COSI  -    H cos(--)h ^cosf J-h...—  1  —    —   -+- 

I  \2/  1.2  \2/         1.2.3  \2/  1.2 


1.2.3.4 


Lorsque  la  fonction  F(/i,(ôj;)  devient  infinie  pour  des  valeurs  infi- 
nies de  n,  l'expression  (14)  peut  encore  converger  vers  la  limite  zéro. 
C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  Ton  prend  F(x)  —  l(i  +x),  et 
si  en  même  temps  on  attribue  à  x  une  valeur  numérique  plus  petite 
que  l'unité.  En  effet,  on  trouvera  dans  ce  cas,  en  supposant  5  =  Qx, 
Ô<i,*2<i, 


(19) 


(x-j)n_^_  FiBl(,    ±  (.*-*)—  _^  ^  /  1  - 9  y. 

1.2.3.  ..(/*  —  l)  K~'  (l-t-5)*       "  1  —  6\l  -t-  SJT/    * 


6 


et,  comme  la  fraction  — >—  sera  évidemment  inférieure  à  l'unité,  il 

l  -t-  vx 

est  clair  que  l'expression  (19)  s'évanouira  pour  n  =  oc.  On  trouvera, 
en  conséquence,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
limites  —  1  et  -h  1, 


(20)  1  (  1  -4-  jr ) 


.r        x5        jt1        x4 
12  3  4 


I 
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TRENTE-HUITIÈME  LEÇON. 

RÈGLES   SUR  LA   CONVERGENCE   DES   SÉRIES.   APPLICATION    DE   CES   RÈGLES 

A    LA   SÊRIB   DE  MACLAURIN. 


Les  équations  (6)  et  (7)  (trente-septième  Leçon)  ne  pouvant  sub- 
sister que  dans  le  cas  où  les  séries  (2)  et  (3)  sont  convergentes,  il 
importe  de  fixer  les  conditions  de  la  convergence  des  séries.  Tel  est 
l'objet  dont  nous  allons  nous  occuper. 

L'une  des  séries  les  plus  simples  est  la  progression  géométrique 

(1)  a%     ax,     ax*9     ax9,     ..., 

qui  a  pour  terme  général  aaf.  Or  la  somme  de  ses  n  premiers  termes, 
savoir 

1  —  xn  cl  axn 

a(i  +  ar  +  ^  +  ...  +  xn~x  )  =  a 


1  —  X  I  —  X  I  —  X 


convergera  évidemment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la 

limite  fixe     __    >  si  la  valeur  numérique  de  la  variable  x  supposée 

réelle,  ou  le  module  de  la  même  variable  supposée  imaginaire,  est  un 
nombre  inférieur  à  l'unité,  tandis  que,  dans  le  cas  contraire,  cette 
somme  cessera  de  converger  vers  une  semblable  limite.  La  série  (1) 
sera  donc  toujours  convergente  dans  le  premier  cas  et  toujours  diver- 
gente dans  le  second.  Cette  conclusion  subsiste  lors  même  que  le  fac- 
teur a  devient  imaginaire. 

Considérons  maintenant  la  série 


(2)  u09    uu    «„    ul9    ...,    u 


#19 


composée  de  termes  quelconques  réels  ou  imaginaires.  Pour  décider 

.     OEu¥rc$  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  29 
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si  elle  est  convergente  ou  divergente,  on  n'aura  nullement  besoin 
d'examiner  ses  premiers  termes,  que  l'on  pourra  même  supprimer  de 
manière  à  remplacer  cette  série  par  la  suivante 

m  désignant  un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra.  Soit  d'ailleurs 
pn  la  valeur  numérique  ou  le  module  du  terme  général  ua;  il  est  clair 
que  la  série  (3)  sera  convergente  si  les  modules  de  ses  différents 
termes,  savoir 

(4)  Pm$      Pm+i*      Pm+*9       •••» 

forment  à  leur  tour  une  série  convergente,  et  qu'elle  deviendra 
divergente  si  pn  ne  décroit  pas  indéfiniment  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  /i.  Cela  posé,  on  établira  facilement  les  deux  théorèmes  qui 
suivent. 

Théorème  I.  —  Cherchez  ta  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  con- 

i 

verge,  tandis  que  n  croît  indéfiniment,  l'expression  (p*)";  et  soit  X  la 
plus  grande  de  ces  limites \  La  série  (2)  sera  convergente,  si  l'on  ai<î; 
divergente,  si  l'on  aX>i. 

Démonstration.  —  Supposons  d'abord  X<i,  et  choisissons  arbi- 
trairement entre  les  deux  nombres  1  et  X  un  troisième  nombre  fx, 
en  sorte  qu'on  ait  X<[*<i;  n  venant  à  croître  au  delà  de  toute 

limite  assignable,  les  plus  grandes  valeurs  de  (p„)n  ne  pourront  s'ap- 
procher indéfiniment  de  la  limite  X  sans  finir  par  être  constamment 
inférieures  à  (x.  Par  suite,  il  sera  possible  d'attribuer  au  nombre 
entier  m  une  valeur  assez  considérable  pour  que,  n  devenant  égal 

ou  supérieur  à  m,  on  ait  constamment  (pn)n<i  (a,  p«<  [a".  Alors  les 
termes  de  la  série  (4)  seront  des  nombres  inférieurs  aux  termes  cor- 
respondants de  la  progression  géométrique 

(5)  p™,     (**+■,    jx»+\     ...; 

et,  comme  cette  dernière  sera  convergente  (à  cause  de  f*<i),  on 
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devra  en  dire  autant  de  la  série  (4)  et,  par  conséquent,  de  la  série  (2). 

Supposons  en  second  lieu  X>  1,  et  plaçons  encore  entre  les  deux 

nombres  1  et  X  un  troisième  nombre  (x,  en  sorte  qu'on  ait  X  >  jx  >  1 . 

Si  n  vient  à  croître  au  delà  de  toute  limite,  les  plus  grandes  valeurs 
1 

de  (p«)",  en  s'approchant  indéfiniment  de  X,  finiront  par  surpasser  jx. 

On  pourra  donc  satisfaire  à  la  condition  (p»)n>  [x  ou  pw>  |x">  1 ,  par 
des  valeurs  de  n  aussi  considérables  que  Ton  vojidra;  et  par  suite,  on 
trouvera  dans  la  série  (4)  un  nombre  indéfini  de  termes  supérieurs  à 
l'unité,  ce  qui  suffira  pour  constater  la  divergence  des  séries  (2),  (3) 

et  (4). 

Théorème  II.  —  Si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  nf  le  rapport  ^^ 

P» 

converge  vers  une  limite  fixe  X,  la  série  (2)  sera  convergente  toutes  les 
fois  que  l'on  aura  X  <  1 ,  e/  divergente  toutes  les/ois  que  Von  aura  X  >  1 . 

Démonstration.  —  Choisissez  arbitrairement  un  nombre  £  inférieur 
à  la  différence  qui  existe  entre  1  et  X.  Il  sera  possible  d'attribuer  à  m 
une  valeur  assez  considérable  pour  que,  n  devenant  égal  ou  supé- 
rieur a  m,  le  rapport  ^^  demeure  toujours  compris  entre  les  deux 

limites  X  —  e,  X  -+-  e.  Alors  les  différents  termes  de  la  série  (4)  se 
trouveront  compris  entre  les  termes  correspondants  des  deux  pro- 
gressions géométriques 

pm,      pmfr  —  «)»      p«(*— «)%      Pm  (*  —  «)*»       •••t 
Pmt      P/n(*-+-0,      Pm(*  -+"«)%      Pm^  +  OS       •••> 

lesquelles  seront  toutes  deux  convergentes,  si  Ton  a  X  <  1,  et  toutes 
deux  divergentes,  si  Ton  a  X  >  1 .  Donc,  etc. 

Scolie.  —  Il  serait  facile  de  prouver  que  la  limite  du  rapport  ^-S 

dans  le  cas  où  cette  limite  existe,  est  en  même  temps  celle  de  l'ex- 
il 

pression  (p*)".  [Voir  Y Analyse  algébrique  ('),  Chap.  VI. J 

(»)  Œuvres  de  Caucty,  S.  II,  T.  III. 
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En  appliquant  les  théorèmes  (i)  et  (2)  à  la  série  de  Maclaurin, 


savoir 


X  _,,    k        x1  _„,    %  x% 


(6)  F(o),     =lF'(o),     —  F'(o),     -^F'(o),     ..., 

on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Soient  pa  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  l'ex- 
pression ¥{n)(o)9  et\la  limite  vers  laquelle  convergent,  tandis  que  n  croit 

indéfiniment,  les  plus  grandes  valeurs  de  (pn)H  ou  bien  encore  la  limite 
unique  (si  cette  limite  existe)  du  rapport  Êïi*.  La  série  (6)  sera  conver- 
gente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  la  variable  x 

sera  inférieur  à  *->  et  divergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique 

•  «  » 

ou  le  module  surpassera  j  • 
Exemples.  —  Si  Ton  prend  pour  valeurs  successives  de  ¥(x) 

é*y     sin.r,     cosa?,     I(i-+-,r),     (14-  x)^9 

fj.  étant  une  quantité  constante,  les  valeurs  correspondantes  de  y 
seront 

00,       00,       00,        I,        I. 

Par  suite,  les  séries  comprises  dans  les  équations  (16),  (17), 
(18)  de  la  trente-septième  Leçon  resteront  convergentes  entre  les 
limites  x  =  —  x>,  a?  =  -hx>,  c'est-k-dire  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  x.  Au  contraire,  la  série 

''      iXf         1.2      Xf  T^3  Xl     •••» 

fx(jx-  i)...(p  —  n-fi) 

•  •  *  /* 

et  celle  que  renferme  la  formule  (20)  (trente-septième  Leçon)  ne  seront 
convergentes,  si  la  variable  x  est  réelle,  qu'entre  les  limites  x  =  —  i, 
x  =  -f-  1. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  la  série  (6)  est  réelle  et  qu'elle  a 


i 


CALCUL  INTEGRAL.  229 

pour  somme  F(a?)  toutes  les  fois  que,  la  variable  x  étant  réelle  et  la 
variable  z  étant  comprise  entre  les  limites  o,  x9  l'expression  (i4) 
(trente-septième  Leçon)  s'évanouit  pour  des  valeurs  infinies  de  n. 
Or  cette  dernière  condition  sera  évidemment  satisfaite  si  l'expres- 
sion dont  il  s'agit  est  le  terme  général  d'une  série  convergente,  ce 
qui  aura  lieu,  en  vertu  du  théorème  III,  si,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  le  module  ou  la  valeur  numérique  du  produit 

*-*F<*+'>(*) 
K    '  n        F<*>(~) 

converge  vers  une  limite  inférieure  à  l'unité. 

Exemple.  —  Soit 

F(*)  =  (n-a?)iS 

[x  désignant  une  quantité  constante.  Si  dans  l'expression  (8)  on  rem- 
place z  par  Oa?,  cette  expression  deviendra 

i  —  0    a  —  n 

x  ^ — 


i  +  9x 


n  1 -+-  vx  \         nj 


et  convergera  pour  des  valeurs  croissantes  de  n  vers  une  limite  de  la 

-  Q 

forme  —  x g—,  limite  dont  la  valeur  numérique  sera  inférieure  à 

l'unité,  si  Ton  suppose  a?2<  i.  On  aura  donc,  sous  cette  condition, 

(o)  1  +  ^=1+  -i+  Î-^J- -x*+  £-^- '-+Ç -x*-\- 

Vî"  V  '  I  1.2  1.2.3 

On  prouverait  de  même  que  l'équation 

(io)     (i-hax)P=i+  Z-ax  -\-  C-^- -a»  a?*  H-  *-^- ^£ -a*  #'-!-.  .. 

N       '      x  I  1.2  1.2.3 

subsiste,  pour  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  constante  a, 

tant  que  la  valeur  numérique  de  x  est  inférieure  au  module  de  -• 

On  pourrait  croire  que  la  série  (6)  a  toujours  ¥(x)  pour  somme, 
quand  elle  est  convergente,  et  que,  dans  le  cas  où  ses  différents 
termes  s'évanouissent  l'un  après  l'autre,  la  fonction  F(a?)  s'évanouit 
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elle-même;  mais,  pour  s'assurer  du  contraire,  il  suffit  d'observer  que 
la  seconde  condition  sera  remplie,  si  Ton  suppose 


F(x)  =  e    w  , 


et  la  première,  si  Ton  suppose 


i  \» 


F(ar)  =  e-*i-l-e 


-(=) 


i  \» 


_(!V 

Cependant  la  fonction  e  Vx/   n'est  pas  identiquement  nulle,  et  la 

série  déduite  de  la  dernière  supposition  a  pour  somme,  non  pas  le 

-(IV 
binôme  e~xl-h  e   Vx/  ,  mais  son  premier  terme  e~~x\ 


/  - 
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TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

DBS  EXPONENTIBLLBS  ET  DBS  LOGARITHMES  IMAGINAIRES.  USAGE  DE  CES  BXPONENTIELLBS 
ET  DB  CES- LOGARITHMES  DANS  LA  DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES  SOIT  DÉFINIES, 
SOIT   INDÉFINIES. 


Nous  avons  prouvé  dans  la  trente-septième  Leçon  que  l'exponen- 
tielle A*( A  désignant  une  constante  positive,  et  a?  une  variable  réelle) 
est  toujours  équivalente  à  la  somme  de  la  série 

j?IÀ       a?»(IA)f       x*(\Ay 

(  I  )  I ,       y       y       9-  y       •  •  •  » 

i  i .a  i .2.3 

en  sorte  qu'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x, 

(2)  a*=i+^  +  *,(,A)1   ■   *3(,A)'   ■ 


1.2  1.2.3 


•     «     •    • 


D'autre  part,  comme,  en  vertu  du  théorème  III  de  la  trente-huitième 
Leçon,  la  série  (i)  reste  convergente  pour  des  valeurs  imaginaires 
quelconques  de  la  variable  x,  on  est  convenu  d'étendre  l'équa- 
tion (2)  à  tous  les  cas  possibles,  et  de  s'en  servir,  dans  le  cas  où  la 
variable  x  devient  imaginaire,  pour  fixer  le  sens  de  la  notation  A*. 
Cette  convention  étant  admise,  on  déduit  facilement  de  l'équation  (2) 
plusieurs  formules  remarquables  que  nous  allons  faire  connaître. 
D'abord,  si  l'on  prend  A  =  e,  l'équation  (2)  deviendra 


X  X*  X1 


(3)  «*=n 1 h 


I  1.2  1.2.3 


Si  Ton  pose  dans  cette  dernière  x  =  s  y^—  1  (z  désignant  une  variable 
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réelle),  on  trouvera 


.   /— :  Z\J—\  Z*  ZlJ—l 

I  1.2  I .2.3 

1.2        1.2.3.4  V1        1.2.3  /T 

et,  par  suite, 

(4)  ez*/-i  =  cos5  -h  v^--"1  sins. 

On  trouvera  de  même 

(5)  e~zJ-i  =  cosz  —  y/— 1  sin*, 

puis  on  conclura  des  équations  (4)  et  (5)  combinées  entre  elles 

(0)  C0S5=  >  sins  — 


av/= 


I 


Soit,  en  second  lieu,  x  =  (a  -h  6  y/  —  1)5,  a,  b,  désignant  deux  con- 
stantes réelles.  Alors  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (3)  sera  précisément  celle  que  l'on  déduit  du  théorème  de 
Maclaurin,  appliqué  à  la  fonction  imaginaire  e*z(cos6s  -hy'  —  isin&s). 
On  aura  donc 

(7)  eia+bj-ih-—  e«s(cos£s  -h  V—  »  sinôs)  =  eaz ebz*-ï . 

Cette  dernière  formule  est  analogue  à  l'équation  identique 

de  laquelle  on  la  déduirait,  mais  par  induction  seulement,  en  sub- 
stituant à  \i  constante  réelle  b  une  constante  imaginaire  b\j  —  1 .  Nous 
ajouterons  qu'en  s'appuyant  sur  la  formule  (7)  on  étend  sans  peine 
l'équation 

(8)  e*+r=e*ey 

à  des  valeurs  imaginaires  quelconques  des  variables  x,  y\  et  qu'en 
comparant  la  formule  (2)  à  la  formule  (3)  on  en  tire,  pour  une 
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valeur  quelconque  de  x, 

(9)  Àx=e*1A. 

Concevons  maintenant  que,  u  et  v  désignant  deux  quantités  réelles, 
on  cherche  les  diverses  valeurs  de  x  propres  à  résoudre  les  deux 
équations 

(10)  A*=  u  •+•  v\/—  i, 
(n)  ex=z  u  •+■  v\J—  i . 


Ces  diverses  valeurs  seront  les  divers  logarithmes  de  u-h  v^—  i, 
i°  dans  le  système  dont  la  base  est  A;  20  dans  le  système  népérien 
dont  la  base  est  e.  De  plus,  comme,  en  vertu  de  la  formule  (9),  les 
logarithmes  de  l'expression  u-h  vyj  —  1  dans  le  premier  système  se- 
ront égaux  aux  logarithmes  népériens  de  cette  même  expression 
divisés  par  1A,  il  suffira  de  résoudre  l'équation  (11).  Cela  posé,  fai- 
sons x  =  a.  -+-  [5  y/—  1 ,  a,  p  désignant  deux  quantités  réelles.  La  for- 
mule (u)  deviendra 

puis  l'on  en  tirera  eacos[3  =  a,  easin(3  =  v  et,  par  conséquent, 

1 

(12)  <?«:=r(w*  4- *>*)*, 


(i3)  cos(3  =  — ==,         sin(3  =  -— = 


v* 


Or,  on  satisfait  à  l'équation  (12)  par  une  seule  valeur  réelle  de  a, 

savoir    a  =  -I(m2-t-  v2).  De   plus,  en  désignant  par  n  un  nombre 

entier  arbitraire,  on  satisfera  aux  équations  (i3)  par  toutes  les  valeurs 
de  P  comprises  dans  la  formule 

04)  ô  =  2rt7TH-  arctang-, 

si  u  est  positif,  ou  dans  la  suivante 

(i5)  (3  =  (2/1  -+-1)7:4-  arctang-j 

OEuvre*  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  3<) 
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si  u  devient  négatif.  Il  existe  donc  une  infinité  de  logarithmes  imagi- 
naires de  l'expression  u  -h  v ^—  i.  Le  plus  simple  de  tous  ces  loga- 
rithmes, dans  le  cas  où  la  quantité  u  reste  positive,  est  celui  qu'on 

I  I  l* 

obtient  en  posant  n  =  o,  savoir  -  1(«8  +  ^)  -f-  y  —  l  arctang--  Ce 

même  logarithme,  qui,  pour  une  valeur  nulle  de  V,  se  réduit  au  loga- 
rithme réel  de  w,  sera  celui  que  nous  désignerons  par  la  notation 
1(//  -\-v  \j—  i)  (voir  V Analyse  algébrique,  Chap.  IX),  en  sorte  qu'on 
aura  pour  des  valeurs  positives  de  u 

m 

(16)  l(w  -h  rv^~î)  =  -l(w*-h  v1)  -h  v^—  »  arc  tang-- 

Par  suite,  si  r  représente  une  quantité  positive,  et  /  un  arc  réel  com- 
pris  entre  les  limites >  -f-  -»  l'équation 

(17)  x  —  r(cos*  -+-  \f—  1  sin/)  =  re^-1 

entraînera  la  suivante 


(18)  \x~\r  +  t\J-\. 

Lès  formules  qui  servent  à  différentier  les  exponentielles  et  les 
logarithmes  réels  subsistent,  lorsque  ces  exponentielles  et  ces  loga- 
rithmes deviennent  imaginaires.  Ainsi,  par  exemple,  on  reconnaîtra 
sans  peine  que  l'on  a  :  i°  pour  des  valeurs  imaginaires  de  la  va- 
riable .r, 

(19)  dex=^exdx9 

» . ,  .      v       dx 

(30)  d\(±:x)  =  —  ; 

2'  pour  des  valeurs  réelles  des  variables  x,  y,  z,  et  des  constantes  a, 
£,  a,  b, 

(21)  det+yf^  =  er+* {^(dx  -+-  dy  y^^), 


l      x         J  v        /J         x  -\-  yj_  j 
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rfi[±(x-«-pv^rT)]=  dx 


(a3) 


x  —  a  —  j3  \j  —  i 


«*![+(*-- «4-Pv£=l)]  =  dx 


(25) 


x  —  a  -+-  (3  v^— ♦' 
(a4)  deU+bJ=ï)z-.  eU+by/^zÇa  +  £  V/ZT7)  rf5. 

Dans  ces  diverses  formules,  on  doit  adopter,  après  la  lettre  I,  le 
signe  -+-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  l'expression  imaginaire  dont  on 
prend  le  logarithme  népérien  a  une  partie  réelle  positive  ou  négative. 
De  ces  mêmes  formules  on  déduira  immédiatement  les  suivantes 

r(A-Bv^Mr=(A_Bv/-)l[±(j;_a_pv/— )]  +  £> 
J     x  —  a  —  (3  v/—  i 


l  y      x  —  a  -f-  (3  y/  —  i 


o 


6^a+A.-l,=  ^—       -=  -h  8, 

(a6))  /w^^^^r,-- — y_+/  "^z^— — .1,   * 

|J  a+b\[— \\        (a-+-b\/—i)z       (a  -+-  &y/—  i  )"  g»  J 

lesquelles   s'accordent  avec  les   formules  établies  dans   les  vingt- 
huitième  et  trentième  Leçons. 

Les  exponentielles  et  les  logarithmes  imaginaires  peuvent  encore 
être  employés  avec  avantage  dans  la  détermination  des  intégrales  dé- 
finies. Ainsi,  par  exemple,  il  résulte  de  la  seconde  des  équations  (26) 
que  la  formule  donnée  ligne  i3  de  la  page  192  subsiste,  quand  on  y 
remplace  la  constante  a  supposée  réelle  par  la  constante  imaginaire 
a  -f-  b  \j—  1.  On  obtient  alors  l'équation 

J/»88  '     ,         . N  i .2.3. .  .n 

[      -*Ja+bJ=i)z  dz  =  /-=vTm  > 

0  (a  +  b\/-i) 

laquelle  coïncide  avec  la  formule  de  la  ligne  14  de  la  page  citée.  De 
plus,  il  est  clair  que  la  formule  (18)  de  la  trente-quatrième  Leçon 
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ubsistera  encore,  si,  au  lieu  de  prendre  pour  f(a;)  une  fonction  algé- 
rique,  on  pose  successivement 

l{t  —  rx</-i) 

,  a,  r  désignant  trois  constantes  positives,  dont  la  première  reste 
imprise  entre  les  limites  o  et  2.  On  trouvera,  en  conséquence, 

..                              f  e™"/~>    ,          r*  cosaxdx 
18)  /     zdx=  I     r—  =  jre-a, 

,9)  y  (-aEj£Wl rfr=,|V'  sin (f  -  . x)  j^s  =  m-, 

./-.    l(i-riv/^T)     ■  +  *' 

—  C  sina-r  l(i  ■+•  ;-*jr')  +  a  cosa  x  arc  langrx    xdx   _    ne-" 
~V,     ~    HKi-K-'x'JJ'+larclansrj:)'  i  -t.»"  _l(n-r)' 
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QUARANTIÈME  LEÇON 


INTÉGRATION    PAR   SÉRIKS. 


Considérons  une  série 


(l)  u09     ul9     «/„     U%9     ...,     u 


»* 


•  • 


dont  les  différents  termes  soient  des  fonctions  de  la  variable  x  qui 
restent  continues  entre  les  limites  x  =  x09  x  =  X.  Si,  après  avoir 
multiplié  ces  mêmes  termes  par  dx9  on  les  intègre  entre  les  limites 
dont  il  s'agit,  on  obtiendra  une  série  nouvelle  composée  des  inté- 
grales définies 


X  „x 


'     u0djc,      I     uxdx9      !     utdx,      §     u%dx9     . ..,       /     undx9     .... 

jr.  Jx%  Jx%  *^x,  J r$ 

En  comparant  cette  nouvelle  série  à  la  première,  on  obtiendra  sans 
peine  le  théorème  que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  I.  —  Supposons  que,  les  deux  limites  x09  X  étant  des  quan- 
tités finies,  la  série  (i)  soit  convergente,  non  seulement  pour  x  =  x0  et 
pour  x=X9  mais  aussi  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x0 
et  X.  La  série  (2)  sera  elle-même  convergente;  et  si  l'on  appelle  s  lu 
somme  de  la  série  (1),  la  série  (2)  aura  pour  somme  l'intégrale 


1 


X 

s  dx. 

X- 


En  d'autres  termes,  l'équation 

(3)  S  =z  W0+  Mj-t-l/j-f-  I/3 -h.  .  . 
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entraînera  la  suivante  ; 

(4)         f  sdx=f   titdx+f    u,rfx-t-f   Utdjc+Ç   utdx  + 

Démonstration.  —  Soit 

ia  somme  de  n  premiers  termes  de  la  série  (i)  et  rn  le  reste  à  partir 
du  n'"""  terme.  On  aura 

(6)  *  =  *„  +  /■„  =«,  +  «, +  «,  +  .. .+  «._,  +  /■„, 

et  l'on  en  conclura 


(7) 


Or,  puisque,  en  vertu  de  la  formule  (i4)  (vingt-troisième  Leçon), 
l'intégrale  /  r„<£rsera  une  valeur  particulièredu  produit  rB(X  — x„) 
correspondante  à  une  valeur  de  x  comprise  entre  les  limites  x„  X,  et 
qu?,  dans  l'hypothèse  admise,  ce  produit  deviendra  nul  pour  des 
valeurs  infinies  de  n,  il  est  clair  qu'on  obtiendra  l'équation  (4)  en 
posant,  dans  la  formule  (7),  n  =  00. 

Corollaire  1.  —  Si  dans  la  formule  (4)  on  remplace  X  par  x,  on 
obtiendra  la  suivante 

(S)  f  sdx=  f   utdx+  f  u,rfx-+-  f  utdx-h..., 

qui  restera  vraie,  comme  l'équation  (3),  entre  les  limites  x  =  x„, 
x  =  X. 

Corollaire  il.   —   Supposons  que  la  série  (1),  étant  convergente 
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pour  x  =  xQ  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
limites  x0,  X,  cesse  de  l'être  pour  x  =  X.  Dans  cette  hypothèse,  les 
équations  (3)  et  (8)  subsisteront  encore  entre  les  limites  dont  il 
s'agit.  J'ajoute  que  l'équation  (4)  subsistera  elle-même,  si  les  inté- 
grales comprises  dans  son  second  membre  forment  une  série  conver- 
gente. En  effet,  on  reconnaîtra  sans  peine  que,  si  cette  condition 
est  remplie,  les  deux  membres  de  l'équation  (8)  seront  des  fonc- 
tions continues  de  la  variable  x  dans  le  voisinage  de  la  valeur  par- 
ticulière x  =  X  [voir  V Analyse  algébrique,  page  i3i  (')]t  et  qu'il 
suffira  d'y  faire  converger  x  vers  cette  même  valeur  pour  obtenir  les 
deux  membres  de  l'équation  (4).  Au  contraire,  l'équation  (4)  dispa- 
raîtra, si  les  intégrales  que  renferme  son  second  membre  forment 
une  série  divergente. 

Corollaire  III.  —  Supposons  que  la  série  (i),  étant  convergente 
entre  les  limites  x  =  x0,  x  =  Xt  devienne  divergente  pour  la  pre- 
mière de  ces  deux  limites  ou  pour  toutes  les  deux.  Alors,  en  dési- 
gnant par  2j0,  1;  deux  quantités  comprises  entre  x0  et  X,  on  obtiendra 
l'équation 

(  9  )  I    s  dx  =  /     u0  dx  -h  /     ul  dx  H-  /     //2  dx  -+- . . . , 

\  A,  A  -A. 

puis,  en  faisant  converger  £0  vers  la  limite  x09  et  Ç  vers  la  limite  X, 
on  retrouvera  encore  l'équation  (4)»  pourvu  toutefois  que  les  inté- 
grales renfermées  dans  son  second  membre  forment  une  série  con- 
vergente. 

Cette  remarque  s'étend  aux  cas  mêmes  où  les  quantités  x0,  X 
deviennent  séparément  ou  simultanément  infinies,  par  exemple  au 
cas  où  l'on  aurait  x0  =  —  qo,  X  =  qo. 

Corollaire  IV.  —  Si  l'on  prend  un  =  anx",  an  étant  un  coefficient  réel 
ou  imaginaire;  si,  de  plus,  on  désigne  par  pn  la  valeur  numérique  ou 
le  module  de  a„,  et  par  X  la  plus  grande  valeur  que  reçoive  l'exprès- 

(')  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III,  p.  1*20. 
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sion  (p,,)"  quand  le  nombre  n  devient  infini,  la  série  (i)  sera  conver- 
gente (voir  le  théorème  III  de  la  trente-huitième  Leçon)  entre  les 

limites  x=  —  r-,  a;  =  -h  =-•  Donc»  en  laissant  la  variable  x  comprise 

entre  ces  limites  et  posant 

(10)  s  =  a0  -4-  ax x  -+-af.rs-K  . ., 

on  trouvera 

4 

JÇX  x1  x% 

0 

Cette  dernière  équation  subsistera  encore  (twle  corollaire  II)  pour 
les  valeurs  particulières  x  =  —  ^>  x  =  -h  r>  si  ces  valeurs  particu- 
lières ne  cessent  pas  de  rendre  convergente  la  série  a0x9  ^atx-, 

a      2        t    •  •  •  •  • 

A  l'aide  des  principes  que  nous  venons  d'établir,  on  pourra  déve- 
lopper un  grand  nombre  d'intégrales  en  séries  convergentes  qui  four- 
niront des  valeurs  de  ces  intégrales  aussi  approchées  que  l'on  voudra. 
C'est  en  cela  que  consiste  V intégration  par  séries.  On  peut  même  em- 
ployer avec  avantage  cette  méthode  d'intégration  pour  développer  en 
séries  toutes  sortes  de  quantités,  et  souvent  ce  qu'il  y  a  de  mieux  a 
faire,  pour  y  parvenir,  c'est  d'exprimer  les  quantités  données  par  des 
intégrales  définies  auxquelles  on  applique  ensuite  la  méthode  dont  il 
s'agit. 

Exemples.  —  Pour  développer  en  séries  les  fonctions  l(i-f-x), 
;irc tango:,  arcsina?,  on  aura  recours  aux  formules 


w         x        C     dx 

l(i-4- .r)     =  /      


o 

X 


r*    fix 

arc  tangx  =  I      —     -  , 

°         .A      i  ■+-  x* 


*  0 

X 


\nx    —f     —fX—  —  f   (i-*r*)   *<tx; 


arcsmx    = 

0 
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et,  comme  on  trouvera,  entre  les  limites  x  =  —  i ,  x  —  ■+- 1 , 

— —  I  ~ - -  X    ~~r~  X    ~~"  •  •  «  , 


X 


i  +  a:1 


—  I  ~  ~  *I>      T-  X     ~ ~  •  >   >  ■ 


a  a. 4  a. 4-6 

l'intégration  par  séries  donnera,  entre  ces  mêmes  limites, 

1/  x  xx       x% 

x  '  a  3 

x%       x1 
(la)  <  arctanga?  =  # 5-  -h  -^-  — . . ., 

1  .r*       1 . 3  x1       1 . 3 . 5  x1 

arc  sina?    =x  h h 7  -^  h 7— ^ h 

a    3        a. 4   5        2.4.0   7 

Si  dans  les  équations  (12)  on  pose  x  =  i,  les  séries  comprises  dans 
les  seconds  membres  resteront  convergentes,  et  Ton  aura  (en  vertu 
du  corollaire  II) 

la  =  1 hô-..., 

a       3 

(i3)  {^  =,_-  +  ._..., 

7r  11        1.3  1        1 .3.5  1 


a  a  3       a. 4  5       2.4.6  7 

On  démontre  facilement  (voir  V Analyse  algébrique,  page  i63)  (f) 
que  deux  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  x  ne  peuvent  donner  la  même  somme,  pour 
de  très  petites  valeurs  numériques  de  x9  qu'autant  que  les  coeffi- 
cients des  puissances  semblables  de  x  sont  égaux  dans  les  deux 
séries.  De  cette  remarque  et  du  théorème  III  (trente-huitième  Leçon) 
il  résulte  que,  si  les  deux  séries  demeurent  convergentes  et  four- 
nissent la  même  somme  pour  les  valeurs  réelles  de  x  comprises  entre 

(»)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  I,  T.III,  p.  i44- 

QEurrcê  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  3l 
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les  limites  —  r,  +  r  (r  désignant  une  quantité  positive),  elles  rem- 
pliront les  mêmes  conditions  pour  les  valeurs  imaginaires  de  x  dont 
les  modules  seront  inférieurs  à  r.  Cela  posé,  on  déduira  sans  peine 
des  principes  ci-dessus  établis  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si,  pour  les  valeurs  réelles  de-z  comprises  entre  les 
limites  z„,  Z,  et  pour  les  valeurs  réelles  de  x  comprises  entre  les  limites  —r, 
■+■  r,  les  /onctions 

et 

(«4)  n*)=f  /<*.*)* 

sont  développables  par  le  théorème  de  Maelaurin  en  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  x;  si  d'ail- 
leurs les  sommes  de  ces  séries,  quand  x  devient  imaginaire,  continuent 
d'être  représentées  par  les  notations  /(x,  z),  T(x),  l'équation  (i^)stiu- 
sistera  pour  les  valeurs  imaginaires  Se  x  dont  les  modules  seront  infé- 
rieurs à  r. 

Exemple.  —  Comme  on  a,  pour  des  valeurs  quelconques  de  x, 
it'  =  j     e~-'ds=  I     €-<-■+*>' d=  =  e~x' f   e--'(e-*-*-he*s*)d; 
et,  par  suite. 

on  en  conclura,  en  remplaçante  par  œ\J  —  i, 

(16)  f    e-=*cosa  =  jr<fc  =  J-7^e-*\ 

Celle  dernière  formule,  que  l'on  doit  à  M.  Laplace,  est  fort  utile  dans 
la  solution  de  plusieurs  problèmes. 
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Depuis  l'impression  de  cet  Ouvrage,  j'ai  reconnu  qu'à  l'aide  d'une 
formule  très  simple  on  pouvait  ramener  au  Calcul  différentiel  la  solu- 
tion de  plusieurs  problèmes  que  j'avais  renvoyés  au  Calcul  intégral. 
Je  vais,  en  premier  lieu,  donner  cette  formule;  j'indiquerai  ensuite 
ses  principales  applications. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  septième  Leçon,  si  l'on  désigne 
par  x0,  X  deux  valeurs  de  x  entre  lesquelles  les  fonctions /(a?)  et 
/(x)  restent  continues,  et  par  G  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  on 
aura 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  des  raisonnements  entièrement  semblables 
à  ceux  dont  nous  avons  fait  usage  pour  démontrer  l'équation  précé- 
dente suffiront  pour  établir  la  formule 

m  /(X)-/(*q)  _f'lvo+0(X-Jro)] 

K  )  FiX)-F(j?0)  -F'K+ô(X-ao)]' 

0  désignant  encore  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  et  F(a?)  une  fonc- 
tion nouvelle  qui,  toujours  croissante  ou  décroissante  depuis  la  limite» 
x  =  xQ  jusqu'à  la  limite  x  =  X,  reste  continue,  avec  sa  dérivée  F'(#), 
entre  ces  mêmes  limites. 

On  peut  aussi  démontrer  directement  la  formule  (i)  à  l'aide  des 
principes  établis  dans  la  sixième  Leçon  (page  37).  En  effet,  il  résulte 
de  ces  principes  que,  dans  l'hypothèse  admise,  la  fonction  ¥'(x)  con- 
servera constamment  le  même  signe  depuis  x  =  x0  jusqu'à  x  =  X. 
Par  suite,  si  A  et  B  représentent  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 


\ 
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valeurs  que  reçoit  le  rapport  ',     ;  dans  cet  intervalle,  les  deux  pro- 
duits 

F'(^)[^-a]=/'(x)    -AF'<«), 


F'(*)  [B  -  £jfj]  =  B  VU)  -/'(*) 


resteront  l'un  et  l'autre  constamment  positifs  ou  constamment  néga- 
tifs entre  les  limites  x09  X  de  la  variable  x.  Donc  les  deux  fonctions 

/W-AF(x),    BF(j?) -/(*), 

qui  ont  ces  mêmes  produits  pour  dérivées,  croîtront  ou  décroîtront 
simultanément  depuis  la  première  limite  jusqu'à  la  seconde.  Donc  la 
différence  entre  les  valeurs  extrêmes  de  la  première  fonction,  savoir 

/(X)  -/(*.)  -  A[F(X)  -  F( *.)], 

et  la  différence  entre  les  valeurs  extrêmes  de  la  dernière,  savoir  • 

B[F(X)  -  F(*0)]  -  [/(X)  -/(*.)], 

seront  deux  quantités  de  même  signe;  d'où  Ton  peut  conclure  que  la 

différence 

/(X) -/<*•) 

sera  comprise  entre  les  deux  produits 

A[F(X)-F(*.)],    B[F(X)-F(*,)], 

et  la  fraction 

/(X) -/(*„) 

*F(X)-F(*f) 

entre  les  limites  A  et  B.  D'ailleurs,  les  deux  fonctions  f(x),  F'(x) 

étant  continues  par  hypothèse  entre  les  limites  x  =  x0,  x  =  X,  toute 

quantité  comprise  entre  A  et  B  sera  équivalente  à  une  expression  de 

la  forme 

/'  |>0H-g(.r  —  x0)] 

« 

0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  11  existera  donc  un  nombre 
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de  "cette  espèce  propre  à  vérifier  l'équation  (i),  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Si  Ton  fait  X  =  x0  -+-  h,  l'équation  (i)  deviendra 

m  /(*0-Wt)-/(*o)  _f'(xo+0h) 

K   }  F(.r0-h/0-F(ar0)~  F'(x0+Qh)' 

Cette  dernière,  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  l'équation  (6) 
de  la  septième  Leçon,  est  susceptible  de  plusieurs  applications  impor- 
tantes, ainsi  qu'on  va  le  prouver  en  peu  de  mots. 

Concevons  d'abord  que  les  fonctions  f{x)  et  F(x)  s'évanouissent 
l'une  et  l'autre  pour  x  =  x0,  et  faisons,  pour  abréger,  OA  =  A,.  Dans 
ce  cas,  on  tirera  de  la  formule  (2) 

(3)  /(jr0-r-/Q__  f'(x0+hx) 

K    }  ¥{x0+h)        F'(a:o^-Al), 

A<  étant  une  quantité  de  même  signe  que  h,  mais  d'une  valeur  numé- 
rique moindre.  Si  les  fonctions 

/(*),    /'(*),    /'(*),     ..-    /'-"C*), 
¥(*),     F'(.r),     Ff(*).     ...,     F*—1^*) 

s'évanouissaient  toutes  pour  x  =  x0  et  demeuraient  continues,  aussi 
bien  que  fJt)(x)  et  F{n)(x)9  entre  les  limites  x  =  xQ,  x  =  x0-h  h, 
alors,  en  supposant  chacune  des  fonctions 

F(*)f     F'(jc),     F"(x)9     ...,     F<— ■>(*)      4 

toujours  croissante  ou  toujours  décroissante  depuis  la  première  limite 
jusqu'à  la  seconde,  et  désignant  par  hi9  h2,  ...,  ha  des  quantités  de 
même  signe,  mais  dont  les  valeurs  numériques  seraient  de  plus  en 
plus  petites,  on  obtiendrait,  avec  l'équation  (3),  une  suite  d'équations 
semblables  dont  la  réunion  composerait  la  formule 

,M       /(*•+*)  „  /'(*0+*l)  _  /'(*o+/Q  ___       _  /w(*o+*») 
u'       F(*t-t-A)""  F#(jp§+Ai)"  FVo-hAi)  F"»>(*0+M' 

Si,  dans  la  formule  (4),  on  se  contente  d'égaler  la  première  fraction  à 
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la  dernière,  l'équation  à  laquelle  on  parviendra  pourra  s'écrire  coirfme 
il  suit 

1    '  F(x0-hA)""  F<"> (.ro-4-0/O' 

0  étant  toujours  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Enfin,  si  dans  l'équa- 
tion (5)  on  substitue  à  la  quantité  finie  h  une  quantité  infiniment 
petite  désignée  par  t,  on  aura 

t&\  /(*#+«')  _f(n)(*o  +  Qi) 

K    '  F(a?0H-«)        FW(ar0+flO# 

Lorsque,  dans  les  formules  (5)  et  (6),  on  pose 


on  trouve 


et,  par  conséquent, 


F(ar)  =  (ar  — J?0)»f 


F(n)(.r)  =  i.Q.3. .  .n 


i7;  /i«         ~~      I.2.3. ..n     ' 


(8) 


/(jF0+0_/c,,)(*o-i-ei) 


F» 


I  .2.3.  .  ./! 


Ces  dernières  équations  s'accordent  avec  les  formules  (4)  et  (5)  de  la 
quinzième  Leçon,  et  coïncident  avec  les  formules  (17),  (18)  de  la 
trente-sixième.  Elles  peuvent  être  employées  avec  avantage,  non  seu- 
lement dans  la  recherche  des  maxima  et  minima,  mais  encore  dans  la 
détermination  des  valeurs  des  fractions  qui  se  présentent  sous  la 

forme  -•  Au  reste,  pour  résoudre  ce  dernier  problème,  il  suffira  le 

plus  souvent  de  recourir  à  la  formule  (6).  Admettons,  en  effet,  que 

les  deux  termes  de  la  fraction 

/<5> 

et  leurs  dérivées  successives,  jusqu'à  celles  de  Tordre  n  —  1,  s'éva- 
nouissent  pour  x  =  xa.  La  formule  (6)  subsistera  généralement  pour 


ï 
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de  très  petites  valeurs  numériques  de  i,  parce  qu'en  général  chacune 

des  fonctions 

F(x),    ¥'(*),    F'(*),     ...,    F<—»>(*) 

croîtra  ou  décroîtra  sans  cesse  depuis  la  valeur  particulière  de  x 
représentée  par  x0  jusqu'à  une  valeur  très  voisine;  et  Ton  tirera  de 
cette  formule,  en  faisant  converger  i  vers  la  limite  zéro, 


(9) 


lîm  M+fl  _ lîm  f^Hfi+Oi)  __  /<«>(*>) 
m  F(x0+0""        F<*>(j?0+fli)""  Fi«>(*0)' 


Si  Ton  remplace,  dans  la  formule  (7),  x0  par  zéro,  et  la  lettre/ 
par  §,  on  en  conclura 


(10) 


J(A) 


I    •   il  *  O  •    •    •  /* 


&*)(6h). 


Cette  dernière  formule  suppose  que  les  fonctions 

S  (h),    S'(h)9    i'(h),    ...,    ef(«)(A)f 

étant  continues,  à  partir  de  la  limite  A  =  o,  s'évanouissent  toutes,  à 
l'exception  de  ${n)(h)f  en  même  temps  que  la  quantité  A. 

Soit  maintenant  /(x)  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  x,  mais 
telle  que 

f(x-hh),    /'(*  +  *),    f\x  +  h)9     ...,    /W(*  +  A) 

restent  continues  par  rapport  à  A,  à  partir  de  A  =  o.  On  pourra  aisé- 
ment, à  l'aide  de  la  formule  (10),  extraire  de  /(x  -+-  A),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  de  la  différence  /(x  ■+■  A)  —/(x)  une  suite  de 
termes  proportionnels  aux  puissances  entières  de  A;  et  d'abord, 
puisque  la  différence  /(x  -+-  A)  —  f(x),  considérée  comme  une  fonc- 
tion de  A,  s'évanouit  avec  A,  et  a  pour  dérivée  du  premier  ordre 
f'(x-hh),  il  est  clair  qu'en  substituant  cette  fonction  à  #(A),  et 
posant/*  =  1,  on  tirera  de  la  formule  (10) 


(») 


/(*  +  *)-/(*)=  7/'(*  +  9A). 


Lorsque,  dans  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  on  rem« 


1 
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y  h 

place  0  par  zéro,  on  obtient  le  terme  -f'(x),  et,  en  retranchant  ce 

terme  du  premier  membre,  on  trouve  pour  reste  une  nouvelle  fonction 
de  A,  savoir 

/(*  + A)  _/(*)- */(*)• 

Comme  cette  nouvelle  fonction  de  A  s'évanouit  avec  A,  ainsi  que  sa 
dérivée  du  premier  ordre,  et  qu'elle  a  pour  dérivée  du  second  ordre 
f"(x  -+-  A),  en  la  substituant  à  ^(A),  et  posant  n  =  2,  on  tirera  de  la 
formule  (10) 

(ia)  f{x  +  h)-f(x)--f{x)^^-f'(x^Qh). 

m  m    m   A 

Si,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (11),  on  remplace  6  par  zéro, 

h* 
on  obtiendra  le  terme  —  /"(#)»  et,  en  retranchant  ce  terme  du  pre- 
mier membre,  on  trouvera  pour  reste  une  troisième  fonction  de  A, 
savoir 

Comme  cette  troisième  fonction  de  A  s'évanouit  avec  A,  ainsi  que  ses 
dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  et  qu'elle  a  pour  dérivée  du 
troisième  ordre  fm(x  -h  A) ,  en  la  substituant  à  J(A),  et  posant  n  =  3, 
on  tirera  de  la  formule  (10) 

(i3)      /(*  +  *)-/(*)- 7/'(*)-^/^)  =  -^î/-r(*4-flA). 

I  I  •  ^  l  »  A  t  O 

etc.  En  continuant  de  la  même  manière,  on  établira  généralement  la 
formule 

/(*  + A) -/(*)-  */'(*)-  ~ /'(a-)-- 
°4)     1  A—  A- 

laquelle  coïncide  avec  l'équation  (12)  de  la  trente-sixième  Leçon. 
Si,  dans  cette  formule,  on  remplace  x  par  zéro,  A  par  x,  et/  par  F, 


ïj 
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¥(x)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x,  on  trouvera 


■'  X  „.,    ,  x% 


(i5) 


F(«)  -  F(o)  -  -  F'(o)  -  —  F'(o)  -. . . 


j""1  «,„.»,.  #n 


F(«-»)(o)— F<*}(9*). 


i .  2 . 3«  . .  (  /t  —  i)  i.a.3. . .  /i 


Cette  dernière  équation  coïncide  avec  la  formule  (n)  de  la  trente- 
sixième  Leçon,  et  Ton  peut  encore  y  parvenir  directement  de  la 
manière  suivante. 

Soient  Y(x)  une  fonction  quelconque  de  x,  et  ts(x)  un  polynôme 
entier  du  degré  n  —  i,  assujetti  à  vérifier  les  équations  de  condition 

Cj(0)=rF(0),      GI'(O)  —  F(O),      w'(0)=:Ff(0),       ...,      BjC-"(o)rF",-"(o); 

cr(n)(.r)  étant  alors  identiquement  nulle,  si  dans  la  formule  (10)  on 
remplace  h  par  x,  et  $(x)  par  ¥(x)  —  cy(\r),  on  trouvera 


a 


(16)  F(*)-w(*)  =  — -= -F""(0x);      • 

I  •  4  •  3  •  .  .  fl 

et,  comme  on  aura  d'ailleurs  (voir  la  dix-neuvième  Leçon) 


(•7) 


V  X  I  1.2  '  1.2.3...(/l  —  l) 

.    =  F(o)  -h  -  F'(o)  -*-  —  F(o)  H-...+     '   f*~X r  F«"-"»(o)f 

N  I  J.2  1. 2. 3. ..(/*  — l)  ' 


il  est  clair  que  la  formule  (16)  entraînera  l'équation  (i5). 

Il  importe  d'observer  que,  dans  tous  les  cas  où  les  seconds  membres 
des  équations  (14)  et  (i5)  convergent  vers  zéro  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n,  on  déduit  immédiatement  de  ces  formules  les  théo- 
rèmes de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

Si,  dans  la  formule  (8),  on  avait  x0  =  o,  elle  donnerait  simplement 

(.8)  Afi^J^p... 

Celle-ci  suppose  que  les  fonctions 

A*),   fV),  7'(0.    •••>  A"-l)0).  /""O, 

CEu*re*  de  C  —  S.  11,  t.  IV.  3 2 


250    RÉSUMÉ  DES  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

étant  continues  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  i,  s'éva- 
nouissent toutes,  à  l'exception  de  la  dernière,  pour  i  =  o.  Dans  cette 
hypothèse,  les  rapports 

■/SU,   JH1,    ....    /<'">, 
étant  eux-mêmes  équivalents  à  des  expressions  de  la  forme 

i      '        i.a i.a.3. ..(n  —  i)' 

s'évanouiront  tous  avec  i.  Par  conséquent,  ietf(i)  représentant  deux 
quantités  infiniment  petites, 

f(t) 

sera  le  premier  terme  de  la  progression  géométrique 

es»  /ci,  m.  qi,  40,  ... 

qui  cesse  d'être  une  quantité  infiniment  petite,  si  /""'(o)  est  la  pre- 
mière des  quantités 

C20)  /(o),    /'(o),    /"(O),    /'(O),     ... 

qui  cesse  d'être  nulle.  Ajoutons  que,  dans  l'hypothèse  admise, 

/"■■(") 

1.2.3.  ..71 

sera,  en  vertu  de  la  formule  (18).  la  véritable  valeur  du  rapport  Q~> 
correspondante  à  1"—  o. 

Les  considérations  précédentes  nous  conduisent  naturellement  à 
partager  les  quantités  infiniment  petites  en  différentes  classes.  Con- 
cevons, en  effet,  que  toutes  les  quantités  de  cette  espèce  qui  entrent 
dans  un  calcul  soient  des  fonctions  de  l'une  d'entre  elles  désignée 
par  1,  et  nommons  /(i)  l'une  de  ces  fonctions.  Plusieurs  termes  con- 
sécutifs de  la  progression  (19),  comptés  à  partir  du  premier  terme, 
pourront  être  infiniment  petits;  et,  suivant  que  le  nombre  de  ces 
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termes  sera  i,  2, 3, . . . ,  nous  dirons  que  la  quantité  f(i)  est  un  infini- 
ment petit  de  première,  de  seconde,  de  troisième  classe,  etc.  Cela 

posé,  f(i)  sera  un  infiniment  petit  de  la  nième  classe,  si  —~  est  le 

premier  terme  de  la  progression  (19)  qui  cesse  de  s'évanouir  avec  i. 
Dans  la  même  hypothèse,  f(i)  deviendra  ce  qu'on  appelle  un  infini- 
ment petit  de  Yordre  n9  si,  pour  des  valeurs  numériques  décroissantes 

*  de  1,  le  rapport  ~^  converge  vers  une  limite  finie  différente  de  zéro. 

Ces  définitions  étant  admises,  on  déduira  immédiatement  des  prin- 
cipes ci-dessus  établis  les  propositions  suivantes. 

Théorème  I.  —  Lorsque  /(i)  est  un  infiniment  petit  de  nieme  classe, 
fi"}(o)  est  le  premier  terme  de  la  série  (20)  qui  cesse  d'être  nul.  Dans  le 
même  cas,  /(i)  sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  n,  m /^(o)  obtient 
une  valeur  finie  différente  de  zéro.      % 

Théorème  II.  —  Lorsque,  f(i)  étant  un  infiniment  petit  de  nicme  classe, 
la  fonction  f(x)  et  ses  dérivées  successives,  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n, 
restent  continues  entre  les  limites  x  =  o ,  x  =  A ,  on  a,  en  désignant 
par  m  un  nombre  entier  inférieur  ou  égal  à  n, 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  remplace  h  par  if  et  m  par  w,  on 
retrouvera  l'équation  (18),  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  établir  le 
théorème  que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  III.  —  Soit  f(i)  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  n. 
Cette  quantité  changera  de  signe  avec  i,  si  n  est  un  nombre  impair,  et 
sera  constamment  affectée  du  même  signe  que  /("J(o),  si  n  est  un  nombre 
pair. 

Le  théorème  III  suppose,  comme  la  formule  (18),  que  la  fonc- 
tion /(i)  et  ses  dérivées  successives,  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n,    . 
restent  continues  par  rapport  à  1  dans  le  voisinage  de  la  valeur  par- 
ticulière 1  =  0.  Si  cette  condition  n'était  pas  satisfaite,  la  quantité 
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désignée  par/^o)  pourrait  admettre  plusieurs  valeurs,  et,  si  ces 
valeurs  n'étaient  pas  toutes  de  même  signe,  le  théorème  dont  il  s'agit 
cesserait  d'exister.  C'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si  l'on  pre- 
nait pour  /(i)  la  quantité  infiniment  petite  yjï2.  Dans  cette  hypo- 
thèse, la  fonction  dérivée 

admettrait  une  solution  de  continuité  correspondante  à  i  =  o,  et  se 
réduirait  tantôt  à  -f- 1,  tantôt  à  —  i,  suivant  que  la  valeur  de  i  serait 
positive  ou  négative.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  la  quantité  ^i*f 
quoique  l'on  se  trouve  naturellement  porté  à  la  considérer  comme 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  demeure  constamment  positive 
et  ne  change  pas  de  signe  avec  i.  La  même  remarque  s'applique  à  la 
quantité  infiniment  petite  \!i\  Çue  l'on  est  naturellement  conduit  à 
regarder  comme  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  etc. 

Le  théorème  I  fournit  un  moyen  très  simple  de  reconnaître  la  classe 
ou  l'ordre  d'une  quantité  infiniment  petite.  Ainsi,  par  exemple,  on 
conclura  de  ce  théorème  que  les  quantités 


i  * 


•        /-     . .  .  . 

pj     \/tt    *%    sim 

sont  quatre  infiniment  petits  de  première  classe,  le  dernier  étant  seul 
du  premier  ordre.  On  s'assurera  de  la  même  manière  que  les  quatre 

quantités 

i        * 

p5     i'.     sin1*,     i  —  cosi 
\i 

sont  des  infiniment  petits  de  seconde  classe,  les  deux  derniers  étant 
du  second  ordre;  que  les  trois  quantités 

»  • 

t 

sont  des  infiniment  petits  de  troisième  classe,  les  deux  derniers  étant 
du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 


ADDITION.  253 

Lorsqu'on  multiplie  un  infiniment  petit  de  la  nieme  classe  ou  du 
rieme  ordre  par  une  quantité  constante  ou  par  une  fonction  de  i  qui 
a  pour  limite  une  quantité  finie  différente  de  zéro,  on  obtient  évi- 
demment pour  produit  un  autre  infiniment  petit  de  la  même  classe 
ou  du  même  ordre  que  le  premier. 

Il  est  encore  facile  de  prouver  que,  parmi  les  quantités  infiniment 
petites,  celles  qui  appartiennent  aux  classes  supérieures  finissent  paf 
obtenir  constamment  les  plus  petites  valeurs  numériques.  Soient,  en 
effe.t,  9(i)t  x,(i)  deux  quantités  infiniment  petites,  la  première  de  la 
nième  classe,  la  seconde  de  la  rrihue,  m  étant  <//.  La  première  des  deux 

fractions  ^^>  Q^r  sera  la  seule  qui  converge  avec  i  vers  la  limite 

zéro;  et  par  suite  le  rapport  qu'on  obtient  en  les  divisant  Tune  par 

l'autre,  ou  la  fraction  ^j^r>  convergera  également  vers  zéro,  ce  qu'elle 

ne  peut  faire,  sans  que  sa  valeur  numérique  s'abaisse  au-dessous  de 
l'unité,  ou,  en  d'autres  termes,  sans  que  la  valeur  numérique  du 
numérateur  devienne  inférieure  à  celle  du  dénominateur. 
Enfin  on  établira  facilement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Désignons  par  i  et  par /(i)  deux  quantités  infiniment 
petites.  Zéro  sera  la  valeur  unique  ou  l'une  des  valeurs  que  recevra  le  rap- 
port 

» 


(22) 


/'(«) 


lorsqu'on  y  fera  évanouir  la  quantité  i. 

Démonstration.  —  Il  suffit  évidemment  de  démontrer  le  théorème  IV, 
dans  le  cas  où  la  fonction  dérivée/'(i)  s'évanouit  en  même  temps  que 

/(*)  pour  i=  o,  attendu  que  la  limite  du  rapport  77^»  nulle  dans 
toute  autre  hypothèse,  se  présente  alors  seulement  sous  la  forme  indé- 
terminée -•  Or  on  y  parviendra  sans  peine  à  l'aide  de  la  formule  (18), 
du  moins  lorsque  les  deux  fonctions "/(*)•  /*'(')  seront  continues  par 
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rapport  à  t,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  i  —  o.  En  effet, 
si  cette  condition  est  remplie,  on  tirera  de  la  formule  (18),  en  posant 
n  =  i, 

(a3)  f(i)  =  if\6i), 

et  l'on  aura,  en  conséquence, 

6  désignant  toujours  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Concevons  main- 
tenant  que,  dans  la  formule  (24),  on  fasse  décroître  indéfiniment  la 
valeur  numérique  de  i,  /'(o)  étant  nul  par  hypothèse,  et  0*  dési- 
gnant une  quantité  comprise  entre  zéro  et  1,  /'(Oi)  convergera  plus 
rapidement  que/'(i)  vers  la  limite  zéro,  d'où  il  résulte  que  la  frac- 

tion    •   ,  .      obtiendra  une  multitude  de  valeurs  numériques  infé- 

f'(  ôi  } 

Heures  à  l'unité,  et  le  produit  «  A-.Wr  une  multitude  de  valeurs  sen- 

siblement  nulles.  Donc  la  limite  ou  Tune  des  limites  vers  lesquelles 
convergeront  ce  même  produit  et  le  rapport  qu'il  représente  sera 
égale  a  zéro. 

Scolie  /.  —  Le  théorème  IV  peut  être  aisément  vérifié  à  l'égard  des 
fonctions 

sini,     1  — cosi,    e    ^à    r    i'sin-r»     •••• 

Il  subsiste  dans  le  cas  même  où  la  fonction /(1)  ne  reste  réelle  et  infi- 
niment petite  qu'autant  que  l'on  attribue  à  la  variable  i  des  valeurs 
afFectées  d'un  certain  signe,  comme  il  arrive,  par  exemple,  quand  on 
prend  pour/(/)  l'une  des  fonctions 


qui  cessent  d'être  réelles  ou  infiniment  petites,  dès  que  l'on  donne 


i 
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à  i  des  valeurs  négatives.  Enfin  ce  théorème  peut  subsister,  quoique 
la  fonction  /'(*)  devienne  discontinue  pour  1  =  0.  Ainsi,  en  suppo- 
sant 

(*5)  f(i)—is\nj, 

%r 

on  trouvera  que  la  fonction 

(26)  /'(O  —  sin-  —  -  cos- 

v  c  c 

devient  indéterminée,  par  conséquent  discontinue,  pour  1  =  o;  et,  si 
Ton  fait  alors  converger  i  vers  la  limite  zéro,  la  valeur  du  rapport  (22) 
tirée  des  équations  (25)  et  (26),  savoir 


<*7) 


J  1  —  -  cot  - 

I  £ 


admettra  un  nombre  infini  de  limites  dont  l'une  sera  égale  à  zéro. 

Scolie  IL  —  Supposons  que,  la  fonction  /(*)  et  ses  dérivées  suc-   * 
cessives,  jusqu'à  celle  de  Tordre  de  n  — -  1,  étant  continues  par  rap- 
port a  1',  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  1  =  o,  les  n  quan- 
tités 

(28)  ^  /"(o),    /'(o),    /'(o),      ...,    /<-»>(0) 

s'évanouissent;  et  concevons  que  la  valeur  numérique  de  i  vienne  à 
décroître  indéfiniment.  Zéro  sera  la  limite  ou  l'une  des  limites  vers 
lesquelles  convergeront  chacun  des  rapports 

k9)  ao'  /'(/>'  ro'  ""    /tM)(o 

et,  par  conséquent,  leur  produit  ou  le  rapport 

(3o)  T^T)9 
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On  peut  en  dire  autant  des  expressions 

t*,\  J!iîL     /'<*>  /(-a)(0 

que  Ton  obtient  en  multipliant  les  uns  par  les  autres  quelques-uns 
des  rapports  dont  il  s'agit. 


SUR  LES 


FORMULES  DE  TAYLOR  ET  DE  MACLAURIN 


(i) 


On  prouve  facilement  que,  dans  le  cas  où  la  fraction 


h»-1 

« 

s'évanouit  pour  h  =  o,  on  a 

(2)  -?(*)=,    Jo         J(,»(0/t), 

0  désignant  un  nombre  inconnu,  mais  inférieur  à  l'unité.  Or  l'équa- 
tion (2),  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  établir  directement  la  théorie 
des  maximâ  ou  minima  et  fixer  les  valeurs  des  fractions  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  ->  conduit  aussi  très  simplement  à  la  série  de 

Taylor  et  à  la  détermination/lu  reste  qui  doit  compléter  cette  série. 
En  effet,  on  tirera  successivement  de  l'équation  (2)  : 
i°  En  posant  ff(h)  =  /(x-h  h)  —  f(x)  et  n  =  1,       * 

(3)  /(*  +  *) -/(*)  =  */V-*-*'0; 

puis,  en  posant  /'{&  +  h)—f'(x)  -+-  H|f 

/(*  +  A)-/(*)-7/'(*) 

»■= -a ; 

2°  En  posant  3{h)  =  f(x-h  h)—  f(x)  —  h  f'(x)  et/i  =  2, 

(4)  /(*  +  A)  -/(*)  -  hf'{x)  =  -^-/'(*  4-  6h); 

CEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  33 
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puis,  en  posant  /"(x  -+-  OA)  =  f"(x)  ■+-  Hs, 

/(x  +  A)-/(x)-A/(x)--*l/'(x) 
H,= r, — 


I  .3 


3»  En    posant  j(h)  =  /(x  -h  h)  —  /(x)  —  hf'(x)  -  ^1  /"(a-) 
et  n  =  3, 

(5)       /(*  + A) -/(*)-/«/'(*) --^/'(*)=-^ /'(*  +  (?/.); 

puis,  en  posant  f"{x  -h  OA)  =  /*(#)  -+-H,, 

H»= u : — 


I  .2.3 


En  continuant  de  la  même  manière,  et  observant  que  les  quantités 


H"    7^H"    T^T3H"     "' 


s'évanouissent  toutes  avec  h,  on  établira  généralement  l'équation 

f(x  +  h)  -/(*)  -  /*/'(*)  -  ~f\x)  -.  • . 

(6)  { 

' -/<*-«>(*)  =  —" ff>(jr  +  9h) 

i  .2.3. .  .(n  —  i)J  '       i.2.  ../*•'       x  ' 


ou 


(/(*-HA)=/(*)4-J/'(*)-t--^/f(*)+... 

(7)  <,  .„_1  .„ 

■+• ^—. :/<"-,)(*)H * /<«>(.*• +  &/»)• 

I  .3.3.  ..(/»  — l)''  v  I.3.../1*' 

Si  l'on  y  remplace  x  par  o,  et  A  par  x,  on  trouvera 
/(*)  =/(o)  -t-  *  /'(o)  +  f^/'(o)  +. . . 

(8)         {  _,  ' 

H 5-^-7 e/("-"(o)  H î- fW(er). 

1.3.3. ..(«  —  I)  I.3.3.../f'  ' 
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11  suit  de  la  formule  (7)  que  la  fonction  f(x-hh)  peut  être  consi- 
dérée comme  composée  d'une  fonction  entière  de  A,  savoir 

(9)  /u)^^/^)-f-^/v)+-^1.a.3A;"'/t_l)/'»-"(x), 

et  d'un  reste,  savoir 

(10)  .  „y    »/""(* +  e/0. 

Lorsque  ce  reste  devient  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment 
grandes  du  nombre  nf  on  peut  affirmer  que  la  série 

(11)  /(*>,    A /'<*),    T-: /'(*)>    ••• 

I    •  Jm 
f 

est  convergente,  et  qu'elle  a  pour  somme  /(x  -\-  h).  Donc  alors  on 
peut  écrire  l'équation 

(ia)  /(*  +  A)=/(*)  +  7//(*)  +  -^/f(*)+....   . 

1  1 1 2 

qui  est  précisément  la  formule  de  Taylor.  De  même,  si  le  reste 

devient  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infinies  de  /i,  l'équation  (8) 
entraînera  la  suivante 

I  ■  •  A 

qui  est  précisément  la  formule  de  Maclaurin. 

11  est  souvent  utile  de  substituer  aux  expressions  (10)  et  (i3) 
d'autres  expressions  équivalentes.  On  peut  y  parvenir  comme  il  suit. 

Désignons  par  9(5)  ce  que  devient  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (G)  quand  on  y  remplace  h  par  h  —  z  et  x  par  x-h  z,  ou,  en 
d'autres  termes,  le  reste  qu'on  obtient  quand  on  développe  /(x  -\-  h) 
suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  h  —  z%  et  que  Ton 
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s'arrête  à  la  puissance  du  degré  n  —  i{  en  sorte  qu'on  ait 


9(0)  représentera  la  valeur  commune  de  chacun  des  membres  de 
l'équation  (6).  De  plus,  en  différentiant  par  rapport  à  s  la  for- 
mule (i5),  on  trouvera 


(A -s)"-' 

1.2.3"..  .(K- 


06)  ?'(  =  )=- 

et  l'on  en  conclura 

(i7)  ?wiji.j=_|(*-w^i)/^.,(,  +  M> 

ou,  parce  que  o(A)  se  réduit  évidemment  à  zéro, 

(,8)  ?(o)  =  -^-T-9-^""-  */»)(*  +  0/.). 

La  valeur  précédente  de  0(0)  n'est  autre  chose  que  le  reste  de  la 
série  de  Taylor  présenté  sous  une  nouvelle  forme.  Si,  dans  ce  reste, 
on  remplace  x  par  o,  et  h  par  x,  on  obtiendra  le  reste  de  la  série  de 
Maclaurin  sous  la  forme  suivante  : 


{■9) 


Il  suffît,  dans  plusieurs  cas,  de  substituer  ce  dernier  produit  à  l'ex- 
pression (i3)  pour  établir  la  formule  (i4)-  Supposons,  par  exemple, 


[i  désignant  une  constante  réelle.  Les  expressions  (i3)  et  (19)  devien- 
dront respectivement 


yo.- 0.  .()>-.+■  \^il+lrïf 
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et 

I  •  2  •  O  •  .  •(/»  *~~"  I  J 

Cela  posé,  on  prouvera  facilement,  i°  a  l'aide  de  l'expression  (21), 
que  l'équation 

(23)  (i-+-.r)i*— i-+-^x-h  ^""-^.r'-h... 

1  1.2 

subsiste  quand  la  valeur  numérique  du  rapport 

est  inférieure  à  l'unité;  20  à  l'aide  de  l'expression  (22),  que  l'équa- 
tion (23)  subsiste  quand  le  produit 

(20)  x 


1  4-  Ox 


est  compris  entre  les  limites  —  1  et  j.  Par  suite,  il  suffira  d'employer 
l'expression  (21)  pour  établir  la  formule  (23)  entre  les  limites  x  =  o, 
x  =  1.  Mais  il  faudra  revenir  à  l'expression  (22),  si  l'on  veut  étendre 
la  même  formule  à  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites 
x  =  —  1,  x  =  -h  1. 
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AVERTISSEMENT. 


L'édition  ,  qui  a  paru  en  i8a3,  du  Résumé  des  Leçons  sur  le  Calcul  infinitésimal r 
se  trouvant  épuisée ,  je  me  suis  décidé  à  la  remplacer  par  deux  ouvrages  séparés, 
l'un  sur  le  calcul  différentiel,  l'autre  sur  le  calcul  intégra}.  Je  publie  aujourd'hui 
le  premier,  qui  a  pour  objet  le  calcul  différentiel.  Les  méthodes  que  j'ai  suivies 
diffèrent  à  plusieurs  égards  de  celles  qui  sont  exposées  dans  les  ouvrages  du 
même  genre.  Mon  but  principal  a  été  de  concilier  la  rigueur,  dont  je  m'étais  fait 
une  loi  dans  mon  Cours  d'analyse,  avec  la  simplicité  que  produit  la  considé- 
ration directe  des  quantités  infiniment  petites.  Pour  cette  raison»  j'ai  cru  devoir 
rejeter  les  développements  des  fonctions  en  séries  infinies»  toutes  les  fois  que  les 
séries  obtenues  ne  sont  pas  convergentes.  Il  en  résulte ,  par  exemple,  que  la 
formule  de  Taylor  ne  peut  plus  être  admise  comme  générale ,  qu'autant  qu'elle 
est  réduite  à  un  nombre  fini  de  termes ,  et  complétée  par  un  reste.  Je  n'ignore 
pas  qu'en  faisant  d'abord  abstraction  de  ce  reste»  l'illustre  auteur  de  la  Méca- 
nique analytique  a  pris  la  formule  dont  il  s'agit  pour  base  de  sa  théorie  des  fonc- 
tions dérivées.  Mais,  malgré  tout  le  respect  que  commande  une  si  grande  autorité, 
la  plupart  des  géomètres  s'accordent  maintenant  à  reconnaître  l'incertitude  des 
résultats  auxquels  on  peut  être  conduit  par  l'emploi  de  séries  divergentes.  Il  y 
a  plus  :  le  théorème  de  Taylor  semble ,  dans  certains  cas ,  fournir  le  dévelop- 
pement d'une  fonction  en  série  convergente ,  quoique  la  somme  de  la  série  dif- 
fère essentiellement  de  la  fonction  proposée  (voyez  la  fin  de  la  dixième  Leçon). 
D'ailleurs  ceux  qui  liront  mon  ouvrage  se  convaincront,  je  l'espère,  que  les 
principes,  du  calcul  différentiel  et  ses  applications  les  plus  .importantes  petnreùt 
être  facilement  exposés  sans  l'intervention  des  séries* 


AVERTISSEMENT. 
On  trouvera,  dans  la  quatorzième  Leçon  et  dans  la  Note  qui  termine  ce  vo- 
lume, des  considérations  nouvelles  sur  la  possibilité  de  résoudre  des  équations 
algébriques  ou  transcendantes,  et  sur  la  détermination  approximative  de  leurs 
racines  soit  réelles,  soit  imaginaires.  . 

Au  reste ,  en  composant  cet  ouvrage  .  j'ai  mis  à  profit  les  travaux  entrepris  sur 
le  même  sujet  par  les  géomètres ,  et  publiés  dans  divers  écrits  ou  mémoires  ,  par- 
ticulièrement dans  la  Théorie  des  Fonctions  de  Lagrange,  dans  le  Calcul  diffé- 
rentiel d'Euler,  dans  celui  de  H.  Lacroix,  dans  un  article  de  M.  Poinsot,  qui  fait 
partie  de  la  Correspondance  sur  l' École  Polytechnique  (par  M.  Hachette),  enfin 
dans  les  Leçons  et  dans  un  Mémoire  de  M.  Ampère  (voy-  le  1 3.*  cahier  du  journal 
de  cette  école). 
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PRELIMINAIRES. 

DES  VARIABLES,  DE  LEURS  LIMITES  ET  DES  QUANTITÉS  INFINIMENT  PETITES.  DES  FONCTIONS 
CONTINUES  ET  DISCONTINUES,  EXPLICITES  OU  IMPLICITES,  SIMPLES  OU  COMPOSEES,  ETC. 
DES  SÉRIES   CONVERGENTES   OU   DIVERGENTES. 


Avant  d'exposer  les  principes  du  Calcul  différentiel,  il  est  néces- 
saire d'établir  quelques  notions  préliminaires.  Tel  est  l'objet  dont 
nous  allons  d'abord  nous  occuper. 

On  nomme  quantité  variable  celle  que  l'on  considère  comme  devant 
recevoir  successivement  plusieurs  valeurs  différentes  les  unes  des 
autres.  On  appelle  au  contraire  quantité  constante  toute  quantité  qui 
reçoit  une  valeur  fixe  et  déterminée.  Lorsque  les  valeurs  successi- 
vement attribuées  à  une  même  variable  s'approchent  indéfiniment 
d'une  valeur  fixe,  de  manière  à  finir  par  en  différer  aussi  peu  que 
l'on  voudra,  cette  dernière  est  appelée  la  limite  de  toutes  les  autres. 
Ainsi,  par  exemple,  la  surface  du  cercle  est  la  limite  vers  laquelle 
convergent  les  surfaces  des  polygones  réguliers  inscrits,  tandis  que 
le  nombre  de  leurs  côtés  croît  de  plus  en  plus;  et  le  rayon  vecteur, 
mené  du  centre  d'une  hyperbole  à  un  point  de  la  courbe  qui  s'éloigne 
de  plus  en  plus  de  ce  centre,  forme  avec  l'axe  des  x  un  angle  qui  a 
pour  limite  l'angle  formé  par  l'asymptote  avec  le  même  axe,  etc.  Nous 
indiquerons  la  limite  vers  laquelle  converge  une  variable  donnée  par 
l'abréviation  lim  placée  devant  cette  variable. 
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Souvent  les  limites  vers  lesquelles  convergent  des  expressions 
variables  se  présentent  sous  une  forme  indéterminée,  et  néanmoins 
on  peut  encore  fixer,  à  l'aide  de  méthodes  particulières,  les  véri- 
tables valeurs  de  ces  mêmes  limites.  Ainsi,  par  exemple,  les  limites 
dont  s'approchent  indéfiniment  les  deux  expressions  variables 


tandis  que  se  converge  vers  zéro,  se  présentent  sous  les  formes  indé- 
terminées -<  i*";  et  pourtant  ces  deux  limites  ont  des  valeurs  fixes 
que  l'on  peut  calculer  comme  il  suit. 
On  a  évidemment,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  a, 

sui  3.  a  laiiga 

Par  conséquent  le  rapport >  toujours  compris  entre  les  quantités 

sina  sina 

—. —  =  i        et =  cos  a, 

suier  Ungfic 

dont  la  première  sert  de  limite  à  la  seconde,  aura  lui-même  l'unité 
pour  limite. 

Cherchons  maintenant  la  limite  vers  laquelle  converge  l'expres- 
sion (i  -+-  oc)",  tandis  que  a  s'approche  indéfiniment  de  zéro.  Si  l'on 
suppose  d'abord  la  quantité  a  positive  et  de  la  forme  — ,  m  dési- 
gnant un  nombre  entier  variable  et  susceptible  d'un  accroissement 
indéfini,  on  aura 

—  ï^(-=hnb(-±)(!-£h- 
-rd^(-i)(-i)-(-^> 

Comme,  dans  le  second  membre  de  cette  dernière  formule,  les  termes 
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qui  renferment  la  quantité  m  sont  tous  positifs  et  croissent  en  valeurs 
et  en  nombre  en  même  temps  que  cette  quantité,  il  est  clair  que  l'ex- 
pression (  i-h—  j  croîtra  elle-même  avec  le  nombre  entier  m,  en 
demeurant  toujours  comprise  entre  les  deux  sommes 


et 


i 

I 


I  I  I  I  0 

H 1 1 ! j-. ..  =  i-Hi4-i  =  3; 

1  2  2.2  2.2.2 


donc  elle  s'approchera  indéfiniment,  pour  des  valeurs  croissantes 
de  m9  d'une  certaine  limite  comprise  entre  2  et  3.  Cette  limite  est 
un  nombre  qui  joue  un  grand  rôle  dans  le  Calcul  infinitésimal,  et 
qu'on  est  convenu  de  désigner  par  la  lettre  e.  Si  l'on  prend 


m  =  ioooo, 


on  trouvera  pour  valeur  approchée  de  e,  en  faisant  usage  des  Tables 
de  logarithmes  décimaux, 


/ioooiV0000  QQ 

( =2,7183. 

\ 10000/  ' 


Cette  valeur  approchée  est  exacte  à  j^ô  près,  ainsi  que  nous  le  ver- 
rons plus  tard. 
Supposons  maintenant  que  a,  toujours  positif,  ne  soit  plus  de  la 

forme  —  •  Désignons,  dans  cette  hypothèse,  par  m  et  n  =  m  4-  1  les 

deux  nombres  entiers  immédiatement  inférieur  et  supérieur  à  ->  en 
sorte  qu'on  ait 


1 

-=m-hu=rt  —  v, 

a  r 


[x  et  v  étant  des  nombres  compris  entre  zéro  et  l'unité.  L'expres- 

1 

sion  (14-  a)"  sera  évidemment  renfermée  entre  les  deyx  suivantes 


i  +  ±  .  -     -.         .    -.1- 


et,  comme,  pour  des  valeurs  de  a  décroissantes  à  l'infini  ou,  ce  qui 
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revient  au  même,  pour  des  valeurs  croissantes  de  m  et  de  n,  les  deux 
quantités   (i-h  —  1  »  f  x  — i—  —  J    convergent  l'une  et  l'autre  vers  la 

limite  e,  tandis  que  i-t-  —  »    i s'approchent  indéfiniment  de 

la  limite  i,  il  en  résulte  que  chacune  des  expressions 

et  par  suite  l'expression  intermédiaire  (n-ot)",  convergeront  encore 
vers  la  limite  e. 

Supposons  enfin  que  a  devienne  une  quantité  négative.  Si  l'on  fait, 
dans  cette  hypothèse, 


ft  sera  une  quantité  positive,  qui  convergera  elle-même  vers  zéro,  et 

l'on  trouvera 

t  \ll     r  1V+» 

(l  +  l0î=(,  +  P)  ?  =  L(i  +  P>M     , 

puis,  en  passant  aux  limites,  * 

(i)  lim(i  +  *)*  —  elia"  ■*&  =  €. 

Les  logarithmes,  pris  dans  le  système  dont  la  hase  est  e,  s'appellent 
logarithmes  népériens  ou  hyperboliques.  Nous  les  désignerons  par  la 
lettre  I,  tandis  que  nous  emploierons  la  lettre  L  pour  indiquer  les 
logarithmes  pris  dans  un  autre  système  dont  la  base  serait  un  nombre 
quelconque  représenté  par  A.  Cela  posé,  on  aura  évidemment 


et,  de  plus,  on  tirera  de  la  formule  (i) 
(3)  lim1^-"»  = 
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Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d'une  même  variable, 
étant  supposées  très  petites,  décroissent  indéfiniment  de  manière  à^ 
s'abaisser  au-dessous  de  tout  nombre  donné,  cette  variable  devient 
ce  qu'on  nomme  un  infiniment  petit  ou  une  quantité  infiniment  petite. 
Une  variable  de  cette  espèce  a  zéro  pour  limite.  Telle  est  la  variable  a 
dans  les  calculs  qui  précèdent. 

Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d'une  même  variable 
croissent  de  plus  en  plus  de  manière  à  s'élever  au-dessus  de  tout 
nombre  donné,  on  dit  que  cette  variable  a'pour  limite  l'infini  positif 
indiqué  par  le  signe  <x>,  s'il  s'agit  d'une  variable  positive;  et  l'infini 
négatif  indiqué  par  la  notation  —  oo,  s'il  s'agit  d'une  variable  néga- 
tive. Tel  est  le  nombre  variable  m  que  nous  avons  employé  ci-dessus. 

Si  le  rapport  de^  deux  quantités  infiniment  petites  converge  vers 
une  limite  donnée,  tandis  que  chacune  d'elles  s'approche  de  zéro,  la 
limite  en  question  sera  ce  qu'on  appelle  la  dernière  raison  de  ces 
quantités  infiniment  petites.  Ainsi,  par  exemple,  a  étant  infiniment 
petit,  l'unité  sera  la  dernière  raison  de  sina  et  de  a;  Le  la  dernière 
raison  de  L(i  -h  a)  et  de  a,  etc. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement  liées  entre  elles, 
que,  la  valeur  de  l'une  d'elles  étant  donnée,  on  puisse  en  conclure 
les  valeurs  de  toutes  les  autres,  on  conçoit  d'ordinaire  ces  diverses 
quantités  exprimées  au  moyen  de  l'une  d'entre  elles,  qui  prend  alors 
le  nom  de  variable  indépendante;  et  les  autres  quantités,  exprimées 
au  moyen  de  la  variable  indépendante,  sont  ce  qu'on  appelle  des 
fonctions  de  cette  variable. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement  liées  entre  elles, 
que,  les  valeurs  de  quelques-unes  étant  données,  on  puisse  en  con- 
clure celles  de  toutes  les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  quantités 
exprimées  au  moyen  de  plusieurs  d'entre  elles,  qui  prennent  alors 
le  nom  de  variables  indépendantes;  et  les  quantités  restantes,  expri- 
mées au  moyen  des  variables  indépendantes,  sont  ce  qu'on  appelle 
des  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  Les  diverses  expressions  que 
fournissent  l'Algèbre  et  la  Trigonométrie,  lorsqu'elles  renferment  des 
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variables  considérées  comme  indépendantes,  sont  autant  de  fondions 
de  ces  variables.  Ainsi,  par  exemple, 

Lx,    sind7,    ... 
sont  des  fonctions  de  la  variable  x; 

x  +  y,     x7,     xyz, 

des  fonctions  des  variables  x  ci  y  ou  x,  y  et  s,  — 

Lorsque  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables  se  trouvent, 
comme  dans  les  exemples  précédents,  immédiatement  exprimées  au 
moyen  de  ces  variables,  elles  sont  nommées  fonctions  explicites.  Mais 
lorsqu'on  donne  seulement  les  relations  entre  les  fonctions  et  les 
variables,  c'est-à-dire  les  équations  auxquelles  ces  quantités  doivent 
satisfaire,  tant  que  ces  équations  ne  sont  pas  résolues  algébrique- 
ment, les  fonctions  n'étant  pas  exprimées  immédiatement  au  moyen 
des  variables  sont  appelées  fonctions  implicites.  Pour  les  rendre  expli- 
cites, il  suffît  de  résoudre,  lorsque  cela  se  peut,  les  équations  qui  les 
déterminent.  Par  exemple,  y  étant  une  fonction  implicite  de  a;  déter- 
minée par  l'équation 

si  l'on  nomme  A  la  base  du  système  de  logarithmes  que  l'on  consi- 
dère, la  même  fonction,  devenue  explicite  par  la  résolution  de  l'équa- 
tion donnée,  sera 

r  =  A'. 

Lorsqu'on  veut  désigner  une  fonction  explicite  d'une  variable  x  ou 
de  plusieurs  variables  x,  y,  z,  ....  sans  déterminer  la  nature  de  celte 
fonction,  on  emploie  l'une  des  notations 

/(x),    F(x),    <?(x),    X(x),    $(x),    v(x),     ...; 
f{x,y,z,...),     F{x,y,;,...),     o(x,y,  z,  .. .),     .... 

Parmi  les  fonctions  d'une  seule  variable  x,  il  est  utile  de  distinguer 
les  fonctions  que  l'on  nomme  simples,  et  que  l'on  considère  comme 
résultant  d'une  seule  opération  effectuée  sur  cette  variable,  d'avec  les 
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fonctions  que  l'on  regarde  comme  les  résultats  de  plusieurs  opéra- 
tions et  que  Ton  nomme  composées.  Les  fonctions  simples  que  pro- 
duisent les  opérations  de  l'Algèbre  et  de  la  Trigonométrie  [voir  Y  Ana- 
lyse algébrique,  Chapitre  I  (')]  peuvent  être  réduites  aux  suivantes 


♦ 

a 


a  +  x,     a  —  x9     ax9     —  j     xa,    A*,     hxf 

x 

sinaV   cosa?,    arcsinar,    arccosj?, 

A  désignant  un  nombre  constant,  a  =  ±  A  une  quantité  constante,  et 
la  lettre  L  indiquant  un  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base 
est  A. 

Il  est  encore  essentiel  d'observer  que,  conformément  aux  conven- 
tions établies  dans  X Analyse  algébrique,  nous  faisons  usage  de  Tune 
des  notations 

arcsin^r,     arccosx,     arctanga?,     arccolx,    arcsécx,    arccosécr, 

pour  représenter,  non  pas  un  quelconque  des  arcs  dont  .une  certaine 
ligne  trigonométrique  est  égale  à  x%  mais  celui  d'entre  eux  qui  a  la 
plus  petite  valeur  numérique  ou,  si  ces  arcs  sont  deux  à  deux  égaux 
et  de  signes  contraires,  celui  qui  a  la  plus  petite  valeur  positive;  en 
conséquence,  arcsina?,  arc  cota?,  arccoséca?  seront  des  arcs  compris 

entre  les  limites  — :>  -h  ->  et  arccosa?,  arcséca?  des  arcs  compris 

2  2  r    , 

entre  les  limites  o  et  rc. 

Les/onctions  de/onctions  sont  des  fonctions  composées  qui  résultent 
de  plusieurs  opérations  successives,  la  première  opération  étant  effec- 
tuée sur  la  variable,  et  chacune  des  autres  sur  le  résultat  de  l'opéra- 
tion précédente.  Ainsi,  par  exemple, 

lsin#,    lcosa? 

sont  des  fonctions  de  fonctions  dont  chacune  résulte  de  deux  opéra- 
tions successives. 
Les  fonctions  composées  se  distinguent  les  unes  des  autres  par  la 

(*)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III. 
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nature  des  opérations  qui  les  produisent.  Il  semble  que  l'on  devrait 
nommer/onctions  algébriques  toutes  celles  que  fournissent  les  opéra- 
tions de  l'Algèbre;  mais  on  a  réservé  particulièrement  ce  nom  à  celles 
que  l'on  forme  en  n'employant  que  les  premières  opérations  algé- 
briques, savoir  l'addition  et.  la  soustraction,  la  multiplication  et  la 
division,  enfin  l'élévation  à  des  puissances  fixes;  et,  dès  qu'une  fonc- 
tion renferme  des  exposants  variables  ou  des  logarithmes,  elle  prend 
le  nom  de/onction  exponentielle  ou  logarithmique. 

Les  fonctions  que  l'on  nomme  algébriques  se  divisent  en  /onctions 
rationnelles  et  /onctions  irrationnelles.  Les  fonctions  rationnelles  sont 
celles  dans  lesquelles  la  variable  ne  se  trouve  élevée  qu'à  des  puis- 
sances entières.  On  appelle  en  particulier  /onction  entière  tout  poly- 
nôme qui  ne  renferme  que  des  puissances  entières  de  la  variable,  par  . 

exemple 

a  +  bx  +  cx'  +  . . ., 

et  /onction  /raclionnaire  ou  /raction  rationnelle  le  quotient  de  deux 
semblables  polynômes.  Le  degré  d'une  fonction  entière  de  x  est  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  cette  même  fonction.  La 
fonction  entière  du  premier  degré,  savoir 


s'appelle  aussi  /onction  linéaire,  parce  que,  dans  l'application  à  la 
Géométrie,  on  s'en  sert  pour  représenter  l'ordonnée  d'une  ligne 
droite.  Toute  fonction  entière  ou  fractionnaire  est  par  cela  même 
rationnelle,  et  toute  autre  espèce  de  fonction  algébrique  est  irration- 
nelle. 

Les  fonctions  que  produisent  les  opérations  de  la  Trigonométrie 
sont  désignées  sous  le  nom  de  /onctions  trigonométriques  ou  circulaires. 

Les  divers  noms  que  l'on  vient  d'attribuer  aux  fonctions  compo- 
sées d'une  seule  variable  s'appliquent  également  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables,  lorsque  ces  dernières  fonctions  jouissent,  par 
rapport  à  chacune  des  variables  qu'elles  renferment,  des  propriétés 
que  supposent  les  noms  dont  il  s'agit.  Ainsi,  par  exemple,  tout  poiy- 
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nôme  qui  ne  contiendra  que  des  puissances  entières  des  variables  xs 

y9  z,  ...  sera  une  fonction  entière  de  ces  variables.  On  appelle  degré 

de  cette  fonction  entière  la  somme  des  exposants  des  variables  dans  le 

terme  où  cette  somme  est  la  plus  grande.  Une  fonction  entière  du 

premier  degré,  telle  que 

a  -+-  bx  -+-  cy-\-. . ., 

prend  le  nom  de  fonction  linéaire. 

Souvent,  dans  le  calcul,  on  se  sert  de  la  caractéristique  A  pour  indi- 
quer les  accroissements  simultanés  de  deux  variables  qui  dépendent 
l'une  de  l'autre.  Cela  posé,  si  la  variable  y  est  exprimée  en  fonction 
de  la  variable  x  par  l'équation 

(5)  y  =  f(*)> 

ày,  ou  l'accroissement  de  y  correspondant  à  l'accroissement  Aa?  de  la 
variable  x9  sera  déterminé  par  la  formule 

(6)  y  +  \y=zf(x  +  A#). 

Plus  généralement,  si  l'on  suppose 

(7)  F(«*,.r)  =  o, 

on  aura 

(8)  •         F(j?-+-  ÛLX9y  +  Aj)r:o. 

11  est  bon  d'observer  que  des  équations  (5)  et  (6)  réunies  on  conclut 

(9)  Ajk  =  f(x  -+-  A*)  -  f(x). 

Soient  maintenant  h  et  i  deux  quantités  distinctes,  la  première 

finie,  la  seconde  infiniment  petite,  et  a  =  -r  le  rapport  infiniment 

petit  de  ces  deux  quantités.  Si  l'on  attribue  à  àx  la  valeur  finie  A,  la 
valeur  de  ây,  donnée  par  l'équation  (9),  deviendra  ce  qu'on  appelle 
la  différence  finie  de  la  fonction  f(x),  et  sera  ordinairement  une 
quantité  finie.  Si,  au  contraire,  l'on  attribue  à  Ax  une  valeur  infini- 
ment petite,  si  l'on  fait,  par  exemple, 
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la  valeur  de  Ay,  savoir 

/(*-*-*)-/(*)      OU     /(*  +  «*)-/(*), 

sera  ordinairement  une  quantité  infiniment  petite.  C'est  ce  que  l'on 
vérifiera  aisément  à  l'égard  des  fonctions 

Ax,     sin-r,     cos.r,  # 

auxquelles  correspondent  les  différences 

A*"'—  A*=(A'  —  i)A*, 
sin  (x-+-  i)  —  sinx=      a  sin  -cos  f  x  -\ —  J> 

cos(.r  -h  i)  —  cosj?  =  —  a  sin -sin  f  x  a —  J  > 

dont  chacune  renferme  un  facteur  A'—  i,  ou  sin->  qui  converge  indé- 
finiment avec  «  vers  la  limite  zéro. 

Lorsque,  la  fonction  f(x)  admettant  une  valeur  unique  et  finie 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  limites  données,  la 
différence 

f(x  +  i)-/(x) 

est  toujours  entre  ces  limites  une  quantité  infiniment  petite,  on  dit 
que  f(x)  est  fonction  continue  de  la  variable  x  entre  les  limites  dont 
il  s'agit. 

On  dit  encore  que  la  fonction  f(x)  est,  dans  le  voisinage  d'une 
valeur  particulière  attribuée  à  la  variable  x,  fonction  continue  de 
cette  variable,  toutes  les  fois  qu'elle  est  continue  entre  deux  limites, 
même  très  rapprochées,  qui  renferment  la  valeur  en  question. 

Enfin,  lorsqu'une  fonction  cesse  d'être  continue  dans  le  voisinage 
d'une  valeur  particulière  de  la  variable  x,  on  dit  qu'elle  devient  alors 
discontinue,  et  qu'il  y  a  pour  cette  valeur  particulière  solution  de  con- 
tinuité. Ainsi,  par  exemple,  il  y  a  solution  de  continuité  dans  la  fonc- 
tion ~>  pour  x  =  o;  dans  la  fonction  tangue,  pour  x  =  df  — — » 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  etc. 


L*-. 


i 
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D'après  ces  explications,  il  sera  facile  de  reconnaître  entre  quelles 
limites  une  fonction  donnée  de  la  variable  x  est  continue  par  rapport 
à  cette  variable.  (Voir,  pour  de  plus  amples  développements,  le  Cha- 
pitre II  de  Y  Analyse  algébrique.) 

Concevons  à  présent  que  Ton  construise  la  courbe  qui  a  pour  équa- 
tion en  coordonnées  rectangulaires  y=f(x).  Si  la  fonction /(a?)  est 
continue  entré  les  limites  x  =  x0,  x  =  X,  à  chaque  abscisse  x  com- 
prise entre  ces  limites  correspondra  une  seule  ordonnée;  et,  de  plus, 
x  venant  à  croître  d'une  quantité  infiniment  petite  àx,  y  croîtra  d'une 
quantité  infiniment  petite  Ay.  Par  suite,  à  deux  abscisses  très  rappro- 
chées x,  x  -h  A#,  correspondront  deux  points  très  rapprochés  l'un  de 
l'autre,  puisque  leur  distance  \/Ax2^-  ây2  sera  elle-même  une  quan- 
tité infiniment  petite.  Ces  conditions  ne  peuvent  être  satisfaites 
qu'autant  que  les  différents  points  forment  une  ligne  continue  entre 
les  limites  x  =  x09  x  =  X. 

La  remarque  que  nous  venons  de  faire  peut  être  aisément  vérifiée 
sur  les  courbes  représentées  par  les  équations 

•   y  =  xm9        y=-iï>        /  =  A*,        y  —  hx,        y=zsmx> 

dans  lesquelles  A  désigne  une  constante  positive,  et  m  un  nombre 
entier.' 

On  appelle  série  une  suite  indéfinie  de  quantités 

(10)  u09    uu    «„    «s,     ..., 

qui  dérivent  les  unes  des  autres  suivant  une  loi  déterminée.  Ces  quan- 
tités elles-mêmes  sont  les  différents  termes  de  la  série  que  Ton  consi- 
dère. Soit 

sn=  w0-i-  «,-+-  ut -h.  .  .-h  «„_! 

la  somme  des  n  premiers  termes,  n  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque. Si,  pour  des  valeurs  de  n  toujours  croissantes,  la  somme  sn 
s'approche  indéfiniment  d'une  certaine  limite  s,  la  série  sera  dite 
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convergente,  et  la  limite  en  question  s'appellera  la  somme  de  la  série. 
Au  contraire,  si,  tandis  que  n  croit  indéfiniment,  la  somme  s„  ne  s'ap- 
proche d'aucune  limite  fixe,  la  série  sera  divergente,  et  n'aura  plus  de 
somme.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  terme  qui  correspond  à  l'indice  n, 
savoir  u„,  sera  ce  qu'on  nomme  le  terme  général.  Il  suffit  que  l'on 
donne  ce  terme  général  en  fonction  de  l'indice  n,  pour  que  la  série 
soit  complètement  déterminée. 

Il  existe  des  règles  générales  à  l'aide  desquelles  on  peut  recon- 
naître si  une  série  donnée  est  convergente  ou  divergente.  Ainsi,  par 
exemple,  on  parvient  sans  peine  à  faire  voir  que  la  série  (10)  est  con- 
vergente, lorsque,  pour  des  valeurs  croissantes  du  nombre  entier  n, 
le  rapport 


(•onverge  vers  une  limite  inférieure  à  l'unité.  (Voir  l'Analyse  atgè- 
lirique,Cha\i.  VI.) 

Une  série  digne  de  remarque  est  celle  qu'on  obtient,  lorsque,  dans 
le  développement  de  l'expression 

(-ï)-=-T^0-i)*T^,(-i)(-=)-. 

on  fait  converger  le  nombre  entier  m  vers  la  limite  oc.  Cette  série, 
dont  les  différents  termes  sont  respectivement 


reste  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  attendu  que  le  rap- 
port entre  les  deux  termes 

I...3. ..«(«  +  .)'      i.a.3..V 

savoir  >  décroît  sans  cesse  pour  des  valeurs  croissantes  de  n. 

Quant  à  la  somme  de  la  même  série,  on  l'obtiendra  facilement  en 
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posant  —  =  a.  En  effet,  on  trouvera,  dans  cette  hypothèse, 


('+ £)"=<'+■* 


puis  on  conclura,  en  faisant  converger  le  nombre  m  vers  la  limite  oc 
et  ayant  égard  k  la  formule  (i), 


hm    h =ex. 

V        W 


On  aura  donc 

(12) 

X          X1              x% 

gtX  •        !                         1                                  1                                             1 

C    —  I     t  -           t           '      -f                .->      1    • 
I             1.2            1.2.0 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  Ton  prend  x  =  i ,  on  en  tirera 

(i3)  e  =z\  -4-n 1 -  H — -  h -f-.  .  . 

1.2  1.2.0  1.2.0.4  I.2.O.4.5 

\ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

e  =  2  -+-  o,5  -h  o,  166666. . .  -h  o,o4i666. ...  4-  o,oo833. . . 

+  O  >  OO I  38  .  .  .   -+-  O ,  OOO 19...  -H  O ,  OO0O2  ...   -h  ...  =r  2  ,  7  1 82  ...  . 

En  poussant  plus  loin  l'approximation,  on  trouverait 

(i4)  e  —  2,7182818284 

Telle  est  la  valeur  du  nombre  e,  calculée  avec  dix  décimales. 

Nous  terminerons  ces  Préliminaires  en  expliquant  ce  qu'on  doit 
entendre  par  des  quantités  infiniment  petites  de  divers  ordres. 

Désignons  par  a  un  nombre  constant,  rationnel  ou  irrationnel; 
par  i  une  quantité  infiniment  petite,  et  par  r  un  nombre  variable. 
Dans  le  système  de  quantités  infiniment  petites  dont  i  sera  la  base, 
une  fonction  de  i  représentée  par/(i)  sera  un  infiniment  petit  de 
Yordre  a,  si  la  limite  du  rapport 

est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  petites  que  a,  et  infinie 
pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  grandes  que  a. 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  36 
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Cette  définition  admise,  si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  entier  ou 
immédiatement  supérieur  à  l'ordre  a  de  la  quantité  infiniment  petite 
/(*),  le  rapport 

/(O 


(16) 


i* 


sera  le  premier  terme  de  la  progression  géométrique 


('7)  /(O. 


/(O      /(O      fU) 
T'     —y     -?", 


qui  cessera  d'être  une  quantité  infiniment  petite. 
Quant  au  rapport 

es)  4? 

que  l'on  déduit  de  l'expression  (i5)  en  posant  r  =  a9  il  peut  avoir 
une  limite  finie,  ou  nulle,  ou  infinie.  Ainsi,  par  exemple, 

ia  el 
iael,      ~—j      iae'\i 

sont  trois  quantités  infiniment  petites  de  l'ordre  a,  et  les  quotients 
qu'on  obtient  en  les  divisant  par  *",  savoir 


elf     —,     e*\i 

1  ' 


ont  pour  limites  respectives 


i 
i,    o    et    - 

o 


Cela  posé,  on  établira  sans  peine  les  propriétés  des  quantités  infini- 
ment petites,  et  en  particulier  les  différents  théorèmes  que  nous 
allons  énoncer. 

Théorème  I.  —  Si,  dans  un  système  quelconque,  l'on  considère  deux 
quantités  infiniment  petites  d'ordres  différents,  pendant  que  ces  deux 
quantités  s'approcheront  indéfiniment  de  zéro,  celle  qui  sera  d'un  ordre 
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plus  élevé  finira  par  obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  numé- 
rique. 

Démonstration.  —  Concevons  que,  dans  le  système  dont  la  base 
est  i,  Ton  désigne  par  I  =  /(*)  et  par  J  =  F(«)  deux  quantités  infi- 
niment petites,  la  première  de  Tordre  a,  la  seconde  de  Tordre  b;  et 
supposons  a  <  £.  Si  Ton  attribue  au  nombre  variable  r  une  valeur 
comprise  entre  a  et  b,  les  deux  rapports 

I     I 

auront  pour  limites  respectives,  le  premier  ->  le  second,  zéro;  et  par 
suite,  le  quotient  de  ces  rapports,  ou  la  fraction 

J 

aura  une  limite  nulle.  Donc  la  valeur  numérique  du  numérateur  J 
décroîtra  beaucoup  plus  rapidement  que  celle  du  dénominateur  I,  et 
cette  dernière  finira  par  devenir  constamment  supérieure  k  l'autre. 

Théorème  II.  —  Soient  a,  b,  c,  .. .  les  nombres  qui  indiquent,  dans  un 
système  déterminé,  les  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites,  et 
a  le  plus  petit  de  ces  nombres.  La  somme  des  quantités  dont  il  s'agit  sera 
un  infiniment  petit  de  l'ordre  a. 

Démonstration.  —  Soit  toujours  i  la  base  du  système  adopté.  Soient 

de  plus  I,  J,  ...  les  quantités  données,  la  première  de  Tordre  a,  la 

seconde  dé  Tordre  i,  Le  rapport  de  la  somme  I  -+-  J  -h . . .  à  la 

quantité  I,  savoir 

J 

1+7+..., 

aura  pour  limite  Tunité,  attendu  que  les  termes  y>  •••  auront  des 
limites  nulles.  Par  suite,  le  produit 


/       J          \I       I4-J  +  ... 
(i+ï+"\)f  = ë 
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lira  la  même  limite  que  le  rapport 


et,  puisque  ce  dernier  rapport  a  une  limite  nulle  ou  infinie,  suivant 
qu'on  suppose  r<«  eu  r>n,  on  pourra  en  dire  autant  du  rapport 

Donc  I  +  J  +  . . .  sera  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a. 

Corollaire.  —  Les  raisonnements  par  lesquels  nous  venons  d'établir 
le  théorème  I  montrent  évidemment  que,  pour  de  très  petites  valeurs 
numériques  de  la  base  i,  la  somme  de  plusieurs  quantités  infiniment 
petites,  rangées  de  manière  qae  leurs  ordres  forment  une  suite  crois- 
sante, est  positive  ou  négative,  suivant  que  son  premier  terme  esl 
lui-même  positif  ou  négatif. 

Théorème  III.  —  Dans  un  système  quelconque,  le  produit  de  deiur 
quantités  infiniment  petites  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a  et  par  b 
est  une  autre  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a  -h  h. 

Démonstration.  —  Soient  toujours  i  la  base  du  système  que  l'un 
considère,  et  I,  J  les  quantités  données,  la  première  de  l'ordre  a.  la 
seconde  de  l'ordre  b.  Les  rapports 


auront  des  limites  nulles,  toutes  les  fois  que  l'on  supposera  r<  a, 
s<A;  des  limites  infinies,  toutes  les  fois  que  l'on  supposera  r>«, 
s  >  b,  et  l'on  pourra  en  «lire  autant  du  produit 


Il  en  résulte  évidemment  que  le  rapport 
IJ 
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aura  une  limite  nulle  pour  r  +  5<a  +  i,  et  une  limite  infinie  pour 
r  -h  s  >  a  -f-  b.  Donc  le  produit  IJ  sera  une  quantité  infiniment  petite 
de  Tordre  a -h  b. 

Nota.  —  Si  l'un  des  facteurs  se  réduisait  a  une  quantité  finie,  le 
produit  serait  évidemment  du  même  ordre  que  l'autre  facteur. 

Corollaire.  —  Dans  un  système  quelconque,  le  produit  de  plusieurs 
quantités  infiniment  petites  dont  les  ordres  sont  désignés  par  ay  &, 
cf ...  est  une  autre  quantité  infiniment  petite  de  Tordrea-hè-hc-f-.... 

Théorème  IV.  —  Si  trois  quantités  infiniment  petites  sont  telles  que,  la 
première  étant  prise  pour  base,  la  seconde  soit  de  II  ordre  a,  et  que,  la 
seconde  étant  prise  pour  base,  ta  troisième  soit  de  l'ordre  b9  celle-ci,  dans 
le  système  qui  a  pour  base  la  première,  sera  d'un  ordre  équivalent  au 
produit  ab. 

Démonstration.  —  Soient  it  I  et  J  les  trois  quantités  données,  en 

sorte  que  les  deux  rapports 

1       J 

F9    F 

aient  des  limites  nulles  quand  on  suppose  à  la  fois  r<^a%  s<^b,  et 
des  limites  infinies  quand  on  suppose  à  la  fois  r>a,  s^>b,  il  est 
clair  que  le  produit  * 

aura  une  limite  nulle  pour  rs<ab,  une  limite  infinie  pour  rs>ab; 
et  par  suite  que,  si  Ton  prend  i  pour  base,  J  sera  une  quantité  infi- 
niment petite  de  Tordre  ab. 

Corollaire  I.  —  Le  rapport  entre  les  ordres  de  deux  quantités  infini- 
ment petites  J  et  I  reste  le  même,  quelle  que  soit  la  base  du  système 
que  Ton  adopte,  et  ce  rapport  est  équivalent  au  nombre  b,  qui  indique 
Tordre  de  la  première  quantité,  quand  on  prend  pour  base  la  seconde. 
Donc,  si,  après  avoir  déterminé  pour  une  certaine  base  les  ordres  de 
plusieurs  quantités  infiniment  petites,  on  vient  a  changer  de  base,  les 
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nombres  qui  indiquent  ces  divers  ordres  croîtront  ou  décroîtront  tous 
à  la  fois  dans  un  rapport  donné. 

Corollaire  IL  —  Si  l'on  suppose,  dans  le  théorème  IV,  que  la  quan- 
tité J  se  réd irise  à  la  quantité  i,  on  aura  évidemment 

ab  =  i,         b  =  -  • 

a 

Donc,  si,  dans  le  système  dont  la  base  est  i,  la  quantité  I  est  un  infi- 
niment petit  de  Tordre  a,  i  sera  de  Tordre  -  dans  le  svstème  qui  aura 

pour  base  la  quantité  I.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque  I,  considéré 
comme  fonction  de  i,  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on 
peut  en  dire  autant  de  /considéré  comme  fonction  de  I. 

Le  second  corollaire,  réuni  au  premier,  entraîne  évidemment  le 
suivant  : 

Corollaire  III.  —  Si  deux  quantités  infiniment  petites  sont  telles 
que,  Tune  étant  prise  pour  base,  Tautre  soit  du  premier  ordre,  le 
nombre  qui  exprimera  Tordre  d'une  quantité  quelconque  restera  le 
même  dans  les  deux  systèmes  qui  auront  pour  bases  les  deux  quan- 
tités données. 
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PREMIÈRE  LEÇON. 


OBJET    DU   CALCUL   DIFFÉRENTIEL.    DÉRIVÉES  ET   DIFFÉRENTIELLES    DES   FONCTIONS 

D'UNE    SEULE    VARIABLE. 


x,  y,  z,  ...  étant  des  variables  assujetties  à  vérifier  une  ou  plu- 
sieurs équations  données,  on  nomme  différentielles  de  x%  de  y,  de 
z,  ...  et  Ton  désigne,  au  moyen  de  la  lettre  caractéristique  d,  par 
les  notations 

dx,     dy9     dzy 

des  quantités  dontjes  rapports  sont  équivalents  aux  dernières  raisons 
des  accroissements  infiniment  petits  que  peuvent  prendre  simultané- 
ment ces  mêmes  variables.  L'objet  du  Calcul  différentiel  est  de  déter- 
miner les  rapports  des  différentielles  dx9  dy9  dz9  . . .  quand  on  connaît 
les  relations  qui  existent  entre  les  variables  x9  y,  z,  ...,•  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  d'évaluer  les  dernières  raisons  des  différences  infi- 
niment petites  Aa\  Ay,  As,  . . . ,  c'est-à-dire  des  accroissements  infini- 
ment petits  et  simultanés  de  x9 y,  z, 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  considère  seulement 
deux  variables,  savoir  une  variable  indépendante  et  une  fonction 
de  x  représentée  par 

Si  la  fonction  f{x)  reste  continue  entre  deux  limites  données  de  la 
variable  x,  et  si  l'on  assigne  à  cette  variable  une  valeur  comprise 
entre  les  deux  limites  dont  il  s'agit,  un  accroissement  infiniment 
petit,  attribué  à  la  variable,  produira  un  accroissement  infiniment 
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petit  de  la  fonction  elle-même.  Donc,  si  Ton  pose  alors  àx  ==  i,  les 
deux  termes  du  rapport  aux  différences 

seront  des  quantités  infiniment  petites.  Mais,  tandis  que  ces  deux 
termes  s'approcheront  indéfiniment  et  simultanément  de  la  limite 
zéro,  le  rapport  lui-même  pourra  converger  vers  une  autre  limite, 
soit  positive,  soit  négative,  qui  sera  la  dernière  raison  des  diffé- 
rences infiniment  petites  ày  et  Ax.  Cette  limite,  ou  cette  dernière 
raison,  lorsqu'elle  existe,  a  une  valeur  déterminée  pour  chaque  valeur 

particulière  de  x\  mais  elle  varie  avec  œ.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on 

« 

prend  /(x)  =  «r™,  m  désignant  un  nombre  entier,  le  rapport  efr{re 
les  différences  infiniment  petites  sera 

(.r  -+-i)m  —  .rm  .       m(m  —  i)  ..  ....    t 

.- =  wj?",-|h —. -  .r  "«-*/-+-...  4- 1"1-1, 

l  1.2 

et  il  aura  pour  limite  la  quantité  mxm~\  e'est-a-dire  une  nouvelle 
fonction  de  la  variable  x.  Il  en  sera  de  même  en  général;  seulement, 
la  forme  de  la  fonction  nouvelle  qui  servira  de  limite  au  rapport 


dépendra  de  la  forme  de  la  fonction  proposée  y  —  f(x).  Pour  indi- 
quer cette  dépendance,  on  donne  k  la  nouvelle  fonction  le  nom  de 
/onction  dérivée,  et  on  la  désigne,  à  l'aide  d'un  accent,  par  la  nota- 
tion 

y'    ou  f(x). 

Cela  posé,  les  différentielles  dx,  dy  de  la  variable  indépendante  x  et 
de  la  fonction  y  =/(x)  seront  des  quantités  tellement  choisies,  que 

Jeur  rapport  -~  coïncide  avec  la  dernière  raison  des  quantités  infini- 
ment petites  àyf  kx,  c'est-à-dire  avec  la  limite  y'=f(x)  du  rap- 
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port  j£-  Ces  différentielles  seront  donc  liées  entre  elles  parj'équa-    % 
tîon 

OU 

(3)  dy  =  /dx, 

que  l'on  peut  aussi  présenter  sous  Tune  des  formes 

(5)  df{x)-f'{x)dx. 

En  vertu  de  l'équation  (2)  ou  (3),  la  différentielle  dy  se  trouve  com- 
plètement déterminée,  dès  qu'on  a  fixé  la  forme  de  la  fonction 

et  la  valeur  de  la  quantité  dx.  Quant  à  cette  dernière  quantité,  qui 
représente  la  différentielle  de  la  variable  indépendante,  elle  reste 
entièrement  arbitraire,  et  l'on  peut  la  supposer  égale  à  une  constante 
finie  h,  ou  même  la  considérer  comme  une  quantité  infiniment  petite. 
Il  résulte  des  formules  (3)  et  (5)  que  la  dérivée  y =f'(x)  d'une 

fonction  quelconque  y  =/( oc)  est  précisément  égale  à  -^->  c'est-à-dire 

au  rapport  entre  la  différentielle  de  la  fonction  et  celle  de  la  variable 
ou,  si  l'on  veut,  au  coefficient  par  lequel  il  faut  multiplier  la  seconde 
différentielle  pour  obtenir  la  première.  C'est  pour  cette  raison  qu'on 
donne  .quelquefois  k  la  fonction  dérivée  le  nom  de  coefficient  diffé- 
rentiel. 

Différentier  une  fonction,  c'est  trouver  sa  différentielle.  L'opération 
par  laquelle  on  différentie  s'appelle  différentiation. 

11  est  facile  d'obtenir  la  fonction  dérivée  y=  -£->  lorsqu'on  prend 

pourj  une  des  fonctions  simples 

a-hjr,     a  —  x>     ax,     -,     xa,     A*.     Lx, 

x 

sinj%    cosx,     arcsin#,    arccos^r, 

OEuvrcs  de  C.  -  S.  Il,  t.  IV.  $7 
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A  désignant  un  nombre  constant,  a  =  ±  A  une  quantité  constante,  et 
la  lettre  L  indiquant  un  logarithme  calculé  dans  le  système  dont  la 
base  est  A.  On  trouvera,  par  exemple,  pour  y  —  a-hx, 

Ay  _  (o  +  J?  +  /)  —  (a-Har)  ,  _  dy  _ 

A.*~  "       i"~  '  y  ~  dx—    ' 

pour  j'  =  a  —  a?, 

Av       (a -—j?  — i  )-—(«  — -r)  ,      rfK 

-^-  — : —  —  i,         y'=  —  —  —  i; 

A.T  I  ^  rfj?  ' 

pour  j  =  ax, 

Ay        a(j?H-i)  — a.r  ,       </y 

A.r  «  »  ./        dx 

pour  v  =  -> 


a  a 


Av        x  -î-  i       x  a  ,       dy  a 


Aj?                 *                     x(x  -ï-  i)'  •*        dx  x x ' 

pour  j  =  sinx, 

Ay       sin^i         /          i  A             ,      dy  .    /          7r\ 

^  =  _4-co8^  +  -.j,  y  =  ^=  co8*  =  8in(*n--j; 

pour  y  —  cosa?, 

Ay            sin-Jt    .    /          i  A                   dy  .  /         7r\ 

te=--rrnn{x+ï')'  r  =  5i=-»m*  =  co8^  +  -J. 


De  plus,  en  posant  A1 r=  i  -+- 1  et  ayant  égard  à  la  formule  (/*)  des  Pré 
liminaires,  on  trouvera,  pour  y—  AJ, 

Ay  =  A~'-A«  =  A'-i       =        1        A,  .      dy  =  A*. 

Ax  i  i  L(i-hl)       '         J        dx       Le 

Enfin,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

—  —  ol  et  (l  +  «)"-I-:3, 

X 


on  aura  poury  ==  Lx, 

Ay  _L(x  -h  i)  —  Lx       mJ\M~T~xJ       L(i-4-a)   i  dy       Le 


l(-ï) 


—  ) 


àx  i  i  ol         x  dx        x 
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pour  y  =  a?, 

Ay   _    (g.+.|>-,g«_  ll4W      ~'_   (,  +  «)»-,_    p 

\x  t  i  a  a 

Il  reste  à  trouver  la  limite  du  rapport  entre  les  deux  quantités  infini- 
ment petites  a  et  P  liées  entre  elles  par  l'équation 

(i  +  aL)a  —  v-+-  (3. 

Or  on  tirera  de  cette  dernière 

(6)  al(n-a)=l(i  +  P). 

D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (3)  des  Préliminaires,  on  aura 

~ =  l  +  h  WJL~  ~  l  ■+■  *> 

y,  S  désignant  des  quantités  infiniment  petites.  Par  suite,  l'équa- 
tion (6)  donnera 

a<x(i  +y)  =  (3(i  -+-<5), 

et  l'on  en  conclura 

-—a ^,  hm-=:a. 

a  i  ■+-  o  a 

En  conséquence,  on  aura  définitivement,  pour  y  =  a/1, 


«-I 


Si,  dans  les  fonctions  A'  et  Lx,  on  réduisait  le  nombre  A  au  nombre 

e  =  •*  ,7 182818. . ., 

et  la  lettre  caractéristique  L  à  la  lettre  1  qui  désigne  les  logarithmes 
népériens,  on  trouverait  pour  y  =  e*9 


dx 


pour  y  —  \x, 


djc        x 
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Les  diverses  formules  qui  précèdent  peuvent  être  renfermées  dans  le 
Tableau  suivant  : 

/  d(a-h  x)  =  dx,  d(a  —  x)  =  —  dx, 

d(ax)       =  adx,         d\^J        ~"a^' 

d(xa)  =zaxa~*  dx; 
dkx    —A*! A,  de*  ze'rfj; 


(7)  { 


jw  .     dx  dx 

dLx^zLe  —  9  dix— — ; 

x  x 

dsïnx  =      cosxdx  =  sin(  x  h — J  dx, 


d  cosx  z=z —  sïnxdx  =  cos 


(x+Y)dx. 


Comme  elles  sont  établies  seulement  pour  les  valeurs  réelles  de  x 
auxquelles  correspondent  des  valeurs  réelles  des  fonctions  placées  k 
la  suite  de  la  lettre  d,  on  doit  supposer  x  positive,  dans  celles  de  ces 
formules  qui  se  rapportent  aux  fonctions  Lx,  \x,  et  même  à  la  fonc- 
tion x?,  lorsque  a  désigne  une  fraction  de  dénominateur  pair  ou  un 
nombre  irrationnel. 

Soit  maintenant  z  une  seconde  fonction  de  x,  liée  à  la  première 

Y=/(x)  par  la  formule 

*  =  F(y). 

z  ou  F[/(j;)J  sera  ce  qu'on  appelle  une  fonction  de  fonction  de  la 
variable  x;  et,  si  l'on  désigne  par  Ax,  Ay,  Az  les  accroissements  infi- 
niment petits  et  simultanés  des  trois  variables  x,  y,  zf  on  trouvera 

Ay  _  f(x  +  Ax)-f(x)  Az_  _  F(  v  -f-  Ay)  -  V(y) 

Ax  Ax  A/  A/ 

puis,  en  passant  aux  limites,  et  substituant  aux  dernières  raisons  des 
accroissements  infiniment  petits  Ax,  A/,  Az  les  rapports  des  diffé- 
rentielles dx,  dy,  dz,  on  obtiendra  d'une  part  l'équation  (4)  ou  (5), 
et  d'autre  part  la  formule 
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OU 

(9)  dz  =  F'(y)dy, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(io)  d¥(y)^¥\y)dy. 

L'équation  (io)  est  semblable,  pour  la  forme,  à  l'équation  (5),  et 
fournit  le  moyen  de  différentier  une  fonction  de  y,  lors  même  que 
y  n'est  pas  la  variable  indépendante.  Seulement  la  différentielle  dx 
ou  dy,  qui,  dans  le  second  membre,  sert  de  coefficient  à  la  fonction 
dérivée  f'(x)  ou  F'(j)  est,  dans  l'équation  (5),  une  quantité  con- 
stante et,  dans  l'équation  (8),  une  quantité  variable  égale  au  produit 
de  la  constante  dx  par  la  fonction  f'(x). 

En  attribuant  successivement  aux  fonctions  y  =/(x)  et  F(j)  dif- 
férentes formes,  on  tirera  de  l'équation  (ro) 

d{a+y)  =  dy,         d(—y)=  —  dy,         d{ay)  —  ady,        d-=z——, 
dk*=  kr\kdy,        de*=erdy,        dLy  =  Le-^-,         dly  =  -^-, 


d\y*=d4=2-*r,         dUy*^ 


9 


yz       y  2  y 

d(axm)  =  adxm  =  max'»-*  dx,        dk*'  =  A*x\AdBx=  AB*B*  1A  \Bdx, 
de?*  —  e**  de*  —  ee'  e*  dx,        de*%  =  ex%  dx*—2x  e*x  dx, 


dsécx 

cosx 

•==2 

dcosx 
cos-x 

— 

sinxdx 
cos2o? 

i 

dcosécx 

=d  : 

sinx 

zzz.  — 

ds\nx 

Si  11*3? 

^^  — 

cosxdx 

SUl'a? 

d\  sinx 

ds'in  x 
sinx 

— 

cos^cVj; 
sin.r 

— 

dx 
tango? 

d\  C0S.T 

dcosx 

~"     C0S07 

• 

s'inxdx 
cosa? 

~  — 

dx 

> 

C0tJ7 

La  première  de  ces  formules  prouve  que  l'addition  d'une  constante  à 
une /onction  n'en  altère  pas  la  différentielle,  ni  par  conséquent  la  dérivée. 
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On  peut  encore,  à  l'aide  de  la  formule  (io),  déterminer  facilement 
les  différentielles  des  fonctions  simples  af%  arc  sin x,  arc  cosa?,  en  sup- 
posant  connues  celles  des  fonctions  la?,  sina?,  cosa?.  On  trouvera,  en 
effet,  pour  y  =  af, 

•  i  dy  dx  dy  y 

J  y  x  dx  x 


pour  y  —  arcsina;, 


sin  v  =  x,  cosy  dy  =  dx, 


pour  y  ==  arccosa?, 


cosj  —  x,         —  smy  dy  ■=.  dx, 


On  aura  donc 


dy  i  i 

dx  ~      cosy  ~~      ^"-^, 


<ty *_  _ |_ 

dx  s  in  y  v'T—  x* 


.     x                    ,          .                 dx                  ,  dx 

(ii)  a  arc  sin  a*  =  — =  ,         aarccos^r  — — 


x* 


On  doit,  d'ans  les  formules  (11),  supposer  la  variable  x  renfermée 
entre  les  limites  —  i,  4-1,  afin  que  les  fonctions  arcsina?,  arccosa? 
conservent  des  valeurs  réelles. 

Si  l'on  divise  par  dx  les  deux  membres  de  l'équation  (9),  on  en 
tirera 

(12)  z'-zyY\y)-,r{x)Y'[f{x)-\. 

Cette  dernière  formule  sert  à  déterminer  la  dérivée  d'une  fonction  de 
fonction. 

Nous  remarquerons,  en  finissant,  que  les  différentielles  des  fonc- 
tions composées  se  déterminent  quelquefois  aussi  facilement  que 

celles  des  fonctions  simples.  Ainsi,  par  exemple,  on  trouve  pour 

sin.r 
y  =  tang*  = 


cos.r 


Ay  _  1  ["sin(cr-hi')       sin.r~|       sini  1  dy 


_  i  rsin(cr  -h  i)       sin.r~|       sini 
*  |_cos(.r4-i)       cosx  I  "~     i 


*  -> 


àx        i  \cQs{x-i-i)       cosx  I  i     cos^'  cos(x  -r  /)  dx       cosrx 
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cos«z* 
pour  y  =  cota?  =  — — > 


sin.r 


Ay  _  i  rcos(j?H-i)       cosjfl  __      sini 
Aj?       i  Lsin(j7H-i)       sina:J  i     si 


1  fôl= i_. 

sinj?sin(d?-Hi)  dx  sin*^' 


et  Ton  en  conclut,  pour  y  =  arc  tango:, 

dy  dy  i 

tang y  —  xy  — ~—  =  dx,  -£-  —      cos*  y  = : 

0,/                         cos*y  cfcr  J            1-4- j;2' 

pour  y  =  arc  cota:, 

dy           .  dy  .    .                    i 

coty  =  .r,         r-=^—  =  «x,  -f-  —  —  sin*y  = ;  • 

J                        sin*y  dx  J            i  -+-  x- 

On  aura  en  conséquence 


(i3) 


^*  d&  .      .  dx 

L  a  tang x        =■  — -_-— »  acotjr        = — -—  > 

J  cos*x  sm'^r 

r 

,        „  dx  ,  dx 

d  arc  tang x— -,  e/ arc  cota?  iz:  — 


i  +  r  i  H-  jr 


1 
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LA  DIFFÉRENTIELLE  DE  LA  SOMME  DE  PLUSIEURS  FONCTIONS  EST  LA  SOMME  DE 
LEURS  DIFFÉRENTIELLES.  CONSÉQUENCES  DE  CE  PRINCIPE.  DIFFÉRENTIELLES  DES 
FONCTIONS  IMAGINAIRES. 


.  Dans  la  Leçon  précédente,  nous  avons  montré  comment  l'on  forme 
les  dérivées  et  les  différentielles  des  fonctions  d'une  seule  variable. 
Nous  allons  ajouter  aux  recherches  que  nous  avons  faites  à  ce  sujet 
de  nouveaux  développements. 

Soient  toujours  x  la  variable  indépendante,  et  Ax  un  accroissement 
infiniment  petit  attribué  à  cette  variable.  Si  Ton  désigne  par  sf  u,  v> 

4 

w,  . . .  plusieurs  fonctions  de  x,  et  par  As,  Au,  A*>,  Atv,  ...  les  accrois- 
sements simultanés  qu'elles  reçoivent,  tandis  que  Ton  fait  croître  x 
de  Ax,  les  différentielles  ds,  du,  dv,  dw,  .. .  seront,  d'après  leur  défi- 
nition même,  respectivement  égales  aux  limites  des  rapports 

As   ,        Au   ,         Av  ,         Aw  , 

- —  aj,     -r —  ax,     -r —  a  x,     -r —  ax,      .... 

Aj?  Aj?  Ax  Ax 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger,  -r-  =  a,  ces  différentielles  seront 
encore  équivalentes  aux  limites  des  rapports 

As       Au       Av       Aw 

— ,     — ,     — ,     — ,      .... 

a  a  a  a 

Cela  posé,  concevons  d'abord  que  la  fonction  s  soit  la  somme  de 
toutes  les  autres,  en  sorte  qu'on  ait 

(  I  )  5  =  tt  +  C  +  »'+....     ' 


DEUXIÈME  LEÇON.  297 

On  trouvera  successivement 

As  =  Am  4-  Af  +  Aw  -H .  .  . , 

As       Au       Ap      Aw 

—  = 1 1 h . . . , 

a  a  a  a 

puis,  en  passant  aux  limites, 

(  2  )  ds  z=  du  -h  dv  -h  dw  -h 

Lorsqu'on  divise  par  dx  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation, 
elle  devient 

(  3  )  s'  —  «'  -+- 1>'  -h  w'  -+- 

De  la  formule  (2)  ou  (3),  comparée  à  l'équation  (1),  il  résulte  que  la 
différentielle  ou  la  dérivée  de  la  somme  de  plusieurs  fonctions  est  la  somme 
de  leurs  différentielles  ou  de  leurs  dérivées.  De  ce  principe  découlent, 
comme  on  va  le  voir,  de  nombreuses  conséquences. 

Premièrement,  si  Ton  désigne  par  m  un  nombre  entier,  et  par  a,  b, 
c%  ...,/?,  q%  r  des  quantités  constantes,  on  trouvera 

(4)  d(u  -+-  v)  —  du  -+-  dv,  d(u  —  v)  —  du  —  dv,  d(au  -+-  bv)  =  a  du  -h  b  d\>9 
(  5  )  d {au  -+-  bv  -h  cw  -+- . . .  )  —  a  du  -h  b  dv  -+-  c  dw  -f- . . . , 

(  d(axm-h  bxm~%  -+-  c#m~J-h. .  .-h  par*  h-  ff.r  -f-  /) 

(6) 

f       z=z  [maxm~x  -h  (m  —  \)bx"}-%-\-  (m  —  2)c.r",-s-+-. . .-+-  a/?.r  -h  ^Jefcr. 

Le  polynôme  axm  -+-  bx,n~s  -h  cxm~2  -+-...  -i-px2  -+-  qx  -h  r,  dont  tous 
les  termes  sont  proportionnels  à  des  puissances  entières  de  la  va- 
riable x%  est  ce  qu'on  nomme  une  fonction  entière  de  cette  variable. 
Si  on  le  désigne  par  5,  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (6), 

s'—  maxm~l-h  {m  —  i)bxm-*-\-  (m  —  i)cxm~z-\- . .  . -+-  ipx  -+-  g. 

Donc,  pour  obtenir  fa  dérivée  d'une  fonction  entière  de  x,  il  suffit  de 
multiplier  chaque  terme  par  l'exposant  de  la  variable,  et  de  diminuer 
chaque  exposant  d'une  unité.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  proposition 
subsiste  dans  le  cas  où  la  variable  devient  imaginaire. 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  38 
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Soit  maintenant 

(7)  S—UVW.... 

Comme  on  aura,  en  supposant  les  fonctions  a,  e,  u>,  ...  toutes  po- 
sitives, 

(8)  \s—\u-h\v  +  lw  +  ..., 

et,  dans  tous  les  cas  possibles,  s'2  =>  u*v*w* . . . , 
(9)  iu*^  Aiw*4-  Ii^-h  L[„*  +  mm 

VV/  2  2  2  2* 

l'application  du  principe  énoncé  à  la  formule  (8)  ou  à  la  formule  (9) 
fournira  l'équation 

ds       du       dv       dw 

(10) 


S  U  V  W 


de  laquelle  on  conclura 

du       dv       dw 


\  d(uvw. . .)  --  uvw. . .  (  — 
<  \  u 


•    ■    •  • 


(il)  <  \  u  v  w 

(  =  vw. . .  du  -+•  uw. . .  dv  -+-  «r. . .  dw  -+- . . . . 

Exemples  : 

d(  uv)  =  u  dv  -h  vdu,         d(uvw )     :  vw  du  -f-  uw  dv  ■+-  mi>  rfw, 
</(.r  l.r)  ~  (1  -f-  Ix)^x,         d(ocaerxS)  :-  jrae-*(-  —  i  V 

Soit  encore 

(12)  S    -:.       • 

En  différentiant  I5  ou  -U2,  on  trouvera 

2 

,   «  *        ds       du       dv  .        u  (  du       dv 

(  1 3  )  —.__--.,  rfr._--     • 

et,  par  suite, 

,    ,  N  .Mi*  <///  —  //  (/(' 

04)  rfT7~ 


i-  r* 
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On  arriverait  au  même  résultat,  en  observant  que  la  différentielle  de  - 
est  équivalente  à 


(%K 


.    .  ,i        du        u  dv 

=  -du-{-ud-—  — ■  — 


i 


.2 


Exemples  : 


,                   .sin.r       cosx  dsxiix  —  §\tix  dcosx 
d  tango:  =  d — 


dx 


cosj;  cos2.r  cos*.r 


dx 

d  COlX  — r— ;—  » 


,a  a  dx 

a-  ——    — — ï 
x  x* 


Ax        ï  —  1  x  , 

a  —  = —  dx, 

x  X' 


eax 
X 

eax 
X 

-  bdx 

a  -h  x        (a-h  x)1 


Si  les  fonctions  u,  v  se  réduisent  a  des  fonctions  entières,  le  rap- 
port -  deviendra  ce  qu'on  nomme  une  fraction  rationnelle.  On  déter- 
minera facilement  sa  différentielle  à  l'aide  des  formules  (G)  et  (i4)- 

Après  avoir  formé  les  différentielles  du  produit  uvw. ..  et  du  quo- 
tient -y  on  obtiendra  sans  peine  celles  de  plusieurs  autres  expres- 

sions,  telles  que  uv,  u',  uv~, En  effet,  on  trouvera  pour  s  —  uv, 

ds         du  .  .   .  . 

ds  =  vu?~x  du^r  uv\u  dv; 


\s  —  v\u, 

—  ^  r \-\udv 

s            u 

1 

pour  s  —  iz", 

l.v—  -  1  u, 

V 

ds       du       .     dv 

-    —-- 1  u  —  > 

s          uv               V1 

pour  s  =  uT , 

ds:-UZ     *  —    —U:'\U 


dv 


,i  » 


\s  =  vw\u,         ds-—  u^çw(  —  -h  -\udv  -t-  \u\v du*); 


etc. 


Exemples  : 


1  i       ï 

—       | |  %y    — 

dxx  —  x* (  i  -+-  l x  )  dx,         dxv  =  —    ,—  x '  dx,         dxx* 

x- 


Nous  terminerons  cette  Leçon  en  recherchant  la  différentielle  d'une  m 
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iction  imaginaire.  On  nomirw  ainsi  toute  expression  qui  peut  être 
nenée  à  la  forme  u  +  vyj—i,  u  et  v  désignant  deux  fonctions 
■lies.  Cela  posé,  si  l'on  appelle  limite  d'une  expression  imaginaire 
•iable  ce  que  devient  cette  expression  quand  on  y  remplace  la 
"lie  réelle  et  le  coefficient  de  v'—  i  par  leurs  limites  respectives,  et 
de  plus,  on  étend  aux  fonctions  imaginaires  les  définitions  que 
us  avons  données  pour  les  différences,  les  différentielles  et  les  déri- 
•s  des  fonctions  réelles,  on  reconnaîtra  que  l'équation 


traîne  les  suivantes  : 

lj  =  l«-t-ài.v/~, 

A. 

Au 

~Ax  + 

A»  ,— 

aura  en  conséquence 

>              d(, 

,  +  , 

W~'0  = 

.*«+* 

■/ 

forme  de  cette  dernière  équation  est  semblable  à  celle  des  équa- 

ns  (.',). 

si  l'on  suppose  en  particulier 


d.s=z     cos(  j?  +  ■■  j  +  \'-  i  sin  f  .c-t-  -  )    d.v=$i/^ldj; 

\joutons  que  les  formules  (4),  (5),  (6),  (i  i)  et  (i4)  subsisteront 

s  même  que  les  constantes  a,  b,  c p,  a,  r,  ou  les  fonctions  m, 

v,  . . . ,  comprises  dans  ces  formules,  deviendront  imaginaires. 
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TROISIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES   ET   DÉRIVÉES   DES    DIVERS   ORDRES   POUR    LES  FONCTIONS  D'UNE   SEULE 

VARIABLE.    CHANGEMENT    DE    LA    VARIABLE   INDÉPENDANTE. 


Comme  les  fonctions  d'une  seule  variable  x  ont  ordinairement  pour 
dérivées  d'autres  fonctions  de  cette  variable,  il  est  clair  que  d'une 
fonction  donnée  y  =  f(x)  on  pourra  déduire  en  général  une  multi- 
tude de  fonctions  nouvelles  dont  chacune  sera  la  dérivée  de  la  précé- 
dente. Ces  fonctions  nouvelles  sont  ce  qu'on  nomme  les  dérivées  des 
divers  ordres  de  y  ou  /(ce),  et  on  les  indique  à  l'aide  des  notations 

v'        v*        vf        vlv        vv  v(") 

./»     J  *     J    »     J    »     J   *      •  •  ■  >     J      > 

OU 

/'(*),   /'(*),   /"(*).   /'V),   /VU),    .-.,  /<">(*). 

Cela  posé,  y  ouf'(x)  sera  la  dérivée  du  premier  ordre  de  la  fonction 
proposée  y=f(x);  y"  ou  /"(x)  sera  la  dérivée  du  second  ordre 
de  j,  et  en  même  temps  la  dérivée  du  premier  ordre  de  y'\  etc.; 

enfin  y[u)  ou  ^(x)  (n  désignant  un  nombre  entier  quelconque)  sera 
la  dérivée  de  l'ordre  n  de  y,  et  en  même  temps  la  dérivée  du  premier 
ordre  de  y-|).  • 

Soit  maintenant  dx  =  h  la  différentielle  de  la  variable  x  supposée 
indépendante.  On  aura,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 

i      dy  n      dy'  m      dy"  f_,       dY{n~" 

(1)  y  ~  dx'         y  -  dx'         y  ~  dx  y  dx 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(2)  dy  =  /h,        d/  =  y'h,        dy"=y"h d>(»-"  =  j""/i. 
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lus,  comme  la  différentielle  d'une  fonction  de  la  variable  x  est 
mtre  fonction  de  cette  variable,  rien  n'empêche  de  différentier/ 
eurs  fois  de  suite.  On  obtiendra  de  cette  manière  les  diffère» - 
•  des  divers  ordres  de  la  fonction  y,  savoir  : 


dy 

-//. 

=y'di. 

ddy 

=  h  dy' 

—  y"  h'  —  y'  dj:'. 

ddd, 

-h'dy 

-y"  h'~  y'da-\ 

abréger,  on  écrit  simplement  d'y  au  lieu  de  ddy,  d'y  au  lieu 
ddy,  etc.;  en  sorte  que  la  différentielle  du  premier  ordre  est 
isentée  par  dy,  la  différentielle  du  second  ordre  par  d*y,  celle  du 
ième  ordre  par  d'y,  etc.,  et  généralement  la  différentielle  de 
re  n  par  d"y.  Ces  conventions  étant  admises,  on  aura  évidem- 

(  dy  —  y'  dx,  d*y  -  y"  dx'-,  d*y  =  y*  dx',  dly  =  y"  dx1,  .... 
/  d'y  —  y'^dx", 

ar  suite, 

i—dy  *—d*y         „_ff'y         iv^&y  («)_*'**' 

'    —  dx  '       J    ~  dxi  '      -      ~  tijj  '       -      —  jj-ï  '  —  dx" 

suite  de  la  dernière  des  formules  (3)  que  la  dérivée  de  l'ordre  n, 

irv1"',  est  précisément  le  coefficient  par  lequel  il  faut  multiplier 

""  puissance  de  In  constante  h  —  dx  pour  obtenir  la  différentielle 

ardre  n.  C'est  pour  cette  raison  que  y-"'  est  quelquefois  appelée 

efficient  différentiel  de.  l'ordre  n. 

:s  méthodes  par  lesquelles  un  détermine  les  différentielles  et  les 

l'ées  du  premier  ordre  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable 

ïnt  également  à  calculer  leurs  différentielles  et  leurs  dérivées  des 

es  supérieurs.  Les  calculs  de  cette  espèce  s'effectuent  très  facïle- 

t,  ainsi  qu'on  va  le  montrer  par  des  exrmples. 

lit  d'abord  y  =  sinx.  Comme ,  en  désignant  par  a  une  quantité 
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constante,  on  a  généralement 

ds\n(x  ■+-  a)  =  cos(.r  -\-  a)d(x  -\-  a)  —  sin(.r  +  «  +  \iz)dxt 

on  en  conclura 

dslnar  =  sin(.r  -+-  Jrr)  ^/.r, 
r/sin(x  -h  -J7r)  ■=  sin(  x-h  7i)  ûkr, 
ûf  sin( x  -+-  7r)  =  sin(  j:  -+-  |7r)  t/*r, 


et  par  suite  on  trouvera  pour  y  =  smx, 

v'--^sin(j?  -h  J-7i),        y"—  sin(j?  -+-  7i),        ym  —  sin(^-h  J7:),         ..., 
En  opérant  de  même,  on  trouvera  encore,  pour  y  —  cos^r, 

y'—  COS(J7-H  |7T),         y"  —  cos(x-f-  tc),         /*  —  cos(.r  -h  5  7T  ),  ..., 

y1*1*  ~  COsf  #  4-    -  7T  K 

pour  y  ==  A*, 

/  =  A*(1A),        jf=A*(lA)S        y*^A*llA)\        ...,        /«•'■--A'IlA)"; 


pourv  =  o^, 


y'—  axa~\         y"=a(a—  i)xai,         ..., 
r(«)~  a(a  —  1)  (a  —  2). ..(a—  /i  -t-i).*?'*-". 


Il  est  essentiel  d'observer  que  chacune  des  expressions  sin(a?  •+-  J/iw), 
cos(j?  4- ^/nr)  admet  seulement  quatre  valeurs  distinctes  qui  se  re- 
produisent périodiquement  et  toujours  dans  le  même  ordre*.  Ces  quatre 
valeurs,  dont  on  obtient  la  première,  la  seconde,  la  troisième  ou  la 
quatrième,  suivant  que  le  nombre  entier  /?,  divisé  par  /|,  donne  pour 
reste  o,  1,  2  ou  3,  sont  respectivement  sina?,  cosa\  —  sin.r,  —  cos#, 
pour  l'expression  sin(j?n-  -ni:),  et  cosa?,  —  sin#,  —  cosa?,  sina\ 
pour  l'expression  cos(a?  -h  {m:).  De  plus,  si,  dans  les  fonctions  Ax, 
a?,  on  remplace  la  lettre  A  par  le  nombre  e  qui  sert  de  base  aux  loga- 
rithmes népériens,  et  la  quantité  a  par  le  nombre  entier  n<  on  recon- 
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ue  les  dérivées  successives  de  é1  sont  toutes  égales  à  é1,  tandis 
ir  la  fonction  x",  la  dérivée  de  l'ordre  n  se  réduit  à  la  quantité 
te  i:2.3...  n,  et  les  suivantes  à  zéro. 

ibstituant  les  différentielles  aux  dérivées,  on  tirera  des  for- 
ue  nous  venons  d'établir 

sin;c  =  5in(;F  +  'tni:)dx'>.        d"cosx  —  cos(x  +  \mz)dx", 

d"\*=  /Lx(lk)adxn,        d'e'^e'dx", 
t=.a{a  —  1). .  .{a  —  n  -\-\)xa-"dx",         d" x"  =  1  .a. 3. .  .ndx", 

"\x  =  dxd»->  (x->  )  =  (—  i)»-'  '•''    •••Jw~'>  dx", 

dérons  encore  les  deux  fonctions  /( x  -+-  a)  cl  f{ax).  On 
a  pour<y=/(a7  +  «), 

:f(x-ha)t        y'-/'[x-ha),  ....        jti  =  /'">(*-t-a), 

=  af\ax),       y'  =  a*f\ax),         ...,        yW  =  a*  f»>(ax\ 

d"y  =  a"  fta}{ax)dxH. 
iples  : 
fa)"^i.i.3..  .ndx",         d"e"—  a"eax  dx",         </"  sinaa" —  .  .  '.. 

il  maintenant  y  =  f(x)  et  z  deux  fonctions  de  x  liées  par 
on 

=  -F(j). 
:rentiant  cette  équation  plusieurs  l'ois  de  suite,  on  trouvera 

j  dz   =V'(y)dy, 

)d>z^V(y)dy'  +  Y\y)d*y, 

l<i>s  =  y<y)dy*+$F"(y)dy<Py  +  V\y)d*y, 


TROISIÈME  LEÇON.  305 

•  Exemples  : 

d*  (a  -f-  y)  —  d»y,        d»  (- y)  =  -  dny, 

dn(ay)  =zadnyf       da(axn)=ii.2.3. .  .n.adx", 

derz=erdy,        d*ey  =  er{dyt-^-dly), 

d*er=  e*(dy%+$dyd}y  -hd*y)f         

Si  la  variable  x  cessait  d'être  indépendante,  l'équation 

(7)  J  =  /(*), 

étant  différentiée  plusieurs  fois  de  suite,  donnerait  naissance  à  de  nou- 
velles formules  parfaitement  semblables  aux  équations  (6),  savoir 

4/   —f\^)dxy 

(8)  {  *?  =  /'(*)<***  +  /'(*)**> 

d}y  =  f{x)  dx*  -+-  3  f\x)  dx  dlx  -+-  f'(x)  d*x> 


On  tire  de  celles-ci 


</■(.)=& 


dxd*y  —  dyd*x i       dy 

(9)    {       ^X'~  dx*  ~~  dx     dx' 

fm        dx(dxd*y  —  dycPx) —  3d*x(dxd*y —  dyd%x) i     ,dxd1y  —  dydïx 

f  {X)-  !  dx~>  '  ~  did  dx*  ' 


Pour  revenir  au  cas  où  x  est  variable  indépendante,  il  suffirait  de 
supposer  la  différentielle  dx  constante,  et  par  suite 

d*x~o,      yd*x  =  o9         . ... 

Alors  les  formules  (9)  deviendraient 

<«o>     /'<«>=£.    /v>=g>    r(*>=£.     — 

c'est-à-dire  qu'elles  se  réduiraient  aux  équations  (4).  De  ces  der- 
nières, comparées  aux  équations  (9),  il  résulte  que,  si  l'on  exprime 

OEuvreê  de  C—  S.  Il,  t.  IV.  39 
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les  dérivées  successives  de  /(#)  à  l'aide  des  différentielles  des 
variables  x  etj=/(x)  :  i°  dans  le  cas  où  la  variable  x  est  sup- 
posée indépendante;  20  dans  le  cas  où  elle  cesse  de  l'être,  la  dérivée 
du  premier  ordre  sera  la  seule  dont  l'expression  reste  la  même  dans 
les  deux  hypothèses.  Ajoutons  que,  pour  passer  du  premier  cas  au 
second,  il  faudra  remplacer 

d*y  Jxd'y  —  dytPx 

dx*      "  dx' 

d'y  dx{dx  d'y  —  dy  fPx)  —  ldtx(dxd%y —  dyd*x) 


C'est  par  des  substitutions  de  cette  nature  qu'on  peut  opérer  un  chan- 
gement de  variable  indépendante. 

Parmi  les  fonctions  composées  d'une  seule  variable,  il  en  est  dont 
les  différentielles  successives  se  présentent  sous  une  forme  très 
simple.  Concevons,  par  exemple,  que  l'on  désigne  par  u,  »,  w,  ... 
diverses  fonctions  de  x.  En  différentiant  n  fois  chacune  des  fonc- 
tions composées    ■ 

u-*-c,     u  —  v,     u-i-i,v/^"iI     au  +  bv-\-av  +  .... 


on  trouvera 

/rf"(.,+i.)           =  d-m-d-v. 

(ii) 

«*»(«- »)            =  d-u-dU; 

{d-(u  +  r^r,)  =  d~^d~,W- 

(■3)                  <*■(•„ 

u  -+-  bv  +  cw  -1- . . .  )  =  a  d"  u  ■+■  b  d"  v  -t- 

Il  suit  de  la  formule  (12)  que  la  différentielle  d"y  de  la  fonction 

entière 

y  =  axm+  bxm-'-i-  ex'*-*-*-. .  ,+px*+qx  -+-  r 

se  réduit,  pour  n  =  m,  à  la  quantité  constante  i.a.3..  .m.a.dx*. 
et  pour  «>m,  à  zéro. 
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QUATRIÈME  LEÇON. 

RELATIONS   QUI   EXISTENT   ENTRB   LES    FONCTIONS   RÉELLES    D'UNE   SEULE   VARIABLE 
ET    LEURS   DÉRIVÉES,    OU    DIFFÉRENTIELLES,    DES    DIVERS   ORDRES. 


Après  avoir  appris  à  former  les  dérivées  et  les  différentielles  des 
fonctions  d'une  seule  variable,  il  nous  reste  à  montrer  l'usage  qu'on 
peut  en  faire,  et  leurs  principales  propriétés.  Dans  ce  dessein,  nous 
commencerons  par  faire  connaître  diverses  relations  qui  existent 
entre  les  dérivées  des  divers  ordres  et  les  fonctions  elles-mêmes 
supposées  réelles.  Ces  relations  se  trouvent  exprimées  dans  les  théo- 
rèmes que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  I.  —  La  fonction  y=f(x),  étant  supposée  réelle  et  con- 
tinue par  rapport  à  la  variable  x  dans  le  voisinage  de  la  valeur  parti- 
culière x  =  x0,  croîtra  ou  décroîtra  en  même  temps  que  cette  variable, 
à  partir  de  la  valeur  x  =  xQ%  si  la  valeur  correspondante  de  la  fonction 

dérivée  y'  =  -J-  est  positive  et  finie.  Mais,  si  cette  dernière  valeur  est  finie 

et  négative,  la  fonction  y  décroîtra  pour  des  valeurs  croissantes  de  la 
variable  x9  et  croîtra  pour  des  valeurs  décroissantes  de  la  même  variable. 

Démonstration.  —  Soient  &x,  Ay  les  accroissements  infiniment 
petits  et  simultanés  des  variables  x9  y.  Le  rapport  ^  aura  pour 

dy 

limite  -4-  =y'*  On  doit  en  conclure  que,  pour  de  très  petites  valeurs 
numériques  de  Ax  et  pour  une  valeur  particulière  x0  de  la  variable  x, 
le  rapport  -£-  sera  positif,  si  la'valeur  correspondante  de  y  est  une 
quantité  positive  et  finie;  négatif,  si  cette  valeur  de  y  est  une  quan- 
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tité  finie,  mais  négative.  Dans  le  premier  cas,  les  différences  infini- 
ment petites  A#,  ày  étant  de  même  signe,  la  fonction  y  croîtra  ou 
diminuera,  à  partir  de  x  =  œ0,  en  même  temps  que  la  variable  x. 
Dans  le  second  cas,  les  différences  infiniment  petites  étant  de  signes 
contraires,  la  fonction  y  croîtra,  si  la  variable  x  diminue,  et  décroîtra 
si  la  variable  augmente. 

Corollaire  I.  —  Concevons  que  la  fonction  y  =f(x)  demeure  con- 
tinue entre  deux  limites  données  x  =  x09  x  =  X.  Si  l'on  fait  croître 
la  variable  x  par  degrés  insensibles  depuis  la  première  limite  jusqu'à 
,  la  seconde,  la  fonction  y  ira  en  croissant  toutes  les  fois  que  sa  dérivée 
Jetant  finie  aura  une  valeur  positive,  et  en  décroissant  toutes  les  fois 
que  cette  même  dérivée  obtiendra  une  valeur  négative.  Donc  la  fonc- 
tion* y  ne  pourra  cesser  de  croître  pour  diminuer,  ou  de  diminuer 
pour  croître,  qu'autant  que  la  dérivée  y  passera  du  positif  au  négatif, 
ou  réciproquement.  Il  est  essentiel  d'observer  que,  dans  ce  passage, 
la  fonction  dérivée  deviendra  nulle,  si  elle  ne  cesse  pas  d'être  con- 
tinue. 

Corollaire  IL  —  Concevons  que  la  fonction  y  =/(x)  s'évanouisse 
pour  la  valeur  particulière  x  =  xQ  et  demeure  continue  dans  le 
voisinage  de  cette  valeur.  Si  la  valeur  correspondante  de  la  dé- 
rivée y  =f'(x)  est  finie  et  positive,  alors,  en  supposant  x  très  peu 
différent  de  xQ,  on  aura 

/(#)><>    pour    x>x0        et        f(*)<o    pour    x<x0. 

Au  contraire,  si  la  valeur  de  y  est  finie  et  négative,  on  aura 

f{x)<o    pour    x>x0        et       f(*)>o    pour    x<x0. 

Théorème  II.  —  Soient  f(x)  etY(x)  deux  fondions  réelles  qui  s'éva- 
nouissent pour  x  =  x0  et  qui  restent  continues  entre  les  limites  x  =  x0, 
x  =  X.  Supposons  d'ailleurs  que  la/onction  dérivée  ¥'(x)  ne  change  pas 
de  signe  entre  les  limites  dont  il  s  agit.  Si  l'on  nomme  A  la  plus  petite 
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et  B  la  plus  grande  des  valeurs  que  reçoit  dans  cet  intervalle  le  rapport 

F'(*)' 

Infraction 

f(X) 
F(X) 

sera  elle-même  comprise  entre  les  deux  limites  Ae/B. 

Démonstration.  —  Puisqu'on  aura  par  hypothèse,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites  x09  X, 

et  que  la  fonction  dérivée  F'(a;)  ne  changera  pas  de  signe  entre  ces 
limites,  on  peut  affirmer  que,  dans  cet  intervalle,  l'un  des  produits 

F(x)  [f&)  ~  A] =  {t{x)  ~~  A  nx)* 

W{x)  [ê'(S  ~B]  =p(Jp)-BFf(*) 

sera  constamment  positif,  l'autre  négatif.  D'ailleurs  ces  produits  sont 
respectivement  égaux  aux  dérivées  des  fonctions 

fW-AF(j),     f(*)  —  B  F(tf). 

Donc,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  (théorème  I,  corollaire  I), 
Tune  de  ces  fonctions  sera  toujours  croissante,  l'autre  toujours  décrois- 
sante depuis  x  =  x0  jusqu'à  x  =  X.  Donc,  puisqu'elles  s'évanouissent 
simultanément  pour  x  =  x0,  les  valeurs  qu'elles  recevront  pour  x  =  X, 

savoir 

f(X)-AF(X),    f(X)-BF(X), 

seront  des  quantités  de  signes  contraires,  et  Ton  pourra  en  dire  autant 
des  quotients  que  fournissent  les  mêmes  valeurs  divisées  par  F(X)f 


I. 
.1 

■ 
■ 
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c'est-à-dire  des  différences 

f(X)       A       f(X) 
F(X)         '     F(X) 

Donc  la  fraction  ^À  sera  comprise  entre  A  et  B. 

Corollaire  L  —  Si  les  fonctions  dérivées  f'(#)»  F'(a?)  sont  elles- 
mêmes  continues  entre  les  limites  x  =  a?0,  x  =  X,  tandis  qu'on  pas- 
sera d'une  limite  à  l'autre,  le  rapport  ^r~\  variera  de  manière  à  rester 

toujours  compris  entre  les  deux  valeurs  A,  B,  et  à  prendre  successi- 
vement toutes  les  valeurs  intermédiaires.  Donc  alors  toute  quantité 

f  (  X  ) 
moyenne  entre  A  et  Bt  par  exemple,  la  fraction  Fv    '  sera  une  valeur 

du  rapport  F,  correspondante  à  une  valeur  \  de  x  renfermée  entre 
les  limites  x0,  X;  en  sorte  qu'on  aura 

(a    .  f(X)  _  r(g) 

K)  F(X)-F'U)' 

Si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité,  X  =  x0-+-  A,  la  quantité  \  sera 
de  la  forme  x0  h-  à,  ,  A,  désignant  une  quantité  de  même  signe  que  h, 
mais  d'une  valeur  numérique  moindre;  et  l'équation  (i)  deviendra 

En  d'autres  termes,  si  l'on  représente  par  G  un  nombre  inférieur  à 
l'unité,  on  pourra  choisir  ce  nombre  de  manière  à  vérifier  la  formule 

Corollaire  II.  —  Si  les  fonctions 

j  f(*),    f(*)>    f,r(x),    ...,   p»-î)(j?)f 

4  |  F(*),    F'(*),    F'(*),     ...,    F'-«>(*) 

s'évanouissaient  toutes  pour  x  =  #0,  et  demeuraient  continues,  aussi 


QUATRIÈME  LEÇON.  311 

bien  que  ({tt)(x)  et  ¥{n)(x),  entre  les  limites  x  =  x0,  x  =  x0-hh;  alors, 
en  supposant  chacune  des  fonctions  dérivées 

(5)  F'(tf),     F'(*),    F"(*),     ...,    VM(x), 

toujours  positive  ou  toujours  négative  depuis  la  première  limite  jus- 
qu'à la  seconde,  et  désignant  par  hî9  h.2,  ...,  hn  des  quantités  de 
même  signe,  mais  dont  les  valeurs  numériques  seraient  de  plus  en 
plus  petites,  on  obtiendrait  avec  l'équation  (2)  une  suite  d'équations 
semblables  dont  la  réunion  composerait  la  formule 

K   }        F(*t4-A)  ""  F'(ar.-f-  ht)  ~~  F'(*t-+- A,)  F<»>  (a?, -+-*„)" 

Si,  dans  la  formule  (6),  on  se  contente  d'égaler  la  première  fraction 
à  la  dernière,  l'équation  à  laquelle  on  parviendra  pourra  s'écrire 
comme  il  suit 

(    .  t{x*+h)  _  ft»>(g,-hflA) 

K1)  Y(xQ-t-h)       F<,•'(J?0-+-flA), 

0  étant  toujours  un  nombre  inférieur  à  l'unité. 

Corollaire  III.  —  Lorsqu'on  pose,  dans  la  formule  (3), 

on  en  tire 

(8)  f(h)  =  ht'(6h). 

De  même,  lorsque  dans  la  formule  (7)  on  pose 

#0=0,        ¥(x)  =  xn9 

09  trouve 
et,  par  suite, 

(9)  *(*)=. .y  -p"»(OA). 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  les  deux  propositions  suivantes  : 
Théorème  III.  —  Lorsque  la/onction  f(x)  s  évanouit  avec  la  variable  x, 
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p.l  demeure  continue,  ainsi  que  la  dérivée  f'(»)i  depuis  x  =  o  jusqu'à 

x  =  A,  il  existe  entre  tes  limites  o  et  i  H/ie  valeur  de  6  propre  à  vérifier 

l'équation 

(.o)  f(A)  =  Af(flA). 

Théorème  IV.  —  Lorsque  les  fonctions 

i(x),   f(»),   r(x),    ....   P-'»(x) 

s'évanouissent  avec  la  variable  x  et  demeurent  continues,  ainsi  que  la 
fonction  dérivée  f(n,(a;),  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  h,  il  existe  entre  les 
limites  o  et  i  une  valeur  de  6  propre  à  vérifier  la  formule 

(,,)  f(*)=i.a.V.../tf"'(9A)- 

Soit  maintenant /(a:)  une  fonction  de  a;  qui  obtienne  une  valeur 
finie  positive  ou  négative  pour  x  =  x0,  et  qui  reste  continue,  ainsi 
que  la  fonction  dérivée  f'(x),  depuis  x  =  x0  jusqu'à  x  =  X.  Si  l'on 

pose 

(t3)  f(*)  =/(*)-/(*,),        F(*)  =  *-*„ 

on  trouvera 

(«3)  f(*)  =/'(*).        F'(*)  =  i. 

Par  suite,  les  formules  (i)  et  (3)  donneront 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(.5)  .    ^'j-W^Bt 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Lorsque  la  fonction  f(x)  conserve  une  valeur finie  pour 
x  =  xBel  reste  continue,  ainsi  que  sa  dérivée  f(x),  depuis  x  =  x„  jus- 


I 

\ 

I 
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qu'à  x  =  x0-hh,il  existe  entre  les  limites  o  et  i  w/i£  valeur  de  0 propre  à 
vérifier  l'équation 

* 

(16)  /(**<>-+-  A)  -/(*«)  =  A /'(*.+  0A). 

De  même,  si,  dans  la  formule  (7),  on  suppose  f(#),  F(a?)  détermi- 
nées par  les  équations 

(17)  f(*)  =/(*)-/(*•),         F(*)  =  (*-*.)», 

on  obtiendra  cet  autre  théorème  : 

Théorème  Vf.  —  Lorsque  les  fonctions 
(18)  /(*),    /'(*).    /'(*),     ...,    /<—»(*) 

5e  réduisent,  pour  x  =  x0,  la  première  à  une  quantité  finie,  les  suivantes 
à  zéro,  et  restent  continues,  ainsi  que  f[n)(x),  depuis  x  =  x0  jusqu'à 
x  =  x0  -+-  A,  il  existe  entre  les  limites  o  et  1  une  valeur  de  0  propre  à 
vérifier  l'équation 

('9>  /(*•  +  h)  -/(*.)■=  —4— -/(w)(*o  +  9A). 

Au  reste,  les  formules  (16)  et  (19)  se  trouvent  comprises  dans 
celles  que  l'on  déduit  des  équations  (3)  et  (7),  en  substituant  aux 
fonctions  f  et  F  deux  autres'fonctions  fetF  liées  aux  deux  premières 
par  les  formules 

(20)  f(*)  =/(*)-/(*•),         ¥(*)=:  F(x)-F(x0). 

Alors,  en  effet,  on  tire  de  l'équation  (3) 

/(*0+  A)  -  /(*.)  _  /'(**+  6 h) 


(21) 


t  y 


F(x0+h)  —  F(x0)  ~~  F'(x0+6h) 

et  de  l'équation  (7) 

/(*o+A)-/(gQ)  _/<»>(*•.+ flA) 


(22) 


F(x0+  A)  -  ^(jf0)       /™(*o-H  ÔA) 


La  formule  (22),  qui  coïncide  avec  la  formule  (21),  quand  le  nombre  n 
est  précisément  l'unité,  suppose  :  i°  que,  pour  x  =  x0,  les  fonctions 

CEuvrcs  de  C  —  S.  II,  t.  IV.  t\0 
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/(*r),  /•'(x)  se  réduisent  à  des  quantités  finies,  et  les  fonctions  déri- 
vées 

I  *V),     F-(.r),      ....     &—"(*) 

à  zéro;  ■i"  que  chacune  des  fonctions  dérivées 

(il)  *■<■*).     f(J-) P-"(.r),     *!"'(*) 

ne  change  pas  de  signe  entre  les  limites  x  =  x0,  x  =  X;  3"  que  les 
fonctions  (23)  restent  continues  entre  ces  limites  aussi  bien  que/tjr). 
rX-O  et /»>(»,  F">(.r). 
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DÉTERMINATION  DES  VALEURS  QUE  PRENNENT  LES  FONCTIONS  RÉELLES  D'UNE   SEULE   VARIABLE 


o    m  oo 

QUAND  ELLES  SE  PRÉSENTENT  SOUS  LES   FORMES   INDÉTERMINÉES  -  > >    O  X  ±  X,  O", 

7  O      ±X 

^O         .±90 

>~     ,      I  ,      •    •    •  • 


Les  principes  établis  dans  la  Leçon  précédente  fournissent  le  moyen 
de  fixer  la  véritable  valeur  d'une  fraction  dont  les  deux  termes  sont 
des  fonctions  réelles  de  la  variable  x,  dans  le  cas  où  Ton  attribue  à 
cette  variable  une  valeur  particulière  pour  laquelle  la  fraction  se  pré- 
sente sous  la  forme  indéterminée  -•  En  effet,  soit 

o 

F(j?) 

la  fraction  dont  il  s'agit,  et  supposons  que  la  valeur  particulière  x  =  x0 

réduises  a  la  forme  ->  en  faisant  évanouir  {(x)  et  F(a?).  La  valeur 

de  s  correspondante  kx  =  xQ  ne  sera  autre  chose  que  la  limite  dont  s 
s'approche  indéfiniment,  tandis  que  x  s'approche  de  x0.  Cela  posé, 
concevons  que  l'on  désigne  par  X  une  quantité  très  peu  différente 
de  x0,  et  par  \  une  autre  quantité  comprise  entre  x0  et  X.  Comme,  en 
général,  chacune  des  fonctions  i\x)9  F  (a?),  F(x),  F'(x)  restera  con- 
tinue, et  conservera  le  même  signe  depuis  la  valeur  particulière  de  x 
représentée  par  x0  jusqu'à  une  valeur  très  voisine  x  =  X,  on  pourra, 
en  vertu  de  la  formule  (i)  de  la  quatrième  Leçon,  choisir  la  quantité  £ 
de  manière  à  vérifier  l'équation 

1 ■>  F(X)       F'tf) 

Si  maintenant  la  quantité  X  vient  à  se  rapprocher  indéfiniment  de  la 
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limite  x09  il  en  sera  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  la  quantité  Jj,  et 
le  second  membre  de  l'équation  (2)  aura  évidemment  pour  limite  la 
valeur  de  la  fraction 


(3) 


¥'(x) 


correspondante  à  x  =  x0.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

f(.r) 

Théorème  I.  —  Lorsqu'une  valeur  particulière  du  rapport  '  se  pré- 
sente sous  la  forme  -  >  cette  valeur  coïncide  avec  la  valeur  correspondante 
du  rapport  -p-^y 

Exemples.  —  En  vertu  du  théorème  qui  précède,  on  aura,  pour 

x  =  o, 


»—  X  *>X     1      d»—X 


~      ~"     2f 

sin.r 

COSJ7 

sin.r5 

2J7COS.T* 

j? 

_          (          _o, 

sin.r 

COS.T                    1 

x* 

IX                     0 

• 

pour  x  =  1, 

\x            I 

x  -  -  I          JC 

x  —  1           1 

!                  X  —  I 

I                    I 

X% —  I           IX 

2  '              J?'4  —  I 

nxn~l        n 

ê     •     •     • 


[1  est  bon  d'observer  que  l'équation  (2)  et  le  théorème  I  s'étendent 
au  cas  même  où  la  constante  x0  devient  infinie.  Seulement  X  et  £ 
représentent  alors  deux  quantités  dont  les  signes  sont  les  mêmes  que 
celui  de  x0,  et  dont  les  valeurs  numériques  sont  très  grandes,  la 
valeur  numérique  de  £  étant  supérieure  à  celle  de  X. 

Si  les  fonctions  f(x),  F'(x)  s'évanouissaient  à  leur  tour  pour  x  =  x09 

la  valeur  particulière  du  rapport  F,  se  présenterait  elle-même  sous 
la  forme  ->  et  coïnciderait,  en  vertu  du  théorème  I,  avec  la  valeur 

o 
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correspondante  du  rapport 

F"(.r)' 

dont  les  deux  termes  sont  les  dérivées  du  premier  ordre  de  f(#)  et 
de  F'(#).  Si  les  fonctions  f"(#)»  F"(a?)  s'évanouissaient  encore,  il 
faudrait,  pour  obtenir  la  valeur  cherchée  de  s,  recourir  à  la  fraction 

¥m(x)' 

etc.  En  continuant  ainsi,  on  déduira  sans  peine  du  théorème  I  celui 
que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  II.  —  Lorsque  les  fonctions 

j  F(x),     F'(x),     F'(x),     ...,     F<-'>(*). 

s* évanouissent  toutes  pour  la  valeur  particulière  x  =  x0f  la  valeur  cor- 
respondante du  rapport 

coïncide  avec  celle  du  rapport 

n»>(j?) 


(5) 


F<">(^) 
Exemples.  —  En  vertu  du  théorème  II,  on  aura,  pour  x  =  o, 


i  —  cos-r       sinar       cosx 

i            x  —  sinx        i   i  —  cosa; 

I 

X%                     IX                 2 

2                          X6 

3         x* 

_6' 

e* —  e~x —  ix ex-\-  e~x  — 

2       ex  —  e~~x 

-  —  2 

x  —  sin.a?              i  —  coSiT 

suia* 

COSuT 

•      •      •      ' 

Si,  dans  les  théorèmes  I  et  II,  on  fait,  pour  abréger, 

t(x)=y,        F(i)  =  s, 
on  aura,  en  vertu  de  ces  mêmes  théorèmes,  et  pour  x  =  x0, 

(6)  ~  —  ~~ds 
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y  _  y_  _  d*y .  ■ 

ilion  (G)  suppose  que,  pour  x  =  xa,  la  râleur  de  -.-  se  présente 

t  forme  indéterminée  ->  el  l'équation  (-)  que  les  valeurs  cor- 
idantes  de 

y'     y"  y'"-" 


sentent  encore  sous  la  même  forme. 

/aleur  particulière  x  =  x,  rendait  infinies  les  deux  fonctions 

x)  et  z  =  ¥(x),  elle  réduirait  à  zéro  les  deux  suivantes 


nmc  les  dérivées  de  ces  dernières  sont  respectivement 


ait,  pour  #  —  x„,  en  vertu  du  théorème  I, 


"qui  revient  au  même. 


Itiplianl  par  ^  les  deux  membres  de  la  fiirmule  précédente,  ou 
dura 

y'  =  y. 

•nséquent,  l'équation  (G)  s'étend  au  cas  même  où  la  fraction 
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■^  =  F  '      se  présente  sous  la  forme  indéterminée  ~ — ;  et  l'on  peut 
joindre  encore  au  théorème  I  celui  que  nous  allons  énoncer. 

f(.r) 

Théorème  III.   —   Lorsqu'une  valeur  particulière  du  rapport  „  '       se 
présente  sous  la  forme  indéterminée  ^—  >  cette  râleur  coïncide  avec  la 


valeur  correspondante  du  rapport  y        • 
Exemple.  —  On  af  pour  x  =  o, 


i-     . .      . 

x         sin2j:        sin.r    . 

sin^r  =  sin »r  m  o. 


cotx  x  x 


Corollaire.  —  Le  théorème  III  s'étend,  ainsi  que  le  premier,  au  cas 
même  où  la  valeur  particulière  attrihuée  à  la  variable  x  devient 
infinie.  Par  suite,  lorsque  la  valeur  numérique  de  la  fonction  f(x) 
croit  indéfiniment  avec  celle  de  la  variable  x,  on  a,  pour  x  —  =L  oc, 


(lO)  — —  mf(x). 

X 


Concevons,  par  exemple,  que  Ton  égale  successivement  f(x)  aux 
deux  fonctions 

Ax,     Lx, 

A  désignant  un  nombre  supérieur  à  l'unité,  et  L(x)  un  logarithme 
pris  dans  le  système  dont  la  base  est  A.  Comme  les  dérivées  de  ces 
deux  fonctions,  savoir 

A*ia    et    — . 

X 

deviendront,  la  première  infinie,  et  la  seconde  nulle,  pour  des  valeurs 
infiniment  grandes  de  la  variable  xf  on  tirera  de  la  formule  (10),  en 
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faisant  converger  x  vers  la  limite  oof 

A* 

(n)  lim —  =oc, 

v     '  x 

\x 

(12)  lim —  =0. 

X 

Il  résulte  des  formules  (11)  et  (12)  :  i°  que,  dans  le  cas  où  Von  sup- 
pose A  >  1 ,  l'exponentielle  A*  finit  par  croître  beaucoup  plus  rapidement 
que  la  variable  x;  20  que  les  logarithmes  des  nombres,  dans  un  système 
dont  la  base  surpasse  l'unité,  croissent  moins  rapidement  que  les  nombres 
eux-mêmes. 

Si  les  fonctions  dérivées  f'(œ)*  F(x)  devenaient  Tune  et  l'autre 

infinies,  la  valeur  particulière  du  rapport  F,       se  présenterait  à  son 

tour  sous  la  forme  ^— >  et  coïnciderait,  en  vertu  du  théorème  III, 
avec  la  valeur  correspondante  du  rapport 

f'(-r) 

FV) 

dont  les  deux  termes  sont  les  dérivées  du  premier  ordre  de  f\x)  et 
de  F'(#).  Si  les  fonctions  f"(x)>  F"(#)  devenaient  elles-mêmes  infi- 
nies, on  serait  obligé  de  recourir  à  la  fraction 

f*(x) 

¥'\x)' 

etc.  En  continuant  ainsi,  on  déduira  sans  peine  du  théorème  III  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  IV.   —  Lorsque  les  fonctions  (4)  deviennent  toutes  infinies 
pour  la  valeur  particulière  x  =  x09  la  valeur  correspondante  du  rapport 

(O  s=^ 


coïncide  avec  celle  du  rapport 


F(x) 


ft">(j?) 
FW(x) 


CINQUIÈME  LEÇON.  321 

Exemple.  —  Soit  a  une  constante  positive,  et  n  le  nombre  entier 
immédiatement  supérieur  à  cette  constante.  En  vertu  du  théorème  IV, 
on  aura,  pour  x  =  <x>, 

xa a  (a  —  i). .  .(a  —  /*  -+-  i)xa~n a{a  —  i). .  .(a  —  /i  +  i) 

ex  e*  xa~aex 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i3)  xaer*=zo. 

Les  théorèmes  ci-dessus  établis  servent  à  fixer  les  valeurs  des  frac- 
tions qui  se  présentent  sous  Tune  des  formes  -  ou  = — •  Il  est  essen- 
tiel d'ajouter  qu'on  en  déduira  sans  peine  les  valeurs  des  fonctions 
d'une  seule  variable  qui  se  présenteraient  sous  l'une  des  formes  indé- 
terminées 

ox±oo,     o°,     00°,      l±-f      

Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  désigne  par  j'  et  s  deux  fonctions  de  x 
qui  deviennent,  pour  x  =  x09  la  première  nulle,  la  seconde  infinie,  la 
valeur  de  la  fonction 

■ 

04)  s=iyzf 

correspondante  à  x  =  x09  prendra  la  forme  ox±x,  et  coïncidera 
évidemment  avec  celles  des  rapports 


21 

et 

*> 

1 

■ 

y 

qui  pourront  être  déterminées^  l'aide  des  théorèmes  I,  II,  III  ou  IV, 


o     ,  nroo 


attendu  qu'elles  se  présenteront  sous  les  formes  -  et  -£— .  On  aura, 
par  exemple,  pour  a?  =  oo,  en  vertu  du  théorème  I, 


i 

1 X  X 

(i5)  e~x\x  —  —  =  — =  o 

ex        ex 

OKuvres  de  C.  —  S.  H,  l.  IV.  4< 
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et,  pour  x  =  o,  en  vertu  du  théorème  III, 

(l6)  X\Xr=i  :    = ;=—  ^-O, 

a;—1         —  x~* 

\x  x~x  xa 

(17)  xa  \x  = = — -  = =0, 

v  "  x~a        —ax-u~l  a 

a  étant  une  constante  positive.  De  même,  si  les  fonctions  jet  z  sont 
telles,  que  Ton  ait,  pour  x  =  xù9 

y  =  o        et        z  —  o 
ou  bien 

y  =r  00         et         5=0, 

ou  bien  encore 

y  =  1  et         z  =z±oo, 

la  valeur  de 

(18)  s=y>, 

correspondante  à  x  =  x0,  se  présentera  sous  Tune  des  formes  indéter- 
minées 

o°,     00°,      1*-. 

Or,  pour  obtenir  cette  valeur,  il  suffira  d'observer  qu'on  a,  en  vertu 
de  l'équation  (18), 

et,  par  suite, 

(19)  s  =  e--~\ 

puis  de  fixer  la  valeur  du  rapport 


(20) 


1 


a  l'aide  des  théorèmes  I,  II,  III  ou  IV.  Ainsi,  par  exemple,  on  déduira 
immédiatement  des  théorèmes  I  et  III,  combinés  avec  la  formule  (19), 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Lorsqu'une  valeur  particulière  de  l'expression  yz  se 
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Drésente  sous  l'une  des  formes  indéterminées  o°,  oc°,  i±0°,  cette  valeur 
coïncide  avec  la  valeur  correspondante  de  l'exponentielle 

y  s* 

(21)  e    y*' . 

Corollaire  I.  —  Soient  y  =  ((x)  et  z  =  x,  f(x)  désignant  une  fonc- 
tion qui  s'évanouisse  avec  la  variable  x.  On  trouvera,  pour  une  valeur 
nulle  de  cette  variable, 

■T'ff  X) 

(22)  [ï(x)]*  =  e      '<•"  . 

Ainsi,  par  exemple,  on  aura,  pour  x  =  o, 

(23)  x*  =  e-x—i. 

Corollaire  IL   —   Soient  y  =  f(x)  et  z  =  — >  f(a?)  désignant  une 

fonction  dont  la  valeur  numérique  croisse  indéfiniment  avec  celle  de 
la  variable  x.  On  trouvera,  pour  x  =  qo, 

(24)  [f(x)frrre^, 

puis,  en  posant  ((x)  =  x, 

(a5)  x'~er—\% 

Corollaire  III.  —  Soient  y  =  x  et  z  =  F(a?),  F(a?)  désignant  une 
fonction  qui  acquière  une  valeur  infinie  quand  la  variable  x  se  réduit 
à  l'unité.  On  aura,  pour  x  =  1 , 

Fur) 

(26)  a*w=e    xFlJ' 


F(x) 


puis,  en  posant  F  (a?)  =  — — 


x 


1      '  1 


(27)  xl~ *=e    •*=:-• 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  considérer  diverses  formes  indéter- 
minées que  pourraient  présenter  les  valeurs  particulières  des  fonc- 
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tions  d'une  seule  variable,  mais  que  l'on  réduirait  facilement  à  celles 

que  nous  avons  considérées,  par  exemple  les  formes  i°,  \/»»  etc.  ;  et 
nous  terminerons  cette  Leçon  en  observant  que  l'on  peut  simplifier, 
dans  plusieurs  cas,  l'application  des  théorèmes  I,  II,  ...,«  l'aide  de 
quelques  artifices  d'analyse,  tels  que  la  décomposition  des  fonctions 
en  facteurs.  Ainsi,  l'on  aura,  en  vertu  du  théorème  I,  et  pour  x  =  o. 


I  —  C0S.T 

sinjrs 


sin.r  i        sinx        i  i 

r  =   r   =  -   Xir-» 

2XC0SJ7*  2  COSa:1       XI  2 


ex  —  e~x  —  ix 
x  —  sina? 


e-x—  2 


COSj: 


1  lv* 

-X  —  -  X 

e%   -t-  e    * 


i 
cos  -  .r 

2 


=  2, 


etc. 
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SUR  LES  DÉRIVÉES  DBS  PONCTIONS  QUI   REPRÉSENTENT  DES  QUANTITÉS  INFINIMENT  PETITES. 


Soit/(i)  une  fonction  réelle  qui  s'évanouisse  en  même  temps  que 
la  variable  i,  et  prenons  cette  variable  pour  base  d'un  système  de 
quantités  infiniment  petites.  Soit  de  plus  a  un  nombre  constant 
rationnel  ou  irrationnel.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  Prélimi- 
naires, f(i)  sera  un  infiniment  petit  de  Yordre  a,  si  la  limite  du 
rapport 

/(O 


(i) 


l'- 


est nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  petites  que  a,  et  infinie 
pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  grandes  que  a.  Cela  posé,  il  sera 
généralement  facile  de  fixer  l'ordre  d'une  quantité  infiniment  petite. 
Seulement,  pour  y  parvenir,  on  devra,  dans  certains  cas,  évaluer  des 
expressions  qui  se  présenteront  sous  une  forme  indéterminée,  a  l'aide 
des  principes  établis  dans  la  Leçon  précédente.  Ainsi,  par  exemple,  si 
Ton  considère  le  produit 

(*)  «M,, 

on  reconnaîtra  sans  peine  :  i°  que  ce  produit  s'évanouit  avec  la  va- 
riable i,  aussi  bien  que  le  produite  la?  avec  la  variable  a?  [voir  la  for- 
mule (17)  de  la  page  322];  20  que  le  rapport 

|V,1'      v.  n  •       I1 


ïr  /r— « 


s'évanouit  pareillement  pour  des  valeurs  positives  de  a  —  r,  et  acquiert 
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une  valeur  infinie  pour  des  valeurs  positives  de  r  —  a.  Donc  l'expres- 
sion (i)  sera  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a. 
De  même,  puisque  la  fonction 

(3)  n 

s'évanouit  avec  i,  tandis  que  le  rapport 

(a  (a-r  t 


iae< 


ir\i"~    li    ~  ir-«\i 

se  réduit  à  zéro  pour  des  valeurs  positives  de  a  —  r,  et  à  -  pour  des 

valeurs  positives  de  r  —  a,  on  peut  encore  affirmer  que  l'expres- 
sion (3)  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a.  On  doit  en  dire  autant 
des  produits 

i  e  n,      u  . 

que  nous  avons  déjà  considérés  à  la  page  282  des  Préliminaires,  et  que 
Ton  forme  en  multipliant  l'expression  (2)  ou  (3)  par  un  nouveau  fac- 
teur e\  qui  reçoit  la  valeur  finie  1  pour  1  =  o. 

Lorsque,  dans  l'expression  (3),  on  pose  a  =  o,  on  obtient  le  rap- 
port 

(4)  ù 

qui  est  une  quantité  infiniment  petite  de  Tordre  a  =  o.  Effectivement 
ce  rapport  s'évanouit  avec  1.  Mais,  si  on  le  divise  par  ir9  on  aura,  pour 

1  =  of 

1         1 


—  > 


ir\i      o 


l'exposant  r  ayant  une  valeur  positive  aussi  petite  que  Ton  voudra 
On  reconnaîtrait  encore  facilement  que  l'expression 


(5)  e   * 


est  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  00.  En  effet,  cette  exprès- 
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sion  s'évanouit  pour  i  =  o,  et  si,  après  l'avoir  divisée  par  ir9  on  pose 
-  z=x,  on  trouvera,  pour  i  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour 
x  =  ao  [voir  la  formule  (i3)  de  la  page  32i], 


i 

e   '  xr        i 

— r  —  xre'x—  -  =  -=o, 
ir  ex       oo 


l'exposant  r  ayant  une  valeur  positive  aussi  grande  que  l'on  voudra. 
Concevons  a  présent  que,  la  fonction  f(ï)  étant  un  infiniment 
petit  de  l'ordre  a,  l'on  désigne  par  n  le  nombre  entier  égal  ou  immé- 
diatement supérieur  à  la  constante  a,  le  rapport 

sera  en  général  le  premier  terme  de  la  progression  géométrique 

(n\  fd\     f(i)      /(0      /(0 

(7)  f\i)f    ~7~'    ""j-r"'    "7*"'     ,,,> 

qui  cessera  de  s'évanouir  pour  i '.  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d'être  une  quantité  infiniment  petite.  On  doit  seulement  excepter 
certains  cas  particuliers  dans  lesquels  la  constante  a  coïncide  avec  le 
nombre  entier  n.  En  effet,  le  rapport 

que  l'on  déduit  de  l'expression  (i),  en  posant  r  =  af  peut  obtenir, 
pour  i  =  o,  comme  on  Ta  remarqué  dans  les  Préliminaires  (page  282), 
une  valeur  finie  ou  nulle  ou  infinie.  Or,  quand  ce  rapport  s'évanouit 
avec  i,  et  que  l'on  a  d'ailleurs  a  =.  nt  il  est  clair  que  l'expression 


(9) 


f(i) 

in  -h  l 


est  le  premier  terme  de  la  progression  (7),  qui  cesse  d'être  une  quan- 
tité infiniment  petite.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  si  l'on 
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prend  pour  /(i)  la  fraction 


in 


(10)  j7' 

dont  la  valeur  devient  nulle  pour  i  =  o.  En  résumé,  le  premier  terme 
de  la  progression  (7),  qui  cessera  de  s'évanouir  avec  *,  sera  toujours 
l'une  des  expressions  (6)  ou  (9).  Cela  posé,  si  l'on  fait  converger  i 
vers  la  limite  zéro,  et  si  l'on  a  égard  aux  théorèmes  I  et  II  de  la  Leçon 
précédente,  on  trouvera  successivement 

lim/(t)  =  o,  ou        /"(o)         =0, 

Jim^=lim/'(i)=o,  /'(o)         =0, 

jimZ^l-HmZl^^o,  /"(o)        =0, 


> 


yimm=Vim    /cy>     =    ^(o)    ,        /<-.(o)     =..a.S...«llm^ 


I 


. . .  n        1 . 2 .  o . . .  n  1 


Donc,  si  l'expression  (6)  ne  s'évanouit  pas  avec  1,  /{/,)(o)  sera  la  pre- 
mière des  quantités 

(11)  /(o),   /'(o),   /"(o),    T(o),    ... 

qui  obtiendra  une  valeur  différente  de  zéro.  Au  contraire,  si  l'expres- 
sion (6)  s'évanouit  avec  1,  la  quantité 

(12)  /(■)(o)  =  i.a.3...nlim^ 

siéra  encore  nulle,  et  l'on  aura,  par  suite, 

ïim  /(O  -  lim        /'""(O        _        /"""(o) 

lim    ... .  .   —  Il  m 5 : :  —  5 : ; — r> 

/<«-")  (o)  =  1.2. 3...  n{n  +  \)  lim  ^^- 

Alors,  l'expression  (9)  ne  s'évanouissant  pas  avec  1,  f{n)(o)  sera  le 
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premier  terme  de  la  série  (n)  qui  obtiendra  une  valeur  autre  que 
zéro.  En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Désignons  par  f(i)  une  quantité  infiniment  petite,  qui 
soit  de  l'ordre  a  dans  le  système  dont  la  base  est  i,  et  par  n  le  nombre 
entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  la  constante  a.  Si  l'on  a  n^>a9 
ou  si,  a  étant  égal  à  n,  le  rapport 

/(O 


*'" 


n'acquiert  pas  une  valeur  nulle  pour  i  =  o, 

(.3)  /(•'(!) 

sera  la  première  des  fonctions 

(«4)  Ai),   /'(O,  .HO,  /"(O.    ... 

qui  cessera  de  s' évanouir  avec  i.  Mais  si  l'on  a  n  =  a,  et  de  plus 

(i5)  pr-=0       Pour       <  =  °» 

le  premier  terme  de  la  série  (i4)  qui  cessera  de  s'évanouir  avec  i  sera  fa 
/onction 

(16)  f(n+l>('). 

Soit  maintenant  f(x)  une  fonction  réelle  de  x,  tellement  choisie, 
que  le  rapport 

('7) 


^.«-i 


s'évanouisse  pour  x  ~  o.  Si  l'on  considère  la  variable  x  comme  repré- 
sentant une  quantité  infiniment  petite  du  premier  Qrdre,  f(x)  sera 
un  infiniment  petit  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  n;  et  l'on  conclura 
du  théorème  I  que  les  fonctions 

f(x),     f(x),     f(jr),      ...,     f  "-'>(*) 
OEuvret  de  C.  -  S.  Il,  t.  IV.  4'2 
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s'évanouiront  toutes  pour  x  —  o.  Par  suite,  le  théorème  IV  de  la  qua- 
trième Leçon  entraînera  celui  que  nous  allons  énoncer. 
Théorème  II.  —  Supposons  que,  les  fonctions 

IV),     f'(.r>,     f(*),     ■•-.     P"(*) 
étant  continues  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  h,  le  rapport 

07)  ^ 

s' évanouisse  avec  la  variable  x.  A  lors,  si  l'on  attribue  à  x,  ou  la  valeur  h , 
ou  une  valeur  comprise  entre  les  limites  o,  h,  on  pourra  trouver  un 
nombre  0  inférieur  à  i ,  et  propre  à  vérifier  la  formule 

(18)  f(3°-^  ,   aT     „f""(9-r>- 

Corollaire.   —  Lorsqu'on  prend  n  —  i,  l'équation  (18)  se  réduit  à 

(19)  t{x)  =  x[\Qx). 

Cette  dernière  s'accorde  avec  l'équation  (io)  de  la  quatrième  Leçon, 
et  suppose  :  i°  que  la  fonction  f(x)  s'évanouit  avec  x;  2°  que  les 
fonctions  f(;r),  f\x)  restent  continues  entre  les  limites  x  =  o,  x  —  h, 
la  fonction  dérivée  pouvant  d'ailleurs  admettre  une  valeur  infinie  ou 
une  solution  de  continuité  pour  x  —  o.  Ajoutons  que  l'on  déduit  aisé- 
ment de  l'équation  (19)  les  propositions  suivantes  : 

Tiiéoiiéme  III.  —  Soit  f(x)  une  fonction  réelle  qui  s'évanouisse  avec  la 
variable  x.  Si  celle  fonction  et  sa  dérivée  t"(x)  restent  continues  entre  les 
limites  x  ==  o ,  x  —  h,  h  désignant  une  quantité  dont  la  valeur  numé- 
rique peut  être  supposée  très  petite,  zéro  sera  la  valeur  unique  ou  l'une 
des  valeurs  que  prendra  le  rapport 


«) 


pour  x  -=  o. 

Démonstration.    —    Il   suffît  évidemment   de   démontrer   le   théo- 
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rème  III  dans  le  cas  où  la  fonction  dérivée  f'(x)  s'évanouit,  en  même 
temps  que  f(x),  pour  la  valeur  particulière  x  =  o;  attendu  que  la 

valeur  correspondante  du  rapport  pr-~>  nulle  dans  toute  autre  hypo- 

thèse,  se  présente  alors  seulement  soys  la  forme  indéterminée  -■  Or, 

si  Ton  divise  par  f'(x)  les  deux  membres  de  là  formule  (19)»  on  en 
tirera 

,     ,  f(x)  f{Bx) 

{'2l)  fw^lW 

Cela  posé,  concevons  que,  f'(°)  étant  nul,  on  fasse  décroître  indéfini- 
ment la  valeur  numérique  de  x.  Comme  Oa?  désigne  une  quantité  com- 
prise entre  zéro  et  x,  f  (8<r)  convergera  plus  rapidement  que  î'(x) 

vers  la  limite  zéro;  d'où  il  résulte  que  la  fraction    i,    ,  obtiendra  une 

multitude  de  valeurs  inférieures  à  l'unité,  et  le  produit  x-^-~-  une 

multitude  de  valeurs  sensiblement  nulles.  Donc  la  limite  ou  l'une  des 
limites  vers  lesquelles  convergeront  ce  même  produit  et  le  rap- 
port (20)  qu'il  représente  sera  égale  à  zéro. 

Corollaire  /.  —  Le  théorème  111  peut  être  aisément  vérifié  k  l'égard 
des  fonctions 

(22)  situ?,     j  —  cosjt,     e     J-  ,     .r3sin  —  »      •••• 

JC 

* 

Il  subsiste  dans  le  cas  même  où  la  fonction  i\x)  ne  reste  réelle  ou 
infiniment  petite  qu'autant  que  l'on  attribue  à  la  variable  x  des 
valeurs  infiniment  petites  affectées  d'un  certain  signe,  comme  il 
arrive,  par  exemple,  quand  on  prend  pour  f(x)  l'une  des  fonctions 


(*3>  1, 


qui  cessent  d'être  réelles  ou  infiniment  petites,  lorsqu'on  donne  à  x 
des  valeurs  infiniment  petites*  mais  négatives.  Enfin  ce  théorème 
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peut  subsister,  quoique  la  fonction  dérivée  f'(x)  devienne  discon- 
tinue pour  x  =  o.  Ainsi,  en  supposant 

(a4)  f(j?)  =  .r  sin  — > 

x 

on  trouvera  que  la  fonction  dérivée 

(a5)  V(x)  —  sin cos  — 

N      '  x       x        x 

devient  indéterminée,  par  conséquent  discontinue,  pour  x  =  o;  et, 
si  l'on  fait  alors  converger  x  vers  la  limite  zéro,  la  valeur  du  rap- 
port (19),  tirée  des  équations  (24)  et  (25),  savoir 

(a6)  f('T)-  * 


v    '        I cot  - 

X  X 

admettra  un  nombre  infini  de  limites,  dont  Tune  sera  égale  à  zéro. 

Corollaire  IL  —  Supposons  que,  la  fonction  ((x)  et  ses  dérivées 
successives,  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n  —  1,  étant  continues,  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  particulière  x  =  o,  les  n  quantités 

(27)  f(o),     f'(o),     f'(o),     ...,     f-"(o) 

s'évanouissent,  et  concevons  que  la  valeur,  numérique  de  x  vienne  à 
décroître  indéfiniment.  Zéro  sera  la  limite  ou  l'une  des  limites  vers 
lesquelles  convergera  chacun  des  rapports 

Hx)  P(JV)  f*(£)  f'"-"(.C-) 

(    '  iv)'    fV)'    n>)'    '"'     tv"(-*)  ' 

et,  par  conséquent,  leur  produit  ou  le  rapport 

On  peut  en  dire  autant  des  expressions 

mm  <V)  <"(*)  P— '(*) 
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que  Ton  obtient  en  multipliant  les  uns  par  les  autres  quelques-uns 
des  rapports  dont  il  s'agit. 

Théorème  IV.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème III \  zéro  sera  la  valeur  unique  ou  l'une  des  valeurs  que  prendra  le 
produit 

(3i)  xî'(x)      % 

pour  x  =  o. 

Démonstration.  —  Le  produit  (3i)  s'évanouit  évidemment  avec  la 
variable  x,  lorsque  la  fonction  dérivée  ?(&)  conserve  une  valeur  finie 
pour  x  =  o.  Si  cette  même  fonction  devenait  infinie  pour  une  valeur 
nulle  de  x,  alors,  en  faisant  converger  x  vers  la  limite  zéro,  on  tire- 
rait de  l'équation  (19),  multipliée  par  6, 

o-\\m[dî(x)]  =  \im[9xr{9x)]. 

Donc  zéro  serait  encore  la  valeur  unique  ou  Tune  des  valeurs  que 
prendrait  le  produit  Oxf'(Qx)  pour  une  valeur  nulle  de  Qx,  et  par 
conséquent  la  valeur  unique  ou  Tune  des  valeurs  que  prendrait  le 
produit  x  f'(^)  pour  x  =  o. 

Corollaire.  —  Le  théorème  IV  continue  de  subsister  dans  le  cas  où 
la  fonction  ï(x)  ne  reste  réelle  ou  infiniment  petite  qu'autant  que 
Ton  attribue  à  la  variable  x  des  valeurs  infiniment  petites  affectées 
d'un  certain  signe,  comme  il  arrive  quand  on  prend  pour  f(x)  l'une 
des  fonctions  (23).  Il  peut  même  subsister  dans  le  cas  où  la  fonction 
dérivée  f(a?)  devient  discontinue  pour  x  =  o.  Ainsi,  par  exemple,  si 
l'on  pose 


le  produit 


f(x)  —  x  sin  —  > 

x 


x  f'(  x  )  rr  x  sin cos  — 

x  x 


admettra,  pour  une  valeur  nulle  de  x,  une  infinité  de  valeurs  qui 
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seront  toutes  renfermées  entre  les  limites  —  i,  -h  i  et  dont  Tune 
sera  égale  à  zéro. 

Théorème  V.  —  Soit  f(x)  une  fonction  réelle  qui  obtienne,  pour 
x  —  o,  une  valeur  finie  et  déterminée  /(o).  Si  cette  fonction  et  sa 
dérivée  f'(x)  estent  continues  entre  les  limites  x  =  o,  x  =  h,  h  dési- 
gnant une  quantité  dont  la  valeur  numérique  peut  être  supposée  très 
petite,  zéro  sera  la  valeur  unique  ou  l'une  des  valeurs  que  prendra  le 
rapport 

(32)  */'{*) 

pour  x  —  o. 

Démonstration.  —  Pour  déduire  le  théorème  V  du  théorème  IV,  il 
suffit  évidemment  de  poser 

f(.r)r=/(jr)-/(o). 

On  établira  encore  sans  difficulté  le  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  VI .  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  III, 
considérons  la  variable  x  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et 
supposons  que  le  rapport 

xî'ix) 

(33)  W 

se  réduise,  pour  une  valeur  nulle  de  x,  à  une  constante  déterminée.  Im 
fonction  réelle  ((x)  sera  une  quantité  infiniment  petite  dont  l'ordre  aura 
généralement  pour  mesure  la  constante  dont  il  s  agit. 

Démonstration.  —  Désignons  par  a  l'ordre  de  la  quantité  infiniment 
petite  f(x),  et  faisons  de  plus 

(34)  -^U-o(x)         ou         f(jr)  =  jF-9(^r). 

Comme  on  tirera  de  l'équation  (34),  en  différentiant  les  logarithmes 
de  ses  deux  membres, 

jrf'(g)                xo'(x) 
(3<>)  —7T — —  —  Cl  H ■ — —  J 
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il  suffira,  pour  établir  le  théorème  IV,  de  prouver  que  la  valeur  du 
rapport 

•  xy\x) 


(36) 


?!•*). 


correspondante  à  x  —  o,  est  généralement  nulle,  quand  elle  n'est  pas 
indéterminée.  On  y  parviendra  effectivement  comme  il  suit. 

La  fonction  f(x)  étant  un  infiniment  petit  de  Tordre  a,  la  limite  du 
rapport 

(37)  'J£i  =  ,~?(,)^|g 

sera  nulle,  pour  des  valeurs  positives  de  a  —  r,  et  infinie  pour  des 
valeurs  positives  de  r  —  a.  Donc,  si  Ton  désigne  par  e  un  nombre 
aussi  petit  que  Ton  voudra,  les  deux  fonctions 


(38)  œ^{x), 


x* 


<?(x) 


s'évanouiront  en  même  temps  que  la  variable  x.  Cela  posé,  conce- 
vons que  le  rapport  (36)  se  réduise,  pour  x  =  o,  a  une  constante 
déterminée  c.  Si  la  constante  c  n'est  pas  nulle,  et  si  d'ailleurs  la 
fonction  y(x)  reste  affectée  du  même  signe  depuis  la  valeur  parti- 
culière x  =  o  jusqu'à  une  valeur  très  voisine  #  — X,  les  dérivées 
des  expressions  (38),  savoir 

se  réduiront  constamment,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques 
de  x  et  de  £,  à  des  quantités  affectées  des  mêmes  signes  que  les  pro- 
duits 

....       —  ex*-1 

cxc~l  q(x), — , —  • 

1  ?(*) 

Supposons  maintenant  la  quantité  X  assez  rapprochée  .de  zéro  pour 
que  les  fonctions  (38)  et  (3g),  dont  les  deux  dernières  deviennent 
infinies  quand  x  s'évanouit,  restent  finies  et  continues  entre  les 

y 
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limites  <r  =  o,  x  =  X.  Il  existera  entre  ces  limites  (voir  le  corol- 
laire I  du  théorème  II  de  la  quatrième  Leçon)  une  valeur  de  x  pour 
laquelle  le  rapport  des  expressions  (3g),  c'est-à-dire  le  produit 

xo'(x) 

o(x)     r     .     ... 


£_^?V) 


<f(x) 

sera  équivalent  au  rapport  des  quantités 

X«9(X,,-  ^ 
c'est-k-dire  k  l'expression 

On  pourra  donc  assigner  à  X  et  à  a;  des  valeurs  numériques  très 
petites,  et  propres  k  vérifier  l'équation 

X  Q)f(x) 

puis  on  en  conclura,  en  faisant  converger  X  vers  la  limite  zéro, 


=  llm[W>o. 


Or  cette  dernière  condition  ne  peut  être  satisfaite,  quelle  que  soit  la 
petitesse  du  nombre  e,  tant  qu'on  suppose  la  constante  c  différente 
de  zéro.  Donc,  puisque  £  peut  décroître  indéfiniment,  cette  constante 
ou  la  limite  du  rapport  (36)  sera  nécessairement  nulle.  En  consé- 
quence, on  tirera  généralement  de  l'équation  (35) 

(40  lim-jr— —  —a. 

« 

Cette  dernière  formule  comprend  le  théorème  qu'il  s'agissait  de 
démontrer. 
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Corollaire  L  —  Le  théorème  VI  peut  être  aisément  vérifié  à  l'égard 
des  fonctions 

ra         /y*  a  g>x        /v*a  /> — x 

qui  sont  toutes  de  Tordre  a.  Ce  théorème  subsiste,  dans  le  cas  même 
où  la  fonction  i(x)  ne  reste  réelle  ou  infiniment  petite,  qu'autant 
que  l'on  attribue  a  la  variable  x  des  valeurs  affectées  d'un  certain 
signe,  comme  il  arrive,  par  exemple,  quand  on  prend  pour  f(x)  Tune 
des  fonctions 

i  i  xa  --  -- 

- — »      x%      xa\x,     - — »     xa\\x9      e    u ,      xe    **',      .... 
\X  \x 

qui  sont  la  première  de  Tordre  zéro,  la  seconde  de  Tordre  ^,  la  troi- 
sième, la  quatrième  et  la  cinquième  de  Tordre  a,  les  deux  suivantes 
d'un  ordre  infini,  etc. 

Corollaire  IL  —  Si,  la  fonction  réelle  f(x)  étant  infiniment  petite 
et  de  Tordre  a,  la  valeur  numérique  et  le  signe  du  rapport 

(34)  ÎJ£r  =<?(*) 

devenaient  indéterminés  pour  x  =  o,  on  ne  pourrait  plus  choisir 
X  de  manière  que  ce  rapport  ne  changeât  pas  de  signe  entre  les 
limites  x  ~  o,  x  =  \;  et  l'expression 

(33)  *!!*£> 

ne  se  réduirait  plus  nécessairement  au  nombre  a  pour  une  valeur 
nulle  de  la  variable  x.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  prend 

(4^)  f(x)  zzzXSÏïï  —  » 

X 


on  trouvera 

(43) 

*  =  i, 

(44) 

xf'(x)                I           I 

-77 — r  — ' cot  ~ 

i(x)                 x         x 

Œuvre*  de  C. 

-  S.  II,  t. IV. 

43 
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Or,  si  Ton  fait  converger  x  vers  la  limite  zéro,  le  second  membre  de 
l'équation  (44)  convergera  vers  une  infinité  de  limites  distinctes,  et 
non  pas  seulement  vers  la  limite  i . 

Si  la  fonction  f(x)  devenait  imaginaire,  il  pourrait  arriver  qu'au- 
cune des  valeurs  de  l'expression  (33),  correspondantes  à  #  =  o,  ne 
se  réduisit  à  la  constante  a.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 


(45) 


{(x)  —  xal cos — h y/—  i  sin—  j  =  xa  ex        , 


f( x)  sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a,  et  l'on  trouvera 

Or  il  est  clair  que  l'expression  (46)  acquerra  nécessairement  une 
valeur  infinie  pour  une  valeur  nulle  de  x. 

Les  quantités  infiniment  petites,  dont  les  ordres  se  réduisent  à  des 
nombres  entiers,  offrent  quelques  propriétés  dignes  de  remarque, 
qui  se  déduisent  immédiatement  de  la  formule  (12),  et  sont  renfer- 
mées dans  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  VII.  —  Soient  f(i)  une  quantité  infiniment  petite,  prise 
dans  le  système  dont  la  base  est  1,  et  /^(o)  le  premier  terme  de  la 
série  (11)  qui  ne  s'évanouisse  pas.  Supposons  d'ailleurs  que  ce  terme 
obtienne  une  valeur  déterminée  qui  diffère  de  zéro.  Le  rapport 


p'* 


sera,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  1,  affecté  du  même  signe 
que  la  quantité  /"  (o). 

Théorème  VI II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème VII,  si  n  est  un  nombre  pair,  la  fonction  f(i)  sera,  pour  de  très 
petites  valeurs  numériques  de  1,  constamment  affectée  du  même  signe 
que  la  quantité  f{n)(o). 


-» 

'"S 
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Exemple.  —  Si  Ton  prend 

/(i)  =e/—  2  cos* -h  <?-', 

on  trouvera 

/(o)  =  o,        /'(o)  =  o,        /'(o)  =  4. 

Àinsi  l'on  aura,  dans  le  cas  présent, 

/l  =  2,  /<">(o)=/"(o)>0. 

Donc,  en  vertu  du  théorème  VIII,  la  fonction 

e*  —  i  cosi  -\-e-1 

sera  constamment  positive  pour  de  très  petites  valeurs  numériques 
de  i. 

Théorème  IX.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème VII,  si  le  nombre  n  est  impair,  la  fonction  f(i)  changera  de  signe, 
en  passant  par  zéro,  avec  la  variable  i.  Alors  la  variable  et  la  fonction 
dont  il  s'agit  seront,  pour  de  très  petites  valeurs  de  if  affectées  du  même 
signe  si  la  quantité  f{n) (o)  est  positive,  et  affectées  de  signes  contraires 
si  la  quantité  fn)  (o)  devient  négative. 

Exemple.  —  Si  Ton  prend 

/(*)  —  e*  —  2  sini  —  e_/, 

on  trouvera 

/(o)  =  of        /'(o)=o,        /'(o)  =  o,        /'(o)  =  4. 

Ainsi  Ton  aura,  dans  le  cas  présent, 

,*  =  3,        /<*>(o)  =/*(<>)  >o. 

Donc,  en  vertu  du  théorème  IX,  la  fonction 

e'—  2  sini  —  e~l 

sera,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  la  variable  *,  affectée 
du  même  signe  que  cette  variable. 
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SUR    LES   MAXIM  A    KT   MIN1MA    DES   PONCTIONS   RÉELLES    D'UNE   SEULE    VARIABLE. 


Lorsqu'une  valeur  particulière  de  la  fonction  f(x)  est  réelle  et 
surpasse  toutes  les  valeurs  réelles  voisines,  c'est-à-dire  toutes  celles 
qu'on  obtiendrait  en  faisant  varier  x  en  plus  ou  en  moins  d'une 
quantité  très  petite,  cette  valeur  particulière  de  la  fonction  est  ce 
qu'on  appelle  un  maximum. 

Lorsqu'une  valeur  particulière  de  la  fonction  f(oo)  est  réelle  et 
inférieure  à  toutes  les  valeurs  réelles  voisines,  elle  prend  le  nom 
de  minimum. 

Cela  posé,  il  résulte  évidemment  de  ce  qui  a  été  dit  dans  la  qua- 
trième Leçon  (voir  le  corollaire  I  du  théorème  I)  que,  si  les  deux 
fonctions/(.r),/'(.r)  sont  continues  dans  le  voisinage  d'une  valeur 
donnée  de  la  variable  x%  cette  valeur  ne  pourra  produire  un  maximum 
ou  un  minimum  de  f(x)  qu'en  faisant  évanouir /'(a?).  En  partant  de 
cette  remarque,  on  résoudra  facilement  la  question  suivante  : 

Problème.  —  Trouver  les  maxima  et  les  minima  d1  une  fonction  réelle 
de  la  seule  variable  x. 

Solution.  —  Soit/(x)  la  fonction  proposée.  On  cherchera  d'abord 
les  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  la  fonction  cesse  d'être  continue. 
A  chacune  de  ces  valeurs,  s'il  en  existe,  correspondra  une  valeur 
de  la  fonction  elle-même,  qui  sera  ordinairement  ou  une  quantité 
infinie,  ou  un  maximum,  ou  un  minimum. 

On  cherchera,  en  second  lieu,  les  racines  de  l'équation 

(I)  /'(*)=  o, 
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avec  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fonction  f(x)  discontinue,  et 
parmi  lesquelles  on  doit  placer  au  premier  rang  celles  que  Ton 
déduit  de  la  formule 

(2)  /'{*)=  ±co        ou        j~——o. 

Soit  x  =  x0  une  de  ces  racines  ou  une  de  ces  valeurs.  La  valeur 
correspondante  de  f(x)%  savoir  f(x0),  sera  un  maximum  si,  dans 
le  voisinage  de  x  =  x0,  la  fonction  dérivée  f'(x)  est  positive  pour 
x<x0,  et  négative  pour  x>x0.  Au  contraire,  f(x0)  sera  un  mi- 
nimum si  la  fonction  dérivée  J\ x)  est  négative  pour  x<Cx0  et  posi- 
tive pour  x^>x0.  Enfin,  si,  dans  le  voisinage  de  x  =  xù9  la  fonction 
dérivée  f'(x)  était  constamment  positive  ou  constamment  négative, 
la  quantité/(a:0)  ne  serait  plus  ni  un  maximum,  ni  un  minimum. 

Exemples.  —  Les  trois  fonctions 

.1  i 

(3)  .r*,         r—y     x\x, 

\x 

qui  deviennent  discontinues,  en  passant  du  réel  à  l'imaginaire,  tandis 
que  la  variable  x  diminue  et  passe  par  zéro,  obtiennent,  pour  x  =  o, 
une  valeur  nulle  qui  représente  un  minimum  de  la  première,  et  un 
maximum  de  chacune  des  deux  autres. 
Les  deux  fonctions 

(4) 

dont  les  dérivées,  savoir 

(5) 

passent  du  négatif  au  positif,  en  se  réduisant  à  zéro  ou  à  l'infini, 
tandis  que  la  variable  x  s'évanouit  en  passant  du  positif  au  négatif, 
ont  l'une  et  l'autre  zéro  pour  valeur  minimum.  Quant  aux  deux  fonc- 
tions 

i 

(6)  xz,     x*, 


x\ 

J?*, 

2Xf 

2 

l  > 

3^ 
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dont  les  dérivées 

(7)  3*«,     -^ 

deviennent  encore  nulles  ou  infinies  pour  x  =  x0f  mais  restent  posi- 
tives pour  toute  autre  valeur  de  x,  elles  n'admettent  ni  maximum,  ni 
minimum. 
La  fonction 

(8)  x*  +  px  -hq 

reste  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  x.  Mais  cette  dérivée,  savoir 

(9)  2X-hp 

s'évanouit  pour  x  =  —  — >  et  devient  négative  pour  #<  —  £ >  posi- 


P 

2 

P 
2 

nimum  est 


tive  pour  x>—  —•  On  doit  en  conclure  que  la  fonction  (8)  admet 
une  valeur  minimum  correspondante  à  x=  —  —  •  Cette  valeur  mi- 


ce  qu'on  vérifie  sans  peine  en  observant  que  la  fonction  dont  il  s'agit 
peut  être  présentée  sous  la  forme 

(II)  (,+ £)'+,_£!, 

ni 

et  qu'en  conséquence  elle  surpasse  toujours  q  —  ^->  quand  x  diffère 
de-^. 

2 

Désignons  maintenant  par  A  un  nombre  supérieur  à  l'unité,  et 
par  Lx  le  logarithme  de  x,  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  A.  La 
fonction 

(12)  — 

X 


SEPTIÈME  LEÇON.  3W 

aura  pour  dérivée 

et,  comme  cette  dérivée  est  négative,  nulle  ou  positive,  pour  une 
valeur  de  x  supérieure  à  zéro,  suivant  que  Ton  suppose  #<Le, 
x  =  Le,  ou  x  >  Le,  il  en  résulte  que  la  fonction  (i  2)  acquerra,  pour 
x  =  Le,  la  valeur  minimum 


04) 

Au  contraire,  la  fonction 

05) 

dont  la  dérivée,  savoir 


e 
L~e 


Lx 

—  > 

X 


I 


06)  (Le-L*), 

JC 


est  positive,  nulle  ou  négative,  pour  une  valeur  de  x  supérieure  à 
zéro,  suivant  que  Ton  suppose  #<e,  #  =  <?,  ou  x>e,  acquerra, 
pour  x  =  e,  la  valeur  maximum 


07)  — 


Considérons  enfin  la  fonction 


»a  o — x 


(18)  xae- 

Gomme  sa  dérivée,  savoir 

09)  *  *ae~x(|  """')' 

sera  positive,  nulle  ou  négative,  pour  une  valeur  de  x  plus  grande 
que  zéro ,  suivant  que  Ton  supposera  x  <  a,  x  —  a,  x  >  a,  on  peut 
affirmer  que  la  fonction  (18)  acquerra,  pour  a?  =  a,  la  valeur  maximum 

(20)  aae~a. 

Lorsque,  afin  d'obtenir  les  valeurs  de  x,  qui  fournissent  des  maxima 
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ou  des  minima  de  la  fonction  f(x)f  sans  rendre  cette  fonction  ou  sa 
dérivée  f'(x)  discontinue,  on  a  déterminé  les  racines  réelles  de 
l'équation  (i),  alors,  pour  décider  si  chacune  de  ces  racines  produit 
un  maximum  ou  un  minimum  de  f(x)9  il  suffît  ordinairement  de 
considérer  la  fonction  dérivée  du  second  ordre.  En  effet,  soit  x0  Tune 
des  racines  dont  il  s'agit,  et  supposons  que  la  valeur  correspondante 
de  f\x)  se  réduise  à  une  quantité  finie.  A  la  racine  x0  répondra  un 
minimum  de*/(rr),  si  la  fonction  f'{x)  passe  du  négatif  au  positif, 
en  devenant  nulle  pour  x  =x0;  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  la 
fonction  f(x)  croit  avec  la  variable  x  dans  le  voisihage  de  la  valeur 
particulière  x  =  x0.  Or  cette  dernière  condition  sera  remplie  {voir  le 
théorème  I  de  la  quatrième  Leçon),  si  la  dérivée  de  /'(x),  savoir 
f\x),  est  toujours  positive  ou  nulle  pour  des  valeurs  de  x  très  peu 
différentes  de  x09  par  conséquent,  si  la  quantité  f"(x0)  offre  une 
valeur  finie  et  positive,  ou  bien  une  valeur  nulle,  mais  qui  représente 
un  minimum  de  /"(x).  Au  contraire,  f(x0)  sera  .un  maximum  de 
/(x),  si,  f'(x0)  étant  nulle,  la  fonction  /'(x)  diminue  pour  des 
valeurs  croissantes  de  x,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière 
x  —  x0f  ce  qui  aura  lieu  (en  vertu  du  théorème  déjà  cité),  si  la  quan- 
tité f"(x0)  offre  une  valeur  finie  et  négative,  ou  bien  une  valeur 

* 

nulle,  mais  qui  représente  un  maximum  de  f"(x).  On  peut  donc 
énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  1.  —  Pour  quune  valeur  de  x  propre  à  vérifier  V équation 

produise  un  minimum  de  la  fonction  f(x),  il  sera  nécessaire,  et  il  suf- 
fira, si  la  twleur  correspondante  de  f'\x)  est  une  quantité  finie  et  déter- 
minée, que  cette  quantité  soit  positive,  ou  quêtant  nulle  elle  représente 
un  minimum  de  f''(x).  » 


Exemple.  —  Si  Ton  prend 


A* 
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on  trouvera 


Donc  alors  la  valeur  x  =  Le,  qui  fera  évanouir  f'(x),  réduira  la 
dérivée  f"(x)  à  la  quantité  positive 

i   /v    \  _  A*  _     e 

'-iJ^*  ~  ji  -  (Le)*' 

Àx 

et  produira  un  minimum  de  la  fonction  proposée  — 
Soit  encore 

/(  x  )   =  e*  —  a  cos  x  -+-  e~x. 
On  trouvera 

/'(x)  =e*-\~2  sin  a:  —  e~x, 
f(x)  =  e^-h  2  cosx  4-  e~x. 

Donc  alors  la  valeurs?  =  o,  qui  fera  évanouir  /(x)  et  /'(#).  réduira 
la  dérivée  f"(x)  à  la  quantité  positive  i  +  2  +  i  =  /|,  et  zéro  sera 
la  valeur  minimum  de  la  fonction  proposée. 

Théorème  II.  —  Pour  qu'une  valeur  de  x  propre  à  vérifier  l'équa- 
tion (i)  produise  un  maximum  de  la /onction  /(#)»  il  sera  nécessaire, 
et  il  suffira,  si  la  valeur  correspondante  de  f(x)  est  une  quantité  finie 
et  déterminée,  que  cette  quantité  soit  négative,  ou  quêtant  nulle  elle 
représente  un  maximum  de  f"(x). 

Exemple.  —  Si  Ton  prend 

f(x)  =  x*e-x, 

on  trouvera 

OEuvreë  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  •       44 
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Donc  alors  la  valeur  x  =  a9  qui  fera  évanouir  la  dérivée  f{x)9  réduira 
la  dérivée  f"(x)  à  la  quantité  négative 

x 

et  produira  un  maximum  de  la  fonction  proposée  a?1?-*. 

Concevons  maintenant  que,  pour  une  valeur  x0  de  x9  propre  à  véri- 
fier l'équation  (i),  sans  rendre  la  fonction  /(x)  discontinue,  plu- 
sieurs termes  consécutifs  pris  dans  la  suite  des  fonctions  dérivées 

(21)  f'(x),      f\x)9      /"(X)9       ... 

s'évanouissent.  Désignons  par  f{n)(x)  le  premier  de  ceux  qui  ne 
s'évanouissent  pas,  et  supposons  que^/*(,,,(;r0)  soit  une  quantité  finie 
et  déterminée.  Pour  que  f(x0)  soit  une  valeur  minimum  ou  maximum 
de  f(x)9  il  sera  nécessaire  (en  vertu  des  théorèmes  I  et  II)  que 
/"{xq)  =  o  soit  une  valeur  minimum  ou  maximum  de  /"(#).  Par 
suite,  la  première  des  quantités 

(22)  /Vo),      /Vi) 

* 

devra  se  réduire  à  zéro,  et  la  seconde  a  une  quantité  positive  ou  néga- 
tive, ou  bien  à  une  quantité  nulle,  mais  qui  représente  un  minimum 
ou  un  maximum  de  fxv(x).  Dans  les  deux  premiers  cas,  on  aura  n  =  4. 
Dans  le  troisième,  on  conclura  encore  des  théorèmes  I  et  II  que 
la  première  des  deux  quantités 

(23)  /Vo),     /VI(*o) 

doit  se  réduire  à  zéro,  et  la  seconde  à  une  quantité  positive,  ou 
bien  à  une  quantité  nulle,  mais  qui  représente  un  minimum  ou  un 
maximum  de  fyi(x).  Si  la  seconde  des  quantités  (a3)  diffère  de  zéro, 
on  aura  évidemment  n  =  6.  En  continuant  de  la  même  manière,  on 
finira  par  reconnaître  :  i°  que,  si  la  valeur  x  =  x0  produit  un  mi- 
nimum de  la  fonction  f{x)9  n  sera  un  nombre  pair,  el/w^o)  une 
quantité  positive;  20  que,  si  la  valeur  x  =  x0  produit  un  maximum  de 
la  même  fonction,  n  sera  toujours  un  nombre  pair,  la  quantité  f{n)(&<>) 
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étant  négative.  En  conséquence,  on  peut  joindre  aux  théorèmes  I  ot  II 
celui  que  nous  allons  énoncer. 

Tuëorème  III.  —  Lorsqu'une  valeur  particulière  de  x,  dans  le  voisinage 
de  laquelle  la  fonction  f(x)  reste  continue,  fait  évanouir  les  dérivées 
de  f(x)  dont  l'ordre  est  inférieur  à  n,  et  réduit  la  dérivée  de  l'ordre  n  à 
une  quantité  finie  et  déterminée,  la  valeur  correspondante  de  f(x)  ne 
peut  être  un  maximum  ou  un  minimum  que  dans  le  cas  où  la  lettre  n 
désigne  un  nombre  pair.  Dans  ce  même  cas,  la  fonction  f(x)  deviendra 
un  minimum,  si  la  valeur  de  fn)(x)  est  positive,  et  un  maximum  si  la 
valeur  de  fin)(x)  est  négative.  , 

Exemple.  —  Si  Ton  prend 


on  trouvera 


/(x)    zzze*-*-  2  cos.r  H-  e~x, 

f\x)   —  ex—  2  sin x  —  e~x, 

f(x)  =  e* —  2  cosa:  -h  e~x, 

N    fm(x)  z=ex-+-2s\nx  —  e~x, 

flv(x)  z=:ex-h  zcosx  +  e-xz=zf(x). 

Donc  alors  la  valeur  x  =  o,  qui  fera  évanouir  les  fonctions  dérivées 

/'(*),   /'(*),   /"(*). 

réduira  la  dérivée  /"(#)  à  la  quantité  positive  i  -t-  2  -+-  1  =  4,  et  par 
suite  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  proposée  f(x),  ou  le 
nombre  4>  sera  un  minimum  de  cette  fonction. 

Le  théorème  III  pourrait  se  déduire  directement  de  la  formule  (19) 
(quatrième  Leçon  ).  En  effet,  pour  qu'une  valeur  particulière  de  j (x), 
telle  que  f(x0)*  soit  un  minimum,  il  est  nécessaire,  et  il  suffit,  qu'elle 
soit  surpassée  par  toutes  les  valeurs  réelles  voisines  ou  de  la  forme 
/(œê  +  0»  ^désignant  une  quantité  infiniment  petite,  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  que  la  différence 

(*4)         '  /(*o+0-/(*o) 
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reste  positive,  quand  elle  est  réelle,  pour  de  très  petites  valeurs 
numériques  de  la  quantité  i,  et  quel  que  soit  d'ailleurs  le  signe  de 
cette  quantité.  De  même,  pour  que  f(x0)  soit  un  maximum  de  /(x), 
il  est  nécessaire,  et  il  suffit,  que  les  valeurs  réelles  de  la  diffé- 
rence (24),  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  i  très  rapprochées  de 
zéro,  soient  constamment  négatives.  Cela  posé,  sif  la  fonction  /(x) 
étant  continue  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x  =  x0,  les 
dérivées  de  f(x)9  d'un  ordre  inférieur  ou  égal  à  n,  se  réduisant, 
pour  x  =  x0,  les  premières  à  zéro,  la  dernière  à  une  quantité  finie  et 
déterminée,  positive  ou  négative;  alors,  en  attribuant  à  1  une  très 
petite  valeur  numérique,  et  désignant  par  0  un  nombre  inférieur  à 
l'unité,  on  aura  [en  vertu  de  la  formule  (19)  de  la  quatrième  Leçon] 


în 


(25  )  /(*Q+  1)  -/(*«)  =  — -. /<«>(*.-+-  Oi). 

Or  il  résulte  évidemment  de  l'équation  (20)  que,  pour  de  très  petites 
valeurs  numériques~de  i9  la  différence  (24)  sera  une  quantité  affectée 
du  même  signe  que  le  produit 

(26)  *n/(n)(*o). 

Par  conséquent,  si  n  est  un  nombre  pair,  cette  différence  changera  de 
signe  avec  if  et  la  quantité  f(x0)  ne  pourra  être  ni  un  maximum  ni 
un  minimum  de  /(x).  Au  contraire,  si  n  est  un  nombre  pair,  la  diffé- 
rence (24)»  en  s'approchant  de  zéro,  restera,  comme  le  produit  (26), 
et  quel  que  soit  le  signe  de  /,  constamment  positive  ou  constamment 
négative,  suivant  que  le  second  facteur  du  produit  en  question,  savoir 
f{tt)(x0),  sera  lui-même  positif  ou  négatif.  Donc  alors  f(x0)  sera  un 
maximum  ou  un  minimum  de /(x),  suivant  que  la  quantité  fln)(x0) 
sera  positive  ou  négative.  Il  est  bon  d'observer  qu'on  pourrait  encore 
établir  le  théorème  III  en  remplaçant,  dans  les  théprèmes  VII,  VIII, 
IX  de  la  Leçon  précédente,  la  quantité  infiniment  petite  /(i)  par  la 
quantité  infiniment  petite  f(x0-h  i)  —  f(xQ). 

Nous  remarquerons,  en  terminant  cette  Leçon,  que,  si  Ton  désigne 
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par  y  la  fonction  /(a?)»  les  différents  termes  de  la  série  (21)  se  pré- 
senteront sous  la  forme 

(a7)  '  dv    dly    *y 


•  •  •  • 


dx       dx*       dxz 

Alors  réquation  (i)  deviendra 

(  28  )  dy  =  o. 

De  plus,  on  peut  évidemment  affirmer  :  i°  que,  si 

dnv 

représente  le  premier  terme  de  la  série  (25)  qui  obtienne,  pour 
x  =  x0,  une  valeur  différente  de  zéro,  dny  sera  le  premier  terme  qui 
remplira  la  même  condition  dans  la  série  des  différentielles 

(29)  dy,     dry,     d}y,      ...; 

20  que,  si  n  est  un  nombre  pair,  la  différentielle 

dny  =  /in){  x)dxn 

sera  constamment  affectée  du  même  signe  que  la  fonction  dérivée 
/(w)(#).  Cela  posé,  il  est  clair  qu'on  pourra  substituer  aii  théorème  III 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Soit  y  =  /(ce)  une  fonction  donnée  de  la  variable  x. 
Pour  décider  si  une  racine  de  l'équation  (28)  produit  un  maximum  ou 
un  minimum  de  la  fonction  proposée,  il  suffira  ordinairement  de  calculer 
les  valeurs  de  d2y,  d*y,  d*y,  . . .  correspondantes  à  cette  racine.  Si  la 
valeur  de  dry  est  positive  ou  négative,  la  valeur  de  y  sera  un  minimum 
dans  le  premier  cas,  un  maximum  dans  le  second.  Si  la  valeur  de  d2y  se 
réduit  à  zéro,  on  devra  chercher,  parmi  les  différentielles  d3y,  dsy,  .... 
la  première  qui  ne  s'évanouira  pas.  Désignons  celle-ci  par  dny.  Si  n  est 
un  nombre  impair,  la  valeur  de  y  ne  sera  ni  un  maximum  ni  un  mi- 
nimum. Si,  au  contraire,  n  est  un  nombre  pair,  la  valeur  de  y  sera  un 
minimum  toutes  les  fois  que  la  différentielle  dny  sera  positive,  et  un 
maximum  toutes  les  fois  que  la  différentielle  dny  sera  négative. 
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Nota.   —  Il  faut  admettre,  pour  le  théorème  IV  comme  pour  le 
théorème  III,  que  la  fonction  dérivée 

dnv 

conserve  une  valeur  non  seulement  finie,  mais  encore  déterminée, 
pour  x  =  x0,  et  par  conséquent  que  cette  dérivée  reste  continue, 
ainsi  que  les  fonctions 

y»   y'>   y">    ■■•»    v{"-!), 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x0  attribuée  à  la  variable  x. 
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DÉVELOPPEMENT  DUNE  FONCTION  RÉELLE  DE  X  SUIVANT  LES  PUISSANCES  ASCENDANTES 
ET  ENTIÈRES  DE  LA  VARIABLE  X,  OU  DE  LA  DIFFÉRENCE  X  —  a,  DANS  LAQUELLE  Cl 
DÉSIGNE   UNE   VALEUR    PARTICULIÈRE    DE   CETTE   VARIABLE. 


Lorsque,  la  fonction  f(x)  étant  réelle  et  continue,  avec  ses  déri- 
vées d'un  ordre  inférieur  ou  égal  à  n,  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  hy 
le  rapport 

(O  ïi=î 

s'évanouit  en  même  temps  que  la  variable  a? ;  alors,  en  supposant  cette 
variable  renfermée  entre  les  limites  o,  A,  on  peut,  comme  on  Ta  fait 
voir  dans  la  sixième  Leçon  (page  33o),  trouver  un  nombre  0  infé- 
rieur à  i  et  propre  à  vérifier  la  formule 

Or  ce  principe  fournit  un  moyen  très  simple  de  développer  les  fonc- 
tions réelles  d'une  seule  variable,  x  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  cette  variable,  ainsi  qu'on  va  le  montrer  en 
peu  de  mots. 

Soit/(a?)  une  fonction  réelle  de  x  qui  conserve  une  valeur  finie, 
aussi  bien  que  ses  dérivées  d'un  ordre  inférieur  ou  égal  à  ns  pour 
une  valeur  nulle  de  x%  et  supposons  d'ailleurs  que  les  fonctions 

(3)  f(x),    f'(x),    f(x),     ...,    /<">(*) 

restent  réelles  et  continues  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  h>  On  tirera 
successivement  de  l'équation  (2)  : 
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i°  En  posant  f(a?)  —f(x)  — /(o)  et  n  =  i, 

(4)  /(*)-/(o)  =  */'<**), 

puis,  en  posant  f'(x)  =/'(°)  "+"  P» 

p_  /(*)-/(<>) -*/'(o). 

2°  En  posant  f(:r)  =/(#)  — /(o)  —  x/'(o)  et  n  =  a, 


*• 


(5)  /(*)-/(o)-*/'(o)  =  — -/»(M. 

puis,  en  posant/"(0;r)  =/"(o)  -+-Q, 


*» 


i.a'  ;rs 


a:* 


3°  En  posant  f(x)  =/(x)  -/(o)  -  xf'(°)  -  -/"(o)  et  /*  =  3 


•t*    ..„,  v        x3 


(6)  /(*)  -/(o)  -  */'(o)  -  —  /'(o)  =  -_,  /-(fl.r), 

I  .  4     >  I  .  4  •  O 

puis,  en  posant /"(O a;)  =/"(o)  +  R, 

/(*)-/(o)-*/'(o)-i^/»(o)--^y*(o) 

||    ■=^Z y 


etc.  En  continuant  de  la  même  manière  et  observant  que  les  fonc- 
tions 

s'évanouissent  toutes  avec  x,  on  établira  définitivement  l'équation 

j  /(*)  -/(o)  -  */'(o)  -  ^  /'(o)  -.  .  . 

i  .3?'*~~'  '7''* 

f  5 — ; r/"",)(o)  = ? /<»>(9x) 

'  1.3. 3..  .(/»  —  l)  '  '  1.3.3.../»*' 
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OU 


x   ...    .         x* 


/(*)  =/(o)  +  -  /'(o)  +  —  /'(o)  +.  .  . 

X  1    «  A 


(8) 

1.2.3. .  .(/*  —  i)  I.2.3. ..n*'      v      ' 


^rn— '  -,     .w    v  xn 


11  suit  de  la  formule  (8)  que  la  fonction  réelle  /(x)  peut  être  consi 
dérée  comme  composée  d'une  fonction  entière  de  x,  savoir 

(9)  w+;w^ffl+...+  liliî^.,)^(.), 

et  d'un  reste,  savoir 


Si,  dans  la  même  formule,  on  pose  successivement  n  =  i9  n  =  2, 
n  =  3,  . . . ,  on  obtiendra  les  équations 

00  /(*)=/(o) +*/'(**), 

(12)  /(*)  =/(0)  +  */'(<>)  4-  -^  /»(6*)f 

(i3)  /(*)  =/(o)  4-  */'<o)  4-  ^/'(o)  4-  -^  /"(0*), 


qui  coïncident  avec  les  formules  (4)»  (5),  (6),  — 

Exemples.  —  Concevons  que  Ton  désigne  par  \k  une  quantité  con- 
stante, et  que  Ton  prenne  successivement  pour  /(x)  les  fonctions 
réelles 

e*,    cos.r,    sin#, 

(l-hx)V-,      1(I4-X), 

qui  restent  continues,  avec  leurs  dérivées  des  divers  ordres,  les  trois 
premières  quel  que  soit  x,  et  les  deux  dernières  quand  14-  x  est 

Œuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  të 
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positif.  On  trouvera,  pour  les  valeurs  defw(œ)  relatives  à  ces  mêmes 
fonctions 

e*,     cos(j:h J>     sinfaM J, 


P(t* 


-i)(f*-2)...(PL-n-hi)(i  +  *)l^'f        \-tY^llm*fg+l*      °> 


et  pour  les  valeurs  correspondantes  de/(l,)(o) 


nie        .    nn 

I.       COS y       Sin r 

2  2 

fx(fJL  —  l)(fX  —  2)...(fX  —  /l-f-l),       (—  l)*-1  1.3.3.  ..(rt  —  l). 

En  conséquence,  la  formule  (8)  donnera,  pour  des  valeurs  réelles 

quelconques  de  la  variable  x> 

* 

(l/J)  e»=  I  -H  -  H h...  H 2 -. H 5 *0x, 

I  1.3  1.3.3.  .  .  (  «  —  i)  1.3.3. .  .  rt 

j?*  .r4 


C0Sd?3r  I h 


1.3  1.3.3.4 

os)  ; 

xn~x  («  — i)tt  xn  /.         niC\ 

Q -. -COS- 1 5 COS(0.TH ), 

l.2.ô...(n  —  I)  3  I.3.3.../1  \  3/ 

x*  x* 


sinar  =j? x  -+- 


1.3.3        i .3.3.4-5 
(16) 


Xn~l  .      (/l  — l)7C  Xn  .      /.  /I7r\ 

h a sin- —  n 9 sin  (  Sx  h ) 

1.3.3.  .  .(/t  —  I)  3  1.2.3.../1  \  3/ 


et,  pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  —  i, 

r  1.3 

(I7)        /  hfx(^-l)(fZ-3)...(fX~/»  +  3)^|B^ 

i  .3.3. .  .(n  —  i) 

i .3.3. . .n  ' 

(18)        i(i  +  a;)==J;_î!  +  ^!_...±^!!.q:l(r_^_y. 

a         3  /»  —  i  ^  n  \n-6x/ 


^ 
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Si,  dans  les  formules  (i5)  et  (16),  on  prend  pour  n  un  nombre  pair, 
elles  se  réduiront  à 


cos  x  =  I h 


x1  xK 


(«9) 


i.a       i.a.3.4 

/y*  Il 

cos  Ox, 


x*-1  xn 


1.2.3.  ..(/I  —  2)  1.2.3.  .  .  /i 


sinx  =  x  — x  -+- 


j?'  x* 


(20) 


1.2.3  I .2.3.4*5 

sin0j?. 


a?w— l  xn 


I.2.3...(rt —  l)  1.2.3.  ../l 


On  trouverait  de  même,  en  prenant  pour  a  un  nombre  impair, 


(21) 


(22) 


COSJ?=  1  — 

#*                  #* 

2            I .2.3.4 

-4- 

#•""*                  Xn 

I.2.3...(/l —  l)  "*~    1.2.3.  . 

.  n 

sina:  =  x  — 

1                                   ■    ■ 

I .2.3        1 .2.3.4.5 

h- 

xn~~~l                        xn 

sin0â?, 


o        ,  v  -r  1  COS  03?. 

1.2.0. . . ( «  —  a)       1 . 2 . 3 . . .  /i 


Si  Fort  fait  en  particulier  n  =  1,  on  tirera  des  formules  précédentes 


(23)  £_î=€to 


X 


1   r\                                        1  — cosa?        .    . 
(24)  =  sin0.r, 


J7 


(20)  =  COS0&, 


X 


(26)  (!  +  g)lt~I  =  (I  -h  0*)n-«, 

\kX 


(37) 


l(l-+-a?)__      1 


a?  I  -\-ôx 
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Si  l'on  fait,  au  contraire,  n  =  2,  on  trouvera 

(•28)  e*=i-ha?-4-—  e6*, 

v     '  1.2 

(29)  cosa?  =r  1 cos0  x, 

(30)  sin#=:.z: sin0.r, 

(3i)  {1  +  x)!1—  1  ■+-  px  -h  **(f*  ~  '* x*{i  ■+-  Qx)V-\ 


(3a) 


I  .2 

I  /i-H  flarX* 


> 


Supposons  encore 

/(#)  =  arctanga\ 

On  aura,  dans  cette  hypothèse, 


/ 


7   \    —      r     —  '  (        '  L \ 

/w(0)  =  M-3-<;(n-,)[,-(-,).](^r> 


et,  par  suite, 


n  —  \ 


/(»)(o)=o        ou        /<•>(<>)  =  (— 1)  *    i.a.3...(#i  —  1), 

suivant  que  Ton  prendra,  pour  /i,  un  nombre  pair  ou  un  nombre 
impair.  Cela  posé,  la  formule  (8)  donnera,  pour  des  valeurs  réelles 
quelconques  de  la  variable  xf  mais  pour  des  valeurs  paires  du  nombre 
entier  n, 

x1        X* 

arc  tango?  =  x  — ^-  4-  -^ — ... 
(     '     *  _^  .r"-1   _  ^»  (1  —  Sx sf^y* -(i  +  6j y/11^)"* 
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et,  pour  des  valeurs  impaires  de  n9 


X*  X* 


arc  tang x  =  x  — ^  -+-  -= — ... 

(34)    <  , 

.     *»-»  __  x»  ( i  —  9x  t/^i)'"  +  (i  -4-  Ox \f^~i )"n  . 


n  —  2         n 


Lorsque  la  fonction /(a?)  est  entière  et  du  degré  n9  sa  différentielle 
de  Tordre  n,  et,  par  suite,  sa  dérivée  de  Tordre  n  se  réduisent  à  des 
quantités  constantes  (voir  la  troisième  Leçon,  page  3o4).  On  a  donc 
alors 

(35)  /«»)(8j:)=/(",(o), 

et  Ton  tire  de  la  formule  (8) 


x  „.   .        X* 


(36) 


/W=/(o)+j/'(o)+-/'(o)+... 

1.2.3. .  .(n  —  i)  J         x    '       i. a. 3. ../»*'      v   ' 


Il  est  facile  de  vérifier  cette  conclusion,  et  d'établir  directement 
Téquation  (36),  dans  le  cas  même  où  la  fonction  f(x)  cesse  d'être 
réelle  ainsi  que  la  variable  x.  En  effet,  soit 

(37)  /(j?)=za0-h  atx  -h  atx* -+- . .  .-\-anxn 

une  fonction  entière  du  degré  n.  En  différentiant  n  fois  de  suite 
Téquation  (37),  on  trouvera 

f'(x)     =i.£i|  -h  2atx-h. .  .h-  nanxn~l9 

/"(x)     =  1  .a.a,-f-. .  .-h  (n  —  \)nanxn-*9 

(38)  { 

1  ...., 

f(n>(x)  =  1 .2.3. .  .(/*  —  i)/ian. 

Or,  si  l'on  pose,  dans  ces  diverses  formules,  x  =  o,  on  en  tirera 
<39)    a.=/(o),     a,=  i/'(o),     «,= -i-/'(o),     ....     «„=  — '/(»>(«>), 

1  1*3  ItiiJtit/t 
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puis,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  a0,  aK%  ...,  an  dans 
l'équation  (37),  on  reproduira  évidemment  la  formule  (36)f. 

Exemple.  —  Soit/(a?)  =  (14-  x)n.  On  obtiendra  la  formule  connue 


(4o) 


n  n(n  —  1)     _ 

(1-4-  x)n  =  i  H x-\ x- 

1  1.2 


n(n  —  1)  (/i  —  2)    .  n 

H - -  0 '  x*-h. . .  -h  —  xn~x  4-  x* 

1 .2.0  1 


Concevons  maintenant  que,  la  lettre  a  désignant  une  valeur  parti- 
culière de  la  variable  x9  la  fonction  /(#),  entière  ou  non  entière, 
conserve,  pour  x  =  a,  une  valeur  finie,  aussi  bien  que  ses  dérivées 
d'un  ordre  inférieur  ou  égal  à  n;  et  supposons  d'ailleurs  que  les  fonc- 
tions (3)  restent  réelles  et  continues  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  a  +  h. 
Alors,  si  l'on  fait 

(40  x  =  a-\-s 

et 

(4a)  F(s)  =  /(a  +  «), 

on  trouvera 

F'(«)=/'(a  +  s),        F(«)  =/'(«+*) FW(«)=/W(«  +  «), 

F'(o)  =/'(«),  Ff(o)  =/'(a),  . . .,        F<->(o)  =/<»>(a), 

et  l'on  conclura  de  la  formule  (8),  pour  des  valeurs  de  z  comprises 
entre  les  limites  o,  A, 

F(s)  =  F(o)  +  ÎF'(o)  -h  -^  F'(o)  -k . . 

-\ ^—. r  F«"-«)(o)  A \ F<»>(05) 

I.2.3....(« —  I)  1.2.3. ..rt 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/(*)=/(  a) +  ^V'(a)+... 

1.2. 3.  .\n  —  \y  1.2.0.. .n*      L  v  /J 
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Par  conséquent,  dans  l'hypothèse  admise,  on  peut  trouver  un  nombre  ô 
inférieur  à  i ,  et  propre  à  vérifier  la  formule  (44)t  tant  que  la  variable  x 
demeure  comprise  entre  les  limites  x  =  a,  x  =  a  +  A.  En  vertu  de  la 
même  formule,  la  fonction  /(x)  peut  alors  être  considérée  comme 
composée  de  la  fonction  entière 

(45)  /(«>  -  £=V(a)  +  <■*=£■  M  +...+  ïfe^ô/«-"(«). 

qui  se  trouve  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  —  a, 
et  d'un  reste  représenté  par  le  produit 

( 46)  (*-«)»  j{n)  [a       fl(     _     ^ 
v      '                                        1.2.3.  ../i'/       L  v  /J 

Si,  dans  la  formule  (44)t  on  pose 'successivement  n  =  i,  n  =  2,  .  . . , 
on  obtiendra  les  équations 

(47)     /(*)=/(«)  +  (*-«)/T«  +  fl(*-«)]r 

(48)    /(*)=/(a)  +  (*-a)/'(«)  +  (j?roq)Vv  +  ^-^).T> 


Exemples.  —  Concevons  que  l'on  désigne  par  (x  une  quantité  con- 
stante, et  que  Ton  prenne  successivement  pour  f{x)  les  deux  fonc- 
tions réelles 

qui  restent  continues,  avec  leurs  dérivées  des  divers  ordres,  tant  que 
l'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  positive  et  finie.  On  trouvera, 
pour  les  valeurs  générales  de/^o?)  relatives  à  ces  deux  fonctions, 
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En  conséquence,  la  formule  (44)  donnera,  pour  des  valeurs  positives 
de  la  variable  x9 

x*  =  a*-h  ixaV-*(x  —  a)  -f-  **(**""')  a»-*(x  —  a)* -h. . . 

(5o)    \  +H(F-0---(F-"  +  3)g^,(a;_a)»_t 

v      '     l  i.2.3. .  .(n  — -i)  x  ' 

ul(ul — i)...(a  —  n  +  i).  v   r         „, 

et 

.a? # —  a       i  tx —  a\*       i  fx  —  a\8 

(5i)         {  \  /  \  / 

^_      i      /x  —  a\a~l__  i  T        x  —  a        1* 

~~w  — i\     a     /       -*"  /i  La-h  0(#  —  a)J 

* 

On  arriverait  aux  mêmes  résultats,  en  remplaçant  dans  les  for- 
mules (17)  et  (18)  la  variable  x  par  la  différence  —  —  1. 
Si  Ton  fait  en  particulier  n  =  1,  on  tirera  des  formules  (5o)  et(5i) 


(5a)  x^  —  aV-hpix  —  a)  [a  -+-  9(x  —  a)]»4-1, 


(53)  1-=        X~~a 


a        a  -\-  0(#  —  a) 


11  est  souvent  utile  de  substituer  aux  expressions  (10)  et  (46) 
d'autres  expressions  équivalentes.  On  peut  y  parvenir  comme  il  suit. 

Supposons  que,  dans  l'équation  (44) »  on  regarde  la  quantité  x 
comme  constante,  la  quantité  a  comme  variable;  et  désignons  par 
9 (a)  ce  que  devient  alors  l'expression  (46)  considérée  comme  fonc- 
tion de  a,  en  sorte  qu'on  ait 

(54)    /<*)  =/(a)  +  Z^f(a)  +. . .+  J^^i)  f^i")  +  ?<«>• 

On  conclura  de  la  formule  (47)»  en  y  remplaçant  la  lettre  /  par  la 
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lettre  cp, 

(55)  <p(tf)  =  <p(x)  —  (x  —  a)  9' [a -h  6{x  —  a)]. 

D'ailleurs  on  tirera  évidemment  de  l'équation  (54)  et  de  cette  même 
équation  différentiée  par  rapport  à  la  quantité  a  ^ 

(56)  <p(x)  =  o, 

(  /r a\n~l 

™  ^)=-,.L...(;-o/i'"(a) 

et,  par  suite, 

(58)     m' [a  -h  B(x  -  a)]  =  -  * %     \ ^—  /<*>[>  4-  0(*  -  a)]. 

x       '       TL  J  1.2.3.  .  .(/l  —  1)        ^        L 

Cela  p.osé,  la  formule  (55)  donnera 

On  peut  donc  substituer  l'expression  (59)  à  l'expression  (46).  Seule- 
ment, dans  le  passage  de  l'une  à  l'autre,  le  nombre  0  pourra  changer 
de  valeur,  mais  en  demeurant  compris  entre  les  limites  o,  1. 
Lorsqu'on  a  égard  à  l'équation  (59),  la  formule  (44)  se  réduit  k 

/(*)=/(a)  +  ^/'(«)+^f^!-r(«)+... 

(60)  /  +       (*-a)»-'    ,/<-'> (a) 

v     '  v  1.2.3. . .(«  — i)y  ' 

(j  —  Oy-Ux  —  a)*  ri  ._ 

—5 ï-fln)  [a  -h  0 {x  -  a)]. 

1.2.3.  . .(/« —  1)     '       L  v  /J 

Si  Ton  pose,  dans  cette  dernière,  a  =  o,  on  aura  simplement 


/(*)=/(o)  +  -/'(o) 


1  "  1.2 

(60 


-*"  5^-1 /(n-l)(0)4,        <'         ^         *      ,f<n){0x). 

1.2.3.  .  .(tt  —  1)  '  V    '         1.2.3.  . .(«  — 1)  y        v        ' 

Il  résulte  de  l'équation  (61)  que,  dans  la  formule  (8),  l'exprès- 
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sion  (10)  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

4 

Seulcn^ent,  dans  le  passage  de  la  première  expression  à  la  seconde, 
le  nombre  0  pourra  changer  de  valeur,  mais  en  demeurant  compris 
entre  les  limites  o,  i. 

Si,  dans  les  équations  (6o)  et  (6i),  on  prend  n  —  i,  on  devra  rem- 
placer en  même  temps  le  produit  i.2.3...(/i  —  i)  par  l'unité.  Donc 
alors  on  retrouvera  les  formules  (r  i)  et  (47)-  Mais,  en  posant  n  =  2, 
n  =  3,  . . . ,  on  obtiendra  les  équations 

(63)  /{x)=f(a)  +  (x--a)/'(x)  +  (i-9)(x--a)*f'[a  +  9(jr-a)\'9 


'  f(x)  =/(a)  -h  (.r  -  a)  /'(a)  -h  ^— —/'(«) 


(64) 


1 .2 


^'^-'Vi.+.i-.a. 


(65)  /(a?)  =/(o)  ■+-  x/'{o)  -4-  (1  -  9)*1 /"(*■*). 

(66)     /(^)  =/(o)  ■+■  */'(o)  +  -^/'(o)  +  (1~02)t>gV(M, 


Exemples.  —  Si  l'on  prend  pour/(a?)  les  fonctions 

(H-"*)l\      1(1+*)» 

et  si  Ton  attribue  à  x  une  valeur  qui  surpasse  la  quantité  —  1,  on 
tirera  de  la  formule  (61) 

(1   f-  j?  )l*  =  1  -f-  ULX+  C-^- -.r'-r-... 

v  '  ^  1.2 

(67)  <  ^-jKra)...^-^^,., 

v    '  '      »  1 . 2 . 3 . . .  (  n  —  1  ) 

a(a  —  0(M  —  2). ..(a  —  n-f-i),         _ 

1 .2.3. .  .(n  —  i)  v  '  v  ' 
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et 


(68) 


1/  v  x*        x*  ,     xn~x        ,         .        ,/     .r      \n 

a3  n  —  i  \i-f-y^/ 


Si  Ton  suppose  en  particulier  /i  =  2,  on  trouvera  simplement 

(69)  (1  +  ^)^=1  -h  fur  4-  f*(/x  — 1)  *f(i-9)0  +  9'O,l"1i 

(70)  l(i  H-  ^r)  =^7  — (1  —  9)  ^—-^— .y. 


»*i 
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NEUVIÈME  LEÇON. 


THÉORÈMES  DE  MACLAURIN  ET  DE  TAYLOR. 


Lorsque,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites, 
et  pour  des  valeurs  du  nombre  0  inférieures  à  l'unité,  l'une  des 
expressions 


xn 


<*>  ÏXS7^'",<fl*>' 


» 


xn 


décroît  indéfiniment  tandis  que  n  augmente,  alors,  en  posant  n  =  ac 
dans  l'équation  (8)  ou  (6i)  de  la  huitième  Leçon,  on  trouve 

(3)  /(x)  =/(o)  -h  * /'(o)  -h  ^  /'(o)  -+-  ^  /"(o)  +  . . . . 

Donc  alors  la  série 

(4)  /(o),     y/'(o),     -^/»,      ^m      ■-.• 

qui  a  pour  terme  général  le  produit 

reste  convergente,  tant  que  la  variable  x  demeure  comprise  entre  les 
limites  données,  et  cette  série  fournit  une  somme  équivalente  à  la 
fonction /(a?).  C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  Afaclaurin. 
11  est  important  d'observer  que  la  fraction  renfermée  dans  l'exprès- 
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sion  (2),  savoir 

(6)  5 > 

1 . 2 . 6 . . .  n 

s'évanouit  pour  une  valeur  infinie  de  n.  En  effet  le  produit 

m(ll_m  +  I)  =  ^-_j_^__mj 

croît  évidemment  avec  le  nombre  entier  m,  depuis  m  =  i  jusqu'à 
m  =  -;  et,  comme  on  a  en  conséquence 

I  .71  <  2(/i  —  i)  <  3(/l  —  2)<..., 

n 

(7)  1 .3.3. .  ./1  >  a1, 

il  est  clair  que  la  valeur  numérique  de  la  fraction  (6)  sera  toujours 
inférieure  à  celle  de  la  quantité 


(8) 


(*)'■ 


et  s'évanouira  aussi  bien  que  cette  quantité,  pour  n  =  00.  On  en  con- 
clut immédiatement  que,  dans  le  cas  où  la  quantité 

(9)  /<•>(**) 

conserve  une  valeur  finie,  tandis  que^/i  croît  indéfiniment,  l'expres- 
sioji  (1)  converge  vers  une  limite  nulle.  Donc  alors  la  série  de  Mac- 
laurin,  c'est-à-dire  la  série  (4)>  est  convergente,  et  elle  vérifie  la  for- 
mule (3).  C'est  ce  qui  arrivera  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  finies 
de  x,  si  à  chacune  d'elles  correspond  une  valeur  finie  de  la  fonc- 
tion fn)(x). 

Exemples.  —  Si  l'on  prend  successivement  pour/(a?)  les  trois  fonc- 
tions 

ex,     cosar,     sin.z, 

on  trouvera,  pour  les  valeurs  correspondantes  def{n)(x), 


(         A7r\         .    /          /i7r\ 
e-*,     coslxn u     %m\x-\ j 
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Comme  ces  dernières  quantités  restent  finies,  quel  que  soit  x,  tandis 
que  n  augmente,  on  peut  affirmer  que  le  théorème  de  Maclaurin  est 
toujours  applicable  aux  fonctions  e*,  cosx,  sina\  On  aura  en  consé- 
quence, pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de  la  variable  x, 


(10)  ex—i-\ h 


X  X*  x% 


I  I .2  J  .2.3 


X*  Xk  X* 


(il)  COS.T  =  I I j-t .j     .     >    a  4-..  ., 

1.2  1.2.4.4  1.2. 0.4. 5-6 


(12)  sinj:  = 


x  x*  xl 


1        1.2.3        1.2.3.4-5 

* 

L'équation  (10)  coïncide  avec  la  formule  (12)  des  Préliminaires.  Si 
l'on  y  remplace  la  variable  x  par  le  produit  a?lA,  A  désignant  une 
constante  positive,  alors,  en  ayant  égard  à  la  formule 

k*—exXK, 

on  trouvera 

(i3)  A*=i-t--IA-+-—  (lÀ)1-^— «(IA)1-*-.... 

1  1.2  1.2.3 

Au  reste,  il  peut  arriver  que  la  fonction  f(n)(§x)  devienne  infinie 
avec  le  nombre  n,  et  que  le  théorème  de  Maclaurin  subsiste.  Conce- 
vons, par  exemple,  que  Ton  prenne 

/(a?f=l(n-*)f 

et  qu'en  même  temps  on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  numé- 
rique inférieure  à  l'unité.  On  trouvera,  dans  ce  cas, 

ftm),  -\ u  i-a-3...(/i-i), 

et,  comme  le  rapport 

1 .2.3.  .  .(n  —  1) 


(i  +  .r)"         ' 


toujours  supérieur  au  produit 


n-  1 

(*-0     2 
(14-  X)n 


1  4-  X  \   l  4-  X  J 


\  n-l 


t 
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croîtra  indéfiniment  avec  n,  on  pourra  en  dire  autant  des  deux  fonc- 
tions f{n)(x),  f{n)(§x).  D'ailleurs  l'expression  (a)  deviendra 


0,~  '  J 


'JF 


et,  comme  la  fraction 


i  —  0   _   __  6(i  +  x) 


i  -h  Qx  i-+-Qx 


sera  évidemment  un  nombre  inférieur  a  l'unité,  il  est  clair  que  l'ex- 
pression (i4)  s'évanouira  pour  n  =  ao.  On  aura,  en  conséquence,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  —  i,  h-  i, 


X  X*  X*  X* 


(,5)  ,(I  +  X)  =  T__  +  ___T  + 


•     •     •     • 


I 


Si  la  valeur  numérique  de  la  variable  x  devenait  supérieure  à  l'unité, 
alors  le  terme  général  de  la  série 

x  xm-       x*  x' 

v        '  12  3  4 

savoir 

(•7)  -— ' 

« 

convergerait,  pour  des  valeurs  croissantes  de  #i,  vers  la  limite  d=  oo 
[voir  la  formule  (u)  de  la  page  32o].  Par  suite,  la  série  (16),  étant 
divergente,  n'aurait  plus  de  somme,  et  cesserait  de  vérifier  la  for- 
mule (i5). 

Si,  dans  la  formule  (i5),  on  fait  converger  la  variable  x  :  i°  vers  la 
limite  i;  2°  vers  la  limite  —  i,  on  trouvera,  dans  le  premier  cas, 

(l8)    la  =  1_I  +  I«J+...=  ^H.-L  +  gis+.t.  =  of693i47.8..., 


et,  dans  le  second, 

(I9)  Ic^-fn-i+'  +   '-t-...  1-—00. 


i       i       i 
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Supposons  encore 

f(x)  =  arclangx. 

Alors,  si  l'on  prend  pour  x  un  nombre  impair,  l'expression  (i)  se 
trouvera  réduite  au  dernier  terme  de  la  formule  (34)  de  la  huitième 
Leçon,  c'est-à-dire  à 

,      x  x»  (i  -  0.rVm)-"-h(i-f-  Bxs/~i)'a 

(20)  z^. —  - ! - 

x      '  ^    n  2 

Soient  d'ailleurs  pn  et  qa  deux  quantités  réelles  déterminées  par 
l'équation 

(21)  (l  +  G*  V—tJ       =  Pn+  ÇnV--  I. 


On  aura  évidemment 


xn 


(22)  _(!  _  Ô^y/ZTl)    n—pn^gnS/ZTl 

et,  par  suite, 

x-  (1^0^v^r-,)-»  +  (i  +  ^v/=^)-__^ 

{26}  —  -  —pn. 

De  plus,  on  tirera  des  formules  (21)  et  (22)  combinées  entre  elles  par 
voie  de  multiplication 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(a4)  /,î  +  ^  =  i(r^i)"- 

Si  maintenant  on  attribue  k  la  variable  x  une  valeur  numérique  infé- 
rieure à  l'unité,  la  valeur  du  binôme  pl  +  gl*  fournie  par  l'équa- 
tion (24),  deviendra  évidemment  nulle  pour  n=<x>,  et  par  suite  la 
quantité  =£/>„,  ou  l'expression  (20),  convergera,  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n,  vers  la  limite  zéro.  Donc  alors,  en  posant  n  =  x> 
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dans  la  formule  (34)  de  la  huitième  Leçon,  on  trouvera 

(20)  arctang^  =  x  — ^  -+-  -= k 

Si  la  valeur  numérique  de  x  devenait  supérieure  à  l'unité,  alors, 
comme  l'expression  (17)  convergerait,  pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  vers  la  limite  =fc  x>,  la  série 

,     -.  X  X%  X%  X1 

(20)  -> 5-)        -h  -^-> y 

\  3  0  7 

serait  divergente,  et  cesserait  de  vérifier  la  formule  (25). 

Si,  dans  la  formule  (s5),  on  fait  converger  la  variable  x  vers  la 
limite  1,  on  trouvera 

x  ^  .  /      x  III  /        I  I  I  \ 

(27)  7  =rarctang(i)~i—  5  +  - u.  ..=  a(  — «  4-  ? 1 h...  ) 

'4  357  \  1 .3       5.7       9. 1 1  / 

et,  par  suite, 

(28)  7r  =  8(  — =  -h  p 1 h. . .  )  —  3,  i4i5q265 

\i  .3       5.7       9. 1 1  /  u 

Si  l'on  prenait,  au  contraire,  x  =  —  >  la  formule  (25)  donnerait 

v/3 

(29)  ^=arctang  —  —  _(  i_  —  +  ,_ 


6  °v^3~v/3V        33       5'3'       7-33 

Supposons  maintenant 

/(.r)  =  (n-*)'\ 

[x  désignant  une  quantité  constante.  Dans  cette  hypothèse,  la  série  de 
Maclaurin  deviendra 

(3o)       .  ,,  pl*.  ele--!1*.,  eltr-Ui^,.,  .... 

1.2  1.2.0 

tandis  que  l'es  expressions  (1)  et  (2)  se  trouveront  réduites  aux  der- 
niers termes  des  formules  (17)  et  (67)  de  la  huitième  Leçon,  c'est- 
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à-dire  aux  produits 


p(|i  — 0(H-al...lp-»-n) 
-a.3...« 


(3i)  !•'!•- ■'"■-■'•■■'■C--ZIL2Li; ,.(,-,.  ),)>-. 


f*f|*  — 0  ^  ft  — a)--  -(M—  " 


De  plus,  si  Ton  désigne  par  «„  le  terme  général  de  la  série  (3<>),  et 
par  m  un  nombre  entier  inférieur  à  n,  on  aura  évidemment 


nrpj-jHji- »)■■■(!.- «-.-il 


(33) 

««»     -<"-(- ^)(-^)-(-^)--«- 

Cela  posé,  représentons  par  r  la  valeur  numérique  de  x,  et  par  p  un 
nombre  choisi  arbitrairement  entre  les  limites  i  et  r.  On  pourra  évi- 
demment attribuer  à  m  une  valeur  assez  considérable  pour  que, 
n  étant  supérieur  à  m,  la  valeur  numérique  du  produit 


reste  comprise  entre  i  et  p.  Alors  celle  du  rapport 

£=«-)-(-:^)(-£-tî)-(-'^)- 

se  trouvera  elle-même  renfermée  entre  les  limites  i  et  p"~".  Par  suite, 

si  l'on  a 

r>p>i, 

la  fraction  ~ ■  et  le  produit  de  cette  fraction  par  «„,  ou  la  quantité  «„, 
deviendront  infinies,  en  même  temps  que  p"~m.  pour  n  =  ce.  Au  con- 
traire, si  l'on  a 

r<p<i, 

les  quantités  —  et  «„  s'évanouiront  pour  n  —  »,  en  même  temps 
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que  p""'.  Ajoutons  qu'on  pourra  en  dire  autant  :  i°  de  la  quantité 

/95x  (f*  —  Q^-a)...(fA—  W-4-1)  , 

V         '  1.2.3.  ..(/l— I) 

que  Ton  déduit  de  u„  en  diminuant  chacun  des  nombres  [k  et  n  de 
l'unité;  20  de  l'expression  (32)  qu'on  obtient  en  multipliant  la  quan- 
tité (35)  par  le  produit 

attendu  que  ce  produit  converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  /*, 
vers  une  limite  finie  ou  nulle.  Donc,  si  la  valeur  numérique  de  x  sur- 
passe l'unité,  la  série  (3o),  dont  le  terme  général  deviendra  infini 
avec  le  nombre  n,  sera  divergente  et  n'aura  pas  de  somme.  Mais,  si  la 
valeur  numérique  de  x  est  inférieure  à  l'unité,  alors,  en  posant 
n  =  oo,  on  tirera  de  la  formule  (67)  de  la  huitième  Leçon 

(36)  (,  +  a:)^,  +  ^x+îi^Tjl^+{i(iL=ill^ll>x»  +  .... 

I  J .2  1 .2.3 

Par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  qui  précèdent,  on  prouve- 
rait aisément  que  l'expression  (3i)  s'évanouit  pour  une  valeur  infinie 
de  /i,  quand  la  variable  x  est  renfermée  entre  les  limites  o,  1.  Il  en 
résulte  que  l'équation  (36)  peut  être  déduite  de  la  formule  (17)  de 
la  huitième  Leçon,  mais  dans  le  cas  seulement  où  la  variable  x  reste 
positive  et  inférieure  à  l'unité. 

Lorsque,  dans  la  formule  (36),  on  remplace  la  quantité  (jl  par  un. 
nombrç  entier  /?,  on  retrouve  l'équation  (4o)  de  la  huitième  Leçon. 
Si,  dans  la  même  formule,  on  écrit  —  (jl  au  lieu  de  [/.,  on  en  tirera 

(37)  (1 -h  *)-!*  —  1  —  *-*  +  *-^ -xr-  — -^r x3  -+-.... 

On  aura,  par  suite, 

(38)  (1-a,)-K=,  +  ^+^±iU--+^  +  l)(?  +  2W.... 

I  1.2  I .2.3 
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Enfin,  si  l'on  pose  successivement  [i  =  i,  u.  —  2,  y.  =  3,  . .. ,  ja  =  m, 

m  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  l'équation  (38)  donnera 

(39)     ■       —i-i-jr    +J-1    +  xl     +...-*-  ar"-t-. .  ., 


(4o)       j  _-,-i  —n-  ajr4-3^'H-^'  +  ...+  («  +  1)*»  +  . 


(„+,)(„-t-3) 


!  1.2.3. ..(»«-!) 

Si  l'on  prenait,  au  contraire,  \t.  =  -»  on  trouverait 


>+ 

1.3 

+ 

i.3 

2T4 

5 
6 

1.3.5 

..(»> 

- 

1) 

3.4 

.6.  :. 

/i 

Supposons  maintenant  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
enlre  les  limites  x  =  a,  x  =;  a  ■+-  h,  et  pour  des  valeurs  du  nombre  9 
inférieures  à  l'unité,  l'une  des  expressions 

(44) 

145  >  i.a*3~.1«-i)('  "  ^""'/"T"  +  fl(*  -  a>J 

décroisse  indéfiniment,  tandis  que  n  augmente;  alors,  en  prenant 
n  —  x,  dans  l'équation  (44)  °»  (*>o)  de  la  huitième  Leçon,  on  trou- 
vera 
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Si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose  x  =  a  -+-  h,  la  formule  (46)  donnera 

I  I  •  o  I  .  <£  •  O 

Enfin,  si,  dans  l'équation  précédente,  on  remplace  la  lettre  a  qui 
désigne  une  valeur  particulière  de  la  variable  x  par  cette  variable 
elle-même,  on  obtiendra  la  formule 

(48)      f(x  +  h)  =/{x)+±f\x)+^f\x)+-^ />{*)+•••• 

I  I  •  a  I  •  !2  •  O 

Cette  dernière  subsiste  toutes  les  fois  que,  les  fonctions 

(49)  /(*  +  *).  /'(*  +  «),  /"(*  +  -),    ... 

étant  continues  entre  les  limites  z  =  o,  z  =  h,  l'une  des  quantités 

<5o>  7TT— =/'"'<*+ fl*>. 

(5.)  _^_(I  _,).-./*.,<,  +  ,*) 

s'évanouit  pour  une  valeur  infinie  de  n.  Alors  la  série 

(52)  /(*),     ^ /'(*),     r^ /'(•*),     —-o  /'(*),     -.., 
qui  a  pour  terme  général 

(53)  .  % /<">(*), 

'  IÎ2.3.../1*' 

est  convergente  et  fournit  une  somme  équivalente  à  f(x-±-h).  La 
proposition  que  nous  venons  d'énoncer  est  précisément  le  théorème 
de  Taylor. 

Exemple.    —   Si  Ton  prend  successivement  pour  /(x)  les  deux 
fonctions 

\x,     XV-, 

et  si  Ton  suppose  la  valeur  numérique  de  h  inférieure  à  celle  de  x,  on 
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trouvera 

V  I  .2.3 

On  pourrait  déduire  immédiatement  ces  dernières  formules  des  équa- 
tions (i5)  et  (3G)  en  y  remplaçant  a:  par  -• 

Il  est  essentiel  d'observer  que  les  formules  de  Maclaurin  et  de 
Taylor  subsistent,  non  seulement  pour  des  valeurs  réelles,  mais  aussi 
pour  des  valeurs  imaginaires  de  la  fonction  f(x).  Supposons  en  effet 

(56)  f{x)  --9(j?)  -+-x(jr)V '—  "» 

y(x)  et  jr  (a?)  désignant  deux  fonctions  réelles  de  la  variable  x.  Si,  le 
nombre  6  étant  inférieur  à  l'unité,  l'une  des  expressions 


Xn 


(58)  ___^^(l_9).-.ç«.,(^ 

se  réduit  à  zéro  pour  des  valeurs  infinies  de  n9  on  aura 

(59)  ?(x)  =  9(o)  +  -a'(o)-+-  — -  f(o)-h  — -^9ff(o)-f-.. 

De  même,  si  l'une  des  expressions 

v  i .  2 . 3 . . .  n  K 


xn 


(6.)  __.__(l_^.x(-,(9») 

s'évanouit  pour  /i  =  ao,  on  trouvera 


»s 


a"     ,,    »         x-      m.    .  jr 


(62)  X(ar)  =rZ(o)  +  --x'(o)  +  -    -  x'(o)  +  T-0  x"(o)  -+- 
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Or  on  tirera  des  formules  (09),  (62),  combinées  entre  elles. 


(63)         /       =  <p(o)  +  ^"^  x(o)  +  7  t?'(o)  "+"  ^"^  X'(0)^ 


x* 


1  .a 


[?'(o)+vc^xff(o)]+--; 


et  il  est  clair  que  cette  dernière  équation  ne  diffère  pas  de  la  formule 
de  Maclaurin,  de  laquelle  on  la  déduit  en  prenant  pour  f(x)  la  fonc- 
tion imaginaire  ç(j?)-+-\'  —  i  x(x)u  ®n  Peu*  raisonner  de  la  même 
manière  par  rapport  à  la  formule  de  Taylor. 

Les  formules  (59)  et  (62),  et  par  suite  la  formule  (63),  subsistent 
évidemment  dans  le  cas  où  chacune  des  fonctions  <f{n)(x),  x/'U^O 
conserve  une  valeur  finie,  quel  que  soit  x>  pour  n  =  oc,  c'est-à-dire, 
en  d'autres  termes,  dans  le  cas  où  la  fonction  imaginaire 

(64)  f{n)(x)  =yW(x)+)/~ixt*)(x) 

reste  finie  tandis  que  n  croît  indéfiniment. 

Exemples.  —  Si  l'on  prend  • 

f(x)  —  cos.r  -+-  \F^- 1  sin  x, 

la  formule  (3)  ou  (63)  donnera 


X    / X1  X1         > 


(65) 

! 


cos  x  -+-  d—  1  sina?  ~n \l  —  1 «  v  r^~  1 

1  I   T  I  .2  I .2.3 


Xk  X6 


1 .2.3.4        1 .2.3.4.5 


L'équation  imaginaire  qui  précède  se  décompose  d'elle-même  en  deux 
équations  réelles  qui  ne  sont  autres  que  les  formules  (1 1)  et  (,12). 
Supposons  encore 

f{x)  —  eax(cosbx  -+-  v''—  '  sinôa?), 
a  et  b  désignant  deux  constantes  réelles.  On  trouvera,  dans  ce  cas,  en 
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ayant  égard  à  la  dernière  des  formules  (i  1)  de  la  page  3o6, 

f\x)     r=  (a  +  bt]~\)e™(cosbx  ■+-  y^7  sinbx)  —  (a  ■+-  b  v/~)/(^). 
/•(*)     =(a  +  6v^7)  /'(*>  =  (<"  +  bj=\)'f\*), 

/■••ïx)  =  (a  +  b^yf(*), 

et,  par  suite, 

/"(o)     ^(o-t-S^)', 
/«(o^o-l-i^)-. 

Cela  posé,  [a  formule  (63)  donnera 

(  eai(cos6ar  + v' — '  sin&x) 
(66)  )      _,  .  (q+fc^l)x      fa  +  ^=l)V      (^i^)',. 

[  I  1.3  1.3.3 

Si,  dans  cette  dernière,  on  pose  ax=p,  bx  =  g,  on  obtiendra  l'équa- 
tion 

l  epfcosy  -r-v/_  '  siny) 
(    " J    /       —  ,  +  />  +  ? ^—  '  +  (p  +  yy/^T)'  +  (p  +  q^-i)*  ^ 

qui  subsistera  pour  des  valeurs  quelconques  des  variables  réelles  p 

et  q. 
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RÈGLES   SUR    LA   CONVERGENCE   DES    SÉRIES.    APPLICATION   DE   CES    RÈGLES   AUX   SÉRIES 

DE  MACLAURIN   ET   DE   TAYLOR. 


Les  formules  (3)  et  (48)  de  la  Leçon  précédente  ne  pouvant  sub- 
sister que  dans  le  cas  où  les  séries  de  Maclaurin  et  de  Taylor  sont 
convergentes,  il  importe  de  fixer  les  conditions  de  la  convergence 
des  séries.  Tel  est  l'objet  dont  nous  allons  nous  occuper. 

L'une  des  séries  les  plus  simples  est  la  progression  géométrique 

(i)  a9     ax9     axl9     axl,     •  ••> 

qui  a  pour  terme  général  axn.  Or  la  somme  de  ses  n  premiers  termes, 
savoir 

i  —  xn  a  axa 

(2)  fl(i  +  j;  +  a:,  +  ..,  +  xn~x)  =  a 


I  —  X  I  —  X  I  —  X 


convergera  évidemment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la 
limite  fixe 


(3)  r^ 


X 


ou  cessera  de  converger  vers  une  semblable  limite,  suivant  que  la 
valeur  numérique  de  la  variable  x  supposée  réelle  sera  ou  ne  sera 
pas  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Donc,  si  Ton  attribue  à  la 
variable  x  une  valeur  réelle,  la  série  (1)  sera  convergente,  lors- 
qu'on aura  #2<i,  et  divergente  dans  le  cas  contraire. 

Concevons  maintenant  que  l'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur 
imaginaire,  c'est-a-dire  de  la  forme  p  -h  q  >J—  1 ,  p  et  q  désignant  des 

OEuvrcê  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  4$ 
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quantités  réelles.  Le  module  de  cette  valeur  ne  sera  autre  chose  que 
la  racine  carrée  de  la  somme  p2  -hq2  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
racine  carrée  du  produit  des  deux  expressions  imaginaires 

(4)  P  +  q*f-**    p  —  çs/—* 


qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  yj—  1 9  et  que  Ton  appelle  expres- 
sions imaginaires  conjuguées.  Donc,  si  l'on  nomme  r  le  module  dont 
il  s'agit,  on  aura 

(5)  r*=(p  +  q\f^\)(p  -  qsT~\)=i  p*+  q\ 

(6)  r  —  \fp* -+-  q* . 

Soit  d'ailleurs 

» 

(7)  (P  +  Ç  <fI7~l)n  =  Pn  +  ÇnST^l  , 

Pn>  <fn  désignant  encore  des  quantités  réelles.  Comme  on  trouvera  par 
suite 

(8)  (p  —  ÇS/^y^Pn—qnSf1^, 

on  en  conclura 

(9)  Pl  +  9l=(p  +  q^0n(p-7\/Z:~0n=(Pt+<lt)u  =  rtn> 

(io)  s/pl-i-ql—  r*. 

Donc,  pour  obtenir  le  module  de  x",  il  suffira  d'élever  a  la  n*tm*  puis- 
sance le  module  r  de  la  variable  x.  Cela  posé,  concevons  que  Ton 
attribue  au  nombre  entier  n  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 
Pour  que  l'expression 

s'approche  alors  indéfiniment  de  la  limite  zéro,  il  sera  nécessaire  et 
il  suffira  que  les  quantités  réelles/?,,,  qn  convergent  vers  cette  même 
limite.  Or  il  est  clair  que  cette  condition  sera  ou  ne  sera  pas  satis- 
faite, suivant  que  le  module  r  de  la  variable  x  sera  ou  ne  sera  pas 
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inférieur  à  l'unité.  En  effet,  en  supposant  r<  i  et  n  =  oo,  on  tirera 
de  l'équation  (10) 

Au  contraire,  si  l'on  suppose  r=  i  ou  r>  i  et  n  =  00,  l'équation  (10) 
donnera 

et  par  suite  Tune  au  moins  des  deux  quantités />„,  qn  cessera  de  con- 
verger, pour  des  valeurs  croissantes  de  /*,  vers  la  limite  zéro.  Il  suit 
évidemment  de  ces  remarques  que  le  produit 

a        m        axn 
xn  — > 


1  —  x  1  —  x 


dans  lequel  le  seul  facteur  x"  varie  avec  le  nombVe  n9  acquerra  une 
valeur  nulle  pour  n  =  »f  si  Ton  a  r<i,et  une  valeur  différente  de 
zéro,  si  l'on  a  r=  1  ou  r>  1.  Donc,  la  variable  x  étant  imaginaire, 
la  série  (i)sera  convergente,  si  le  module  de  x  est  inférieur  à  l'unité; 
mais  elle  sera  divergente  dans  le  cas  contraire.  Cette  conclusion  sub- 
siste lors  même  que  la  constante  a  devient  imaginaire.  Elle  subsiste 
aussi  dans  le  cas  où,  la  quantité  q  étant  nulle,  la  variable  x  redevient 
réelle.  Alors  le  module  de  cette  variable  se  réduit  à  sa  valeur  numé- 
rique, et  l'on  se  trouve  ramené  à  la  règle  que  nous  avons  d'abord 
indiquée. 

Considérons  maintenant  la  série 

(il)  U0f      Ulf      I£„      uSf       : .  ., 

composée  de  termes  quelconques  réels  ou  imaginaires.  Pour  que  cette 
série  soit  convergente,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  (voiries  Prélimi- 
naires, page  279)  que  des  valeurs  croissantes  de  n  fassent  converger 
indéfiniment  la  somme 

(I2)  5-=ll0-+-ll|-+-  l*s-+-.  .  .-+-  W/j-j 

vers  une  limite  fixe  5.  En  d'autres  termes,  il  sera  nécessaire  et  il  suf- 
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fira  que,  le  nombre  n  devenant  infini,  les  sommes 

diffèrent  infiniment  peu  de  la  limite  fr,  et  par  conséquent  les  unes 
dj?s  autres.  D'ailleurs,  les  différences  successives  entre  la  première 
somme  sm  et  chacune  des  suivantes  sont  respectivement  déterminées 
par  les  équations 

$n-*-l        Sn"^1  Uni 

^m-hI  —  $n  =  un  •+■  un+\  "+"  Un+H 


Donc,  pour  que  la  série  (n)  soit  convergente,  il  est  d'abord  néces- 
saire que  le  terme  général  un  s'approche  indéfiniment  de  zéro,  tandis 
que  n  augmente.  flïais  cette  condition  ne  suffît  pas,  et  il  faut  encore 
que  les  différentes  sommes 

c'est-à-dire  les  sommes  des  termes 

prises,  à  partir  du  premier,  en  tel  nombre  que  l'on  voudra,  s'éva- 
nouissent elles-mêmes  pour  n  =  ».  Réciproquement,  lorsque  ces 
diverses  conditions  sont  remplies,  la  convergence  de  la  série  est  évi- 
demment assurée. 

11  est  encore  évident  que,  pour  décider  si  la  série  (i  i)  est  conver- 
gente ou  divergente,  on  n'aura  nullement  besoin  d'examiner  ses  pre- 
miers termes,  et  qu'on  pourra  même  les  supprimer  de  manière  à 
remplacer  cette  série  par  la  suivante 

m  désignant  un  nombre  entier  aussi  grand  que  l'on  voudra. 
Supposons  à  présent 

05)  «n  —  Vn+-*>nS/-^*> 
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efl,  wn  désignant  deux  quantités  réelles,  dont  la  seconde  s'évanouira 
toutes  les  fois  que  la  série  (i  i)  sera  réelle.  Comme  la  somme  imagi- 
naire sn9  déterminée  par  l'équation  (12),  deviendra 


(16)     , 


=  (  P0 -h  ?i  H- .  .  . -H  *>«-i)-+-(«'o-+-«'i  +  -  .  .4-w„-i)^7, 


elle  convergera,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  une  limite 
fixe,  si  les  deux  sommes  réelles 

«\> -h  Wi -h .  .  .-f-tv„_t 

convergent  vers  de  semblables  limites.  Il  en  résulte  que  la  série  (11) 
sera  toujours  convergente,  en  même  temps  que  les  séries  réelles 

(17)  «'0,  *U  ^1»  •••!  f/M  ...» 

(18)  W0f       Wlt        «'!>        •••»       <*«>        

Si  ces  dernières  ou  Tune  d'elles  seulement  deviennent  divergentes, 
la  série  (n)  le  sera  également. 

Pour  que  les  séries  (11)  et  (18)  soient  convergentes,  il  est  néces- 
saire et  il  suffit,  en  vertu  des  remarques  précédemment  faites,  que 
les  diverses  quantités 

(19)  un>      «jî-Httin-1»      "/.+  ««+!  +  «»+!,       .--, 
(30)                                    fn,        fj.-1-tVn,       Vm+Vm+l  +  V**»        ••• 

s'évanouissent  pour  /i=x>.  Or  cette  condition  sera  nécessairement 
remplie,  si  les  modules  des  différents  termes  de  la  série  (1 1)  ou  (i4) 
forment  une  série  convergente.  En  effet,  soit 


(21)  Pn=*jv\+W\ 

le  module  de  l'expression  (1 5)  qui  est  le  terme  général  de  la  série  (1 1). 
Ce  module  sera  une  quantité  positive,  qui  surpassera  évidemment  la 
valeur  numérique  de  vn  et  celle  de  wn.  Par  suite,  les  valeurs  numé- 
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riques  des  quantités  (19)  et  (20)  seront  inférieures  à  celles  des  quan- 
tités correspondantes 

(22)  pn,      P/i-t-p/,+  1»      p»+p*+t  +  P»+!»       

D'ailleurs,  si  les  modules  des  différents  termes  de  la  série  (1 1)  ou  (i4)» 
savoir 

(20)  p0,      pi,      pi,       .  ..,      pn>       ... 

OU 

(a4)  P«n       pm-hi*      Pm+J>       •••> 

forment  une  série  convergente,  les  quantités  (22)  s'évanouiront  pour 
/i  =  oc.  Donc,  à  plus  forte  raison,  les  quantités  (19)  et  (20)  s'éva- 
nouiront elles-mêmes.  On  peut  en  conclure  que  la  série  (11)  ou  (14) 
sera  toujours  convergente,  lorsque  les  modules  de  ses  différents 
termes  formeront  une  série  convergente. 

Si  la  valeur  numérique  de  p„  ne  décroissait  pas  indéfiniment  pour 
des  valeurs  croissantes  de  n9  on  pourrait  en  dire  autant  de  l'une  des 
quantités  vnf  wn.  Alors  l'une  des  séries  (17),  (18),  et  par  suite  la 
série  (n)>  deviendrait  nécessairement  divergente. 

En  partant  des  principes  que  nous  venons  d'établir,  on  démontrera 
sans  peine  les  deux  théorèmes  que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  I.  —  Cherchez  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  converge, 
tandis  que  n  croît  indéfiniment,  lf expression 

1 

(25)  (prt)«; 

et  soit  R  la  plus  grande  de  ces  limites.  La  série  (11)  sera  convergente,  si 
l'on  aR<i;  divergente,  si  l'on  aR>i. 

Démonstration.  —  Supposons  d'abord  R<r,  et  choisissons  arbi- 
trairement entre  les  deux  nombres  1  et  R  un  troisième  nombre  p, 
en  sorte  qu'on  ait 

(26)  R<p<i; 
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n  venant  à  croître  au  delà  de  toute  limite  assignable,  les  plus  grandes 

valeurs  de  (p„)n  ne  pourront  s'approcher  indéfiniment  de  la  limite  R, 
sans  finir  par  être  constamment  inférieures  à  p.  Par  suite,  il  sera  pos- 
sible d'attribuer  au  nombre  entier  m  une  valeur  assez  considérable 
pour  que,  n  devenant  égal  ou  supérieur  à  m,  on  ait  constamment 

i 
(p»)"<P,       p»<p"- 

Alors  les  termes  de  la  série  (24)  seront  des  nombres  inférieurs  aux 
termes  correspondants  de  la  progression  géométrique 


(27)  pm,    pm+l,    p 


,       .  .  .  , 


et,  comme  cette  dernière  sera  convergente  (à  cause  de  p<CJ)>  on 
devra  en  dire  autant  de  la  série  (24),  par  conséquent  des  séries  (14) 
et  (11). 

Supposons  en  second  lieu  R>  1,  et  plaçons  encore  entre  les  deux 
nombres  1  et  R  un  troisième  nombre  p,  en  sorte  qu'on  ait 

(28)  R>p>i. 

Si  n  vient  à  croître  au  delà  de  toute  limite,  les  plus  grandes  valeurs 
1 

de  (p*)",  en  s'approchant  indéfiniment  de  R,  finiront  par  surpasser  p. 
On  pourra  donc  satisfaire  à  la  condition 

(pn)n>P        ou        p«>pn>i, 

pour  des  valeurs  de  n  aussi  considérables  que  Ton  voudra,  et  par 
suite  on  trouvera  dans  la  série  (24)  un  nombre  indéfini  de  termes 
supérieurs  à  l'unité,  ce  qui  suffira  pour  constater  la  divergence  des 
séries  (24),  (i4)  et  (1 1). 

Théorème  IL  —  Si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  le  rapport 
converge  vers  une  limite  fixe  R,  la  série  (11)  sera  convergente  toutes  les 
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fois  que  Von  aura  R  <  i ,  et  divergente,  toutes  les  fois  que  Von  aura 

R>K 

Démonstration.  —  Choisissez  arbitrairement  un  nombre  e  inférieur 
à  la  différence  qui  existe  entre  i  et  R.  Il  sera  possible  d'attribuer  à  m 
une  valeur  assez  considérable  pour  que,  n  devenant  égal  ou  supérieur 
à  m,  le  rapport 

demeure  toujours  compris  entre  les  deux  limites 

R  —  £,    R-+-e. 

Alors  les  différents  termes  de  la  série  (24)  se  trouveront  compris 
entre  les  termes  correspondants  des  deux  progressions  géométriques 

pm,    pm(R  —  e),    pm(R  — e)*,    pm(R  — e)1,     ..., 
P//»,    p,„(R-be),    pm(R-He)f,    pm(R-+-e)3,     ..., 

lesquelles  seront  toutes  deux  convergentes,  si  Ton  a  R<  1,  et  toutes 
deux-divergentes,  si  l'on  aR>i.  Donc,  etc. 

Scolie.  —  11  serait  facile  de  prouver  que  la  limite  du  rapport  (29), 
dans  le  cas  où  cette  limite  existe,  est  en  même  temps  celle  de  l'expres- 
sion (25)  (voir  X Analyse  algébrique,  Chap.  VI)  (*). 

En  appliquant  les  théorèmes  I  et  II  aux  séries  de  Maclaurin  et 
de  Taylor,  on  obtient  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  III.  —  Soient  f(x)  une  fonction  réelle  ou  imaginaire  de  la 
variable  x,  et  cpn  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  V expression 

Soit  de  plus  <ï>  la  limite  vers  laquelle  convergent,  tandis  que  n  croît  indé- 

1 

finiment,  les  plus  grandes  valeurs  de  (ç»)"  ou  bien  encore  la  limite  unique 

(!)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III,  p.  123  el  63. 
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(si  cette  limite  existe)  du  rapport  î^i.  La  série  de  Maclaurin,  savoir 

9» 

(3i)  /(o),    f/'(o),    ~r(°)>    7^î/W(°)'     •••» 

sera  convergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de  la  variable  x 
supposée  réelle,  ou  le  module  de  la  même  variable  supposée  imaginaire 

sera  inférieur  à  -=-»  et  divergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique 
ou  le  module  de  x  surpassera  -=-  • 

Démonstration.  —  Soit  r  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  la 
variable  x.  Le  terme  général  de  la  série  (3i),  savoir 


xn 


(32)  — ■ /<*>(<>), 

i .  2 . 6 . . .  n  J 

aura  pour  valeur  numérique  ou  pour  module  le  produit 


o*r*. 


Cela  posé,  si,  dans  les  théorèmes  I  et  II,  on  remplace  la  série  (i  i)  par 
la  série  (3i),  on  trouvera  évidemment 

(33)  pn=9nrn, 

Donc  la  série  (3i)  sera  convergente  lorsqu'on  aura 

(34)  '  •/•<!       ou       r<$> 
et  divergente  lorsqu'on  aura 

(35)  <l>r>i        ou      *'>jr- 

Exemples.  —  Si  Ton  prend  pour/(a?)  la  fonction  e*,  on  aura 

i .  2 . 6 .  . .  n  9«  n  -h  i 

(36)  *  =  iim  _L_  =  0> 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  49 
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Dans  le  même  cas,  la  série.  (3i)  se  trouvera  réduite  à  la  série  (i  i)  des 
Préliminaires.  Donc  cette  dernière  série,  savoir 


(38) 


x        .r1  jr 

i,      —, ,     -, 

I  1.2  1.2.3 


i .  2 . 3 . . .  n 


est  convergente  tant  que  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  x 
n'atteint  pas  la  limite  oo,  c'est-à-dire  que  la  série  (38)  est  conver- 
gente pour  une  valeur  finie  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  de  la 
variable  x.  On  peut  en  dire  autant  des  deux  séries 


(3g) 


(4o) 


N 


x- 


xy 


.7" 


1.2  1 .2.3.4 


i  .2. 3. !x. 5. 6 


;  •> 


X 


X1 


1.2.3 


I    •   Z  .  O  .  lJ  •  w) 


qu'on  obtient  en  posant  successivement  f{x)  =  cos#,  f{x)  =  sina\ 
et  que  l'on  déduit  de  la  série  (38),  en  annulant  les  termes  de  rang 
pair  ou  de  rang  impair,  et  plaçant  le  signe  —  devant  le  second,  le 
quatrième,  le  sixième,  ...  des  termes  conservés.  En  effet,  on  aura, 
pour  les  séries  (38),  (39)  et  (-'|o)f 


(40 


<&—  lim( ' )  ; 

\  1  . 2 . 3 .  .  .  /1  / 


et,   comme   cette   dernière  formule  devra  s'accorder  avec  l'équa 
tion  (36),  il  faudra  qu'elle  se  réduise  à  $  —  o. 

Si  l'on  prend  pour/(#)  la  fonction  l(i -+-#),  on  trouvera 


/<«)(0)  =  (-!)"-"l. a. 3.  ..(«-!),  <p„-::  --, 


©PI4-1     _ 

_         n                       T 

?n 

n  -+-  i                  1 

1  H 

n 

(42) 


«  =  Mm  _L_  =  iim  II V _  lt 
1  -f-  -  ^n' 


(43) 


* 


i. 
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Dans  le  même  cas,  la  série  (3i)  deviendra 


x  .r*        x3  x*       xl 


(44)     •  -> -'      — > t->      -v->      

1  2  0  4  5 

Donc  cette  dernière  série  est  convergente,  tant  que  la  valeur  numé- 
rique ou  le  module  de  x  reste  inférieur  à  l'unité.  On  peut  en  dire 
autant  de  la^série 

,  X  X*  X*  X1 

10^7 

que  Ton  obtient  en  posant /(or)  =  arctanga?,  et  que  l'on  déduit  de 
la  série  (44)  en  annulant  les  termes  de  rang  pair,  et  changeant  les 
signes  du  secorfd,  du  quatrième,  du  sixième,  ...  des  termes  con- 
servés. 

Enfin,  si  Ton  prend  pour  /(x)  la  fonction  (i-4-a?)t\  jjl  désignant 
une  constante  réelle,  on  trouvera,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n, 


I  — 

\t 

n 

I  -h 

1 

n 

/(•)(o)  =  (x(f*-i)...(ft-«  +  i),  ^f  =  Jrpf^ 

(46)  <&=lim -—  i, 

n 

•  1-4-  - 

1 

(47)  i  =  «- 

Dans  le  même  cas,  la  série  (3i)  deviendra 

.  ,c                                     m(m  —  0     •      **(/*  —  i)(a— a)     , 
48)  1,     px,     £±£ 'x\     ^         ;v^ -x\     .... 

Donc  cette  dernière  série  est  elle-même  convergente,  tant  que  la 
valeur  numérique  ou  le  module  de  x  reste  inférieur  à  l'unité. 

Théorème  IV.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent,  mais  la  fonction  f(x)  étant  réelle,  ainsi  que  la  variable  x, 
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désignons  par  6  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  par  tyn  la  valeur  numé- 
rique de  l'une  des  expressions 

...                                                  /""(9a-) 
(m9)  ô > 

(i_9)«-i/(*)(8j:) 

(JO) 5 , > 

v      '  i .  2 . 3 . . .  (  n  —  i  ) 

et  par  W  la  limite  vers  laquelle  convergent,  tandis  que  n  croît  indéfini- 

i 
ment 9  les  plus  grandes  valeurs  de  ('^n)n  ou  bien  encore  la  limite  unique 

(si  cette  limite  existe)  du  rapport  -*y±i.  La  formule  de  Maclaurin,  savoir 

(5.  )  /(.r)  =/(o)  +  j/'(o)  +  f^-/'(o)  H-  -£L/»(o)  +. . ., 

subsistera  pour  toute  valeur  de  x,  à  laquelle  correspondra  une  valeur 
du  produit  Wx  renfermée  entre  les  limites  —  if  4-  i . 

Démonstration.   —  Soit  r  la  valeur  numérique  de  x.  Si   le  pro- 
duit Wx  est  renfermé  entre  les  limites  —  i,  -+- 1,  on  aura 

(52)  *Fr<î.  t 

Donc  alors  la  série  qui  aura  pour  terme  général  le  produit 


xn 


(53)  ,— 3TT^",(fljf) 


OU 


xn 


(54)  r2 :  (I  ~  8)*-lf(*)(9x) 

sera  convergente.  Donc  ce  produit  s'évanouira  pour  n  =  sc,  et  l'équa- 
tion (8)  ou  (6i)  de  la  huitième  Leçon  entraînera  la  formule  (5ï). 

Corollaire  I.  —  La  formule  (5i)  subsistera  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  x  comprises  entre  les  limites 

t~~\  '  l 

4>  <î> 
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si,  pour  chacune  de  ces  valeurs,  l'un  des  rapports 

f^(Qx) 


(56) 


(57) 


/i«>(o) 

/  "  (o) 


conserve  une  valeur  finie,  tandis  que  le  nombre  n  devient  infiniment 
grand.  En  effet,  soit  yn  la  valeur  numérique  du  rapport  (5G)  ou  (37), 
et  supposons  que  cette  valeur  numérique  reste  constamment  infé- 
rieuraau  nombre  k.  L'expression 

(z-r. 

! 

constamment  plus  petite  que  k'\  convergera,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n9  vers  une  limite  égale  ou  inférieure  k  k"=i;  et  l'on 
pourra  en  dire  autant  de  l'expression 

puisqu'on  aura^en  vertu  de  la  formule  (2/4)  de  la  page  323,  lim^"  =  1 . 
D'ailleurs,  si  lçs  quantités  tyn  etyn  désignent  les  valeurs  numériques 
des  rapports  (49)  et  (56),  on  aura  évidemment 

et,  par  suite, 

V.--»lim(xi.)-î». 

De  même,  si  les  quantités  tyn  et  y„  désignent  les  valeurs  numériques 
des  rapports  (5o)  et  (07),  on  aura 


•i„  =  "?/,x« 


et,  par  suite, 


1 


ilr  =  »lim(/ix«),\*. 


En  conséquence  on  aura  nécessairement,  dans  l'hypothèse  admise, 
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Donc  la  condition  (02)  sera  satisfaite,  et  la  formule  (5i)  subsistera, 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  propres  à  vérifier  la  condi- 
tion (34),  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  réelles  de  x,  qui  rendront 
convergente  la  série  (3i). 

Exemples.  —  Si  Ton  prend  /(x)  =  e*%  le  rapport  (56)  se  trouvera 
réduit  à  l'exponentielle 


(58)  e°*. 

Or  cette  exponentielle,  dans  laquelle  la  seule  quantité  0  varie  avec  n9 
mais  de  manière  à  rester  comprise  entre  les  limites  o,  1,  conserve 
évidemment  une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  finie  de  x,  tandis 
que  le  nombre  n  croit  indéfiniment.  Donc  la  formule  (10)  de  la  Leçon 
précédente  subsistera,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  qui  ren- 
dront convergente  la  série  (38);  ce  que  Ton  savait  déjà. 
Si  Ton  prend  successivement  pour  /(x)  les  deux  fonctions 

l(H-x),      (i-h-r)IS 

on  trouvera,  pour  les  valeurs  correspondantes  du  rapport  (57), 

1  —  0  \«-« 


1      /  1-0  y 

(D9)  imyrru) 


(60)  (n-ôx)M(i      -  \ 


Qx) 


Or,  dans  ces  dernières  expressions,  les  deux  facteurs  — >— >  (1  -h  fcr)^1 

conservent  des  valeurs  finies,  pour  chaque  valeur  finie  de  x,  et  le 

facteur  \~ir-)      reste  inférieur  à  l'unité,  lorsque,  le  nombre  n  —  1 

étant  positif,  la  variable  x  est  renfermée  entre  les  limites  x  =  —  1, 
œ  =  i.  Donc  les  formules  (i5)  et  (30)  de  la  Leçon  précédente  sub- 
sistent pour  toutes  les  valeurs  de  x  renfermées  entre  ces  limites;  ce 
que  l'on  savait  déjà. 

Corollaire  If.  —  Le  corollaire  1  s'étend  au  cas  même  où  les  valeurs 
de/("Yo),  correspondantes  à  certaines  valeurs  de  n,  s'évanouissent, 
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pourvu  que,  dans  ce  cas,  on  ne  tienne  aucun  compte  des  valeurs  cor- 
respondantes des  rapports  (56)  et  (5h). 

Exemples.  —  Si  Ton  prend  successivement  pour  /(x)  les  deux 
fonctions  cosx,  sin#,  l'expression  (56)  se  trouvera  réduite  k  l'un  des 
rapports 

cos  (  .r  h 1 


(Ci) 


me 
cos  — 


sin    x-\ ) 

(6a)  -A  *   > 


sin  — 


Or  ces  deux  rapports  acquerront  dés  valeurs  infinies,  correspon- 
dantes à  des  valeurs  nulles  de  /(,°(o),  le  premier  quand  le  nombre  n 
sera  impair,  et  le  second  quand  le  nombre  n  sera  pair.  Mais,  si,  ne 
tenant  aucun  compte  de  ces  valeurs  infinies,  on  attribue  toujours  au 
nombre  n,  dans  le  rapport  (6i)  une  valeur  paire,  et  dans  le  rap- 
port (62)  une  valeur  impaire,  on  verra  ces  rapports  se  réduire  con- 
stamment à  l'une  des  quantités  finies 

sinx,     cos.r,     — sin.r,     — cos.r. 

Donc  les  formules  (11)  et  (12)  de  la  Leçon  précédente  subsistent  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  possibles  de  la  variable  x. 

Des  raisonnements  semblables  à  ceux  que  nous  venons  d'employer 
pour  établir  les  théorèmes  III  et  IV,  étant  appliqués,  non  plus  à  la 
série  de  Maclaurin,  mais  à  celle  de  Taylor,  conduiront  immédiatement 
à  deux  autres  théorèmes  que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  V.  —  Soient  /(x)  une  /onction  réelle  ou  imaginaire  de  la 
variable  réelle  x;  h  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  et  ©„  la  valeur 
numérique  ou  le  module  de  l'expression 


(63)  — - — /{m){*y 

l     ,    A    m    O    »     •     •    FI 
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Soit  de  plus  $  la  limite  vers  laquelle  convergent,  tandis  que  n  croît  indè- 

finiment,  les  plus  grandes  valeurs  de  (çn)"  »  ou  bien  encore  la  limite 
unique  {si  cette  limite  existe)  du  rapport  2^±I.  La  série  de  Taylor,  savoir 

(64)  /(*),     7  /'(■*).     7^: /"(*),     r^n*),     •••, 

I  l  »  A  1  .  À  .  O 

sera  convergente,  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  ou  le  module 
de  h  sera  inférieur  à  ^;  et  divergente,  toutes  les  fois  que  la  valeur  numé- 
rique ou  le  module  de  h  surpassera  -=-  • 

Exemples.  —  Si  Ton  prend  pour  f(x)  l'une  des  trois  fonctions 

e*,    cos.r,     sinx, 

on  trouvera  $  =  o,  -g  =  oo.  Donc  alors  la  série  (64)  restera  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  finies,  réelles  ou  imaginaires,  de  la  con- 
stante h,  ainsi  qu'on  l'avait  déjà  remarqué. 
Si  l'on  prend  pour  f(x)  l'une  des  fonctions 

on  trouvera,  en  désignant  par  r  la  valeur  numérique  de  la  variable 
réelle  x, 

*  =  -  '  x  =  f- 

Donc  alors  la  série  (64)  sera  convergente  tant  que  la  valeur  numé- 
rique ou  le  module  de  h  restera  inférieur  à  la  valeur  numérique  de  x; 
ce  que  l'on  savait  déjà. 

Théorème  VI.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent,  mais  la  fonction  f(x)  étant  réelle,  ainsi  que  la  constante  h, 
désignons  par  6  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  par  ty„  la  valeur  numé- 
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rique  de  l'une  des  expressions 

fi»>(x  +  6h) 
(  6o  )  = , 

(i  —  e)n-iftnHx  +  6/i) 


(66) 


i  .2.3. .  .(/t  —  i) 


et  par W  la  limite  vers  laquelle  convergent ,  tandis  que  n  croît  indéfini- 

ment y  les  plus  grandes  valeurs  de  (tyn)n*  ou  bien  encore  la  limite  unique 
(si  cette  limite  existe)  du  rapport  —^  •  La  formule  de  Tay/or,  savoir 


<h 


(67)      f(x  +  A)  =/(*)  -h  jf'(x)  +  -£-f\x)  Hh  -£--/•(*)  +.  .  ., 

subsistera  pour  toute  valeur  réelle  de  A,  à  laquelle  correspondra  une 
valeur  du  produit  Wh  comprise  entre  les  limites  —  1 ,  -h  1 . 

•    Corollaire  I.  —  La  formule  (67)  subsistera  pour  toutes  les  valeurs 

réelles  de  h  comprises  entre  les  limites  —  ^>  "+■  s1  s'»  Pour  chacune 
de  ces  valeurs,  l'un  des  rapports 


(68) 


(69) 


O  —  fl)— i/(«)(g-+.Qfl) 


conserve  une  valeur  finie,  tandis  que  n  croit  indéfiniment.  C'est  ce 
que  Ton  démontrera  sans  peine  par  des  raisonnements  semblables  à 
ceux  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  pour  établir  le  corollaire  I  du 
théorème  IV. 

Exemples.   —  Si  Ton  prend  successivement  pour  f(x)  les  deux 
fonctions 

\x,     xV-, 

on  conclura  du  corollaire  précédent  que  les  formules  (54)  et  (55)  de 
la  page  377  subsistent  dans  le  cas  où  la  valeur  numérique  de  h  est  infé- 
rieure à  celle  de  x. 

OEuvrcnde  C—  S.  Il,  l.  IV.  5o 
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On  pourrait  croire  que  la  série  de  Maclaurin  a  toujours  f(x)  pour 
somme,  quand  elle  est  convergente,  et  que,  dans  le  cas  où  ses  diffé- 
rents termes  s'évanouissent  l'un  après  l'autre,  la  fonction  f{x)  s'éva- 
nouit elle-même.  Mais,  pour  s'assurer  du  contraire,  il  suffît  d'observer 
que  la  seconde  condition  sera  remplie,  si  l'on  suppose 

(7o)  /(*)=« w, 

et  la  première,  si  l'on  suppose 

(71)  /(•*)  =  e-*'  +  e    Vx'  . 

Cependant  la  fonction  e  Kx}  n'est  pas  identiquement  nulle,  et  la 
série  déduite  de  la  première  supposition  a  pour  somme,  non  pas  le 

binôme  e~xt-he  Xj'j  ,  mais  son  premier  terme  e~x\  Les  mêmes  re- 
marques sont  applicables  à  la  série  de  Taylor. 

Au  reste,  on  reconnaîtra  facilement  que  la  fonction  f{x),  réelle  ou 
imaginaire,  ne  peut  être  la  somme  d'une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  œ9  qu'autant  que  cette  série 
coïncide  avec  celle  de  Maclaurin.  En  effet,  soit 

(72)  /(•*)  —ci0-h  axx  -t-a^x*  -f-  tfjj^-h 

En  différentiant  plusieurs  fois  cette  équation  par  rapport  à  x,  et  obser- 
vant que  l'équation  (12)  de  la  troisième  Leçon  subsiste  dans  le  cas 
même  où  le  polynôme 

au  -f-  bv  -+-  cw  h-  . . . , 

se  composant  d'un  nombre  infini  de  termes,  devient  la  somme  d'une 
série  convergente,  on  trouvera 

f'(x)  —  a,  4-  2asx  -+-  3 a3 a:*  H- . .  ., 

S76)  \ 

fm{x)  =  1  .2.3a,-+-. . ., 
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puis,  en  posant  x  =  o,  on  tirera  des  équations  (72)  et  (73) 

(74)  f(o)~a9f      f'(o)^al9     /W^i.aflt,      /"(o)  =  if2.3a„      ..., 
et,  par  suite, 

(75)  «o  =  /(o)f      al-=zï-f,(o)9      at—  -^-/'(o),      at=z —^-,f"(o),      .... 

Or,  si  Ton  substitue,  dans  la  formule  (72),  les  valeurs  précédentes 
de  a0,  a,,  a2,  . . .,  on  sera  évidemment  ramené  à  l'équation  (5i). 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  la  fonction  f(x  -+-  h)  ne 
peut  être  la  somme  d'une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  h,  qu'autant  que  cette  série  coïncide  avec 
celle  de  Taylor, 
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DES    VALEURS   QUE   PRENNENT    LES   FONCTIONS   D  UNE   SEULE    VARIABLE   X, 
QUAND   CETTE    YARIABLB    DEVIENT    IMAGINAIRE. 


Lorsque  les  constantes  ou  variables  comprises  dans  une  fonction 
donnée,  après  avoir  été  considérées  comme  réelles,  sont  ensuite  sup- 
posées imaginaires,  la  notation  k  l'aide  de  laquelle  on  exprimait  la 
fonction  dont  il  s'agit  ne  peut  être  conservée  dans  le  calcul  qu'en 
vertu  d'une  convention  nouvelle  propre  a  fixer  le  sens  de  cette  nota- 
tion dans  la  nouvelle  hypothèse.  Si  Ton  considère  en  particulier  les 
notations  propres  a  représenter  les  fonctions  simples,  savoir 

a  -h  x,      a  —  .r,      ax,     —  »      .ra,      A*,     Lx, 

x 

sin.r,     cos.r,     arcsin.r,     arccosjr, 

il  suffira,  pour  en  fixer  le  sens,  dans  le  cas  où  la  variable  x  devient 
imaginaire,  de  recourir  aux  principes  que  j'ai  développés  dans  Y  Ana- 
lyse algébrique  (voir  les  Chapitres  VII,  VIII  et  IX),  et  que  je  vais  rap- 
peler en  peu  de  mots. 

On  appelle  expression  imaginaire  toute  expression  de  la  forme 

petq  désignant  deux  quantités  réelles.  Une  semblable  expression  ne 
signifie  rien  par  elle-même,  non  plus  que  le  signe  \!—  i.  Mais,  lorsque 
l'on  combine  des  expressions  imaginaires  entre  elles,  par  voie  d'ad- 
dition, de  soustraction,  de  multiplication,  etc.,  en  opérant  comme  si 
V^--  i  était  une  quantité  réelle  dont  le  carré  fût  égal  à  —  i ,  on  obtient 
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pour  résultats  de  nouvelles  expressions  imaginaires;  et  il  peut  être 
utile  de  signaler  les  relations  qui  existent  entre  les  quantités  réelles, 
comprises  dans  les  expressions  imaginaires  données  et  dans  celles 
qui  résultent  de  leur  combinaison.  Pour  retrouver  plus  facilement 
les  relations  dont  il  s'agit,  on  est  convenu  de  regarder  comme  égales 
deux  expressions  imaginaires 

p  +  qsT^*   P  +  Qv^-ï, 

lorsqu'il  y  a  égalité  de  part  et  d'autre  :  i°  entre  les  parties  réelles  p 
et  P;  2°  entre  les  coefficients  de  \/—  i,  savoir  q  et  Q.  Cela  posé,  toute 
équation  imaginaire  n'est  que  la  représentation  symbolique  de  deux 

équations  entre  quantités  réelles.  Par  exemple,  l'équation  symbo- 

1'  • 

îque 

(  cos(a  -+-6)  -+-i/::::Tsin(a-h  6) 

(0  . 

\      =  cosacos(3  —  sinasin(3  4-  (sin«cos(3  •+-  sin(3  cosa)  y  —  i , 

dans  laquelle  a,  (3  désignent  deux  arcs  réels,  équivaut  seule  aux  deux 
équations  réelles 

|  cos(a  -h  (3)  =  cosa  cos(3  —  sina  sin(3, 
(  sin(a  -+-  (3)  z=  sinacos{3  -h  sinj3cosa. 

Lorsque,  dans  l'expression  imaginaire 

p  +  vsT1^* 

le  coefficient  q  de  yj—  i  s'évanouit,  le  terme  q\—  i  est  censé  réduit 
à  zéro,  et  l'expression  elle-même  à  la  quantité  réelle  p.  En  vertu  de 
cette  convention,  les  expressions  imaginaires  comprennent,  comme 
cas  particuliers,  les  quantités  réelles. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  être  soumises,  aussi  bien  que 
les  quantités  réelles,  aux  diverses  opérations  de  l'Algèbre.  Si  Ton 
effectue  en  particulier  l'addition,  la  soustraction  ou  la  multiplica- 
tion de  deux  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires,  en  opérant 
d'après  les  règles  établies  pour  les  quantités  réelles,  on  obtiendra 
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pour  résultat  une  nouvelle  expression  imaginaire,  qui  sera  ce  qu'on 
appelle  la  somme,  la  différence  ou  le  produit  des  expressions  données, 
et  l'on  se  servira  des  notations  ordinaires  pour  indiquer  cette  somme, 
cette  différence  ou  ce  produit.  On  aura,  par  exemple, 

(cosa  +  \f—  isina)  (cos;3  +  y'—  i  sin[3) 

=  cosacosfî  —  sinasinp-t-  (sinacosp  -t-  sinp  cosa)  y^ï, 

d'où  il  résulte  que  l'équation  (i)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

j  cos(«  +  1S>  +  v/^sin(a-i-|3) 

I       —  (cosa  +  \f—  i  sin«)(cosp  +</—  ■  sinfî). 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation  par  de 
nouveaux  facteurs  de  la  forme 


on  trouverait  généralement 

jcosfa  +  p  +  y  +...)  +  V/^7sin(«  +  j3  +  y  +  ...) 

|       — (cosa  +  y/^îsina)(cos[3  +  \J—  i  sinp)(cosy  -t- y"—  l  siny). . ., 

quel  que  fut  le  nombre  des  arcs  réels  a,  p,  y, 

En  vertu  de  ce  qu'on  vient  de  dire,  si  l'on  désigne  par  a  une  con- 
stante réelle,  et  par  x  une  variable  imaginaire  ou  de  la  forme 

p  +  q  \^~t  , 

les  notations 

(5)  a -h  x,     a  —  x,     ax 

devront  être  employées  pour  représenter  les  expressions  imaginaires 

(6)  a  -(-/>  +  qi/-  i,     a  -  p  —  qyf^Tx,     ap  +  at]<f^~\. 
Si  la  constante  a  devenait  imaginaire  ou  de  la  forme 
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les  expressions   imaginaires,  représentées  par  les  notations  (5), 
seraient  respectivement 

*+p  +  ((3  -4-  q)  )/~i, 

(7)  i  «-/'-MP-fîv^n, 

ap  —  fiq  -h  (<xq  •+-  (3/>)  \f^~i  . 

Le  produit  de  deux  expressions  imaginaires  conjuguées  ou  qui  ne 
diffèrent  entre  elles  que  parle  signe  du  coefficient  de  ^  —  i»  se  réduit, 
comme  on  l'a  déjà  remarqué  dans  la  Leçon  précédente,  au  carré  du 
module  de  chacune  d'elles  puisque  Ton  a 

(8)  (y9H_j3rv/iri)(p__7v/3])z=/>ïH_7î. 

Si  l'on  supposait  en  particulier 
on  trouverait 

(9)  (cosa  -+-  \J—  j  sina)  (cosa  —  y/—  '  sina)  =  cos2a  4-  sin2a  —  1 . 

Diviser  une  première  expression  imaginaire  par  une  seconde,  c'est 
trouver  une  troisième  expression  imaginaire  qui,  multipliée  par  la 
seconde,  reproduise  la  première.  Le  résultat  de  cette  opération  est  le 
quotient  des  deux  expressions  données.  On  se  sert,  pour  l'indiquer, 
du  signe  ordinaire  de  la  division.  Cela  posé,  si  l'on  désigne  para  et 
par  x  une  constante  et  une  variable  imaginaire,  c'est-à-dire  de  la 
forme 

a  •+-  (3  \/—  1      et     p  -H  q  y/—  1  , 

on  conclura  sans  peine  de  l'équation  (8)  que  les  notations 

1  a 

(10)  -     et     - 

X        '  XX 

doivent  être  employées  pour  représenter  les  deux  expressions  imagi- 
naires 

/     v               P               Ç       i —      .     xp  +  fiç       &p  —  *q   1 — 
(u)  -^ — ri — ;V— 1    et    -£ — ^  +  —. rV-i. 

P+q       P+9  P+1         p-^rl 


J 
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Dans  le  cas  particulier  où  la  valeur  de  x  est  de  la  forme 


x  =  cosa  -h  y      *  sin«j 


on  tire  de  l'équation  (9) 


(\i)  -_=-. =  cosa  —  \  —  '  sm*« 

cosa  -+- y—  1  sina 

Une  propriété  remarquable  de  toute  expression  imaginaire 

P  +  1 V^— »  » 
c'est  de  pouvoir  se  metlre  sous  la  forme 

r(cos*  -h  v^—  J  sin/), 

r  désignant  une  quantité  positive  et  /  un  arc  réel.  En  effet,  si  Ton 
pose  l'équation  symbolique 

03)  r(cost  -+- y—  '  sin*)  rz/>  -hq\<  —  1 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  équations  réelles 

04)  rcost  =  p9         rs\nt=zq9 

on  en  tirera 

p* ~hq-=z  r*(cosJ/  -+-  sin*0  •=  r*, 


et,  après  avoir  ainsi  reconnu  que  le  nombre  r  doit  coïncider  avec  le 
module  de  l'expression  imaginaire 

p  +  q\,f~i, 

il  ne  restera,  pour  vérifier  complètement  les  équations  (i4),  qu'à 
trouver  un  arc  /  dont  le  cosinus  et  le  sinus  soient  respectivement 

(16)  cos*  =  --  p  — ,         sin/  —  — q- 


\/p*  -f-  </'  \Jp*  -h  «7* 
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Or  les  formules  (16)  entraînent  l'équation 

/     v  .       sinf       Q 

(17)  iang*  = :  =  -> 

'  °        cos*      p 

dont  la  racine  la  plus  petite  (abstraction  faite  du  signe)  est  Tare 
désigné  par  la  notation  arctang--  Soit 

(18)  r  =  arctang~ 

ce  même  arc,  qui  est  nécessairement  compris  entre  les  limites > 


-  •  On  trouvera 
2 


i  =  tangT  = 

p  °  COST 


-     x  cost       sinr       ,    i/cos2t-h  sinfT        .  1 

i|Q)  z=z  =dt ■ —  ^h  • 

P         g  vV+71  s/p*+<?*' 

et,  comme  le  cosinus  de  Tare  t  ne  pourra  être  qu'une  quantité  posi- 
tive, il  est  clair  que  la  formule  (19)  devra  se  réduire,  lorsque  p  sera 
positif,  à 

,     v                                     cost       sinr  1 

(ao)  = =  , 

P  g         \Jp*  -+-  g1 

et,  lorsque  p  sera  négatif,  à 

cost       sinr  1 


(21) 


p         ?  s/p^g* 

Donc,  si  l'on  suppose/?  >  o,  on  aura 


/    v  p  •  g 

(22)  cost—  _  >         sinr=: 


tfp*  +  q%  s/pt  +  gt' 

et,  comme  alors  les  formules  (16)  deviendront  respectivement 
(23)  cosJ=:cost,        sinJ  —  sinT, 

la  valeur  générale  de  t  sera  évidemment 

(24)  t—T±L2klt% 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  l.  IV. 
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I;  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Au  contraire,  si  l'on  sup- 
pose/) négatif,  on  trouvera 

(»3) 


et,  comme  dans  ce  cas  les  formules  (16)  deviendront 

(26)  cos*  =  —  cost,        sini  —  —  sinr, 

la  valeur  générale  de  /  sera 

(37)  (  =  r±(aA  +-  i)it. 

On  peut  observer  encore  que,  en  vertu  de  la  formule  (i5),  réunie  aux 
formules  (22)  ou  (25),  on  aura,  en  supposant  p  >  o, 

(a8)  p  -t-  q\/—  1  =/-(cosr  + y'—  '  sinr), 

•  et,  en  supposant  p  <  o, 

(39)  p  -+-  q  v^  =  -  '(cosr  +  v^  sinr). 

Élever  une  expression  imaginaire  à  la  puissance  du  degré  m  (m  dési- 
gnant un  nombre  entier),  c'est  former  le  produit  de  m  facteurs  égaux 
à  cette  expression.  On  indique  la  m'""" puissance  de  x~p-\-q\  —  1 
par  la  notation  x"'.  Si,  pour  plus  de  commodité,  la  valeur  de  x  est 
présentée  sous  la  forme 

(3o)  .r  —  r(cos(  +  \f—  1  sin()t 

la  valeur  de  x"'  se  déduira  aisément  des  principes  ci-dessus  établis, 
et  sera  donnée  par  l'équation 

(3i)  ■r""  —  rm(cosmt  ■+■  \f—  1  sinmj). 

Dans  le  cas  particulier  où  la  constante/)  est  positive,  on  peut  sup- 
poser t  =  t,  et  l'on  a  par  suite 

(3u)  J7'"— /■m(cosmT-t-v/—  1  sinmr), 
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les  valeurs  des  constantes  r  et  t  étant  fournies  par  les  équations  (i5) 

et(i8). 

Extraire  la  racine  nïèm*  de  l'expression  imaginaire  x  =p  +  q y/—  i 
ou,  en  d'autres  termes,  élever  cette  expression  à  la  puissance  du 

degré  ->  c'est  former  une  nouvelle  expression  imaginaire  dont  la 


puissance  nième  reproduise  p  -hqyj—  i .  Ce  problème  admettant  plu- 
sieurs solutions,  comme  on  le  verra  tout  à  l'heure,  il  en  résulte  que 
l'expression  imaginaire  x  a  plusieurs  racines  du  degré  n.  Dans  le  cas 
où  la  constante/?  est  positive,  l'une  des  racines  dont  il  s'agit  est  évi- 
demment l'expression  imaginaire  à  laquelle  on  parvient,  quand  on 

remplace,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (32),  m  par  -«  puis- 

qu'on  a  dans  ce  cas 

I  rn(  cos  — h  s/—  i  sin- )  I    =  r(cosr  -*-^—  i  sinr)  =  x% 

i 

Cette  racine  est  celle  que  nous  indiquerons  par  la  notation  af ,  en  sorte 
qu'on  aura,  en  supposant  p^>o9 

(33)  xn—  W cos  — \-\/~  i  sin- )• 

Ajoutons  que,  si  l'on  emploie  la  notation  ((x))n  pour  désigner  indis- 
tinctement l'une  quelconque  des  racines  de  x  du  degré  n,  on  trou- 
vera, en  supposant  jd>o, 

(34)  x  —  r(cosr  -f-  y/—  i  sinr), 

d'où  l'on  conclura 

(35)  ((aO)"-rMcos^  -h sf^i  sin ^J  ((i))\ 

et,  en  supposant  p  <  o, 

(36)  ,  x—  —  /-(cost-4-  v'^Tsinr), 
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d'où  l'on  conclura 

(37)  ((,r))»=^^cos^-f-s/--isin^J((-i)r. 

En  effet,  il  est  facile  de  reconnaître  qu'en  élevant  à  la  nlèm*  puissance 

le  second  membre  de  la  formule  (35)  ou  (37),  on  reproduit  le  second 

membre  de  la  formule  (34)  ou  (36);  et  d'ailleurs,  pour  s'assurer  que 

1 

toutes  les  valeurs  de  ((&))*  sont  fournies  par  l'équation  (35)  ou  (37), 
il  suffît  d'observer  que,  si  Ton  fait 


t 


(38)  -^ «f£ -=u, 


rn  (  cos  — h  d—  1  sin  -  } 
\        n       T  n) 


on  en  tirera,  en  supposant  p  >  o, 


1 


(3g)  «»=2=if  "  =  ((0)% 


et,  en  supposant  p  <  o, 


1 


(40)  U»=:-^=-l9  U  =  «-!))". 


Quant  aux  valeurs  générales  de  ((1))"  et  de  ((—  i))"f  on  les  obtiendra 
en  cherchant  les  valeurs  de  x  =  r(cos*  -4-  v^—  1  sin/)»  propres  à  véri- 
fier i°  l'équation 

(40  xn=  rn(cosnt  4-  sj—  *  sin/tf)  =  1, 

20  l'équation 

(4a)  xn-=  rn(cosnt  ■+-  y/—  1  sin/if)  =  —  1. 

Or  on  satisfera  évidemment  à  l'équation  (40'  en  prenant 

rn  =  1 ,         r  =  1 , 
cos/tf-H  v/— *  1  sin /if  =  1,        cos/tt  =  i,        sin/U  =  o, 

/if  =  =t  îiArir,         f  =  ± > 

/t 
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et  désignant  par  k  un  nombre  entier  quelconque;  tandis  qu'on  véri- 
fiera l'équation  (42 ),  en  prenant  toujours  rn  =  \ ,  r  =  1 ,  et  de  plus 

cosnl-h  sj—  1  sinnt  =  —  1,        cosnl  ——  1,        sin/i/  =  o, 

(aAr-f-  i)7r 


/i/  =  ±(2^-hi)7r,        *  =  ± 


On 'aura  donc  généralement 

,/Ox  //     xvÂ  2^W   _l_     / •       2^7C 

(43)  ((1))"=  cos ±v— 1  sin 


/t 


«  /i 


et 
(44) 


//       vJ;  (aAr-hi)Tt   ,     1 .    (aAr-hi)7r 

((—  i))n=  cos- —  ±:  \J—  1  sin- 


/i  n 


Une  remarque  importante  à  faire,  c'est  que  les  équations  (43)  et  (44) 

1  1 

fournissent,  pour  chacune  des  expressions  ((1))"»  ((—  i))"»  n  valeurs 
distinctes  que  l'on  obtient,  en  prenant  successivement  pour  k  les 

divers  nombres  entiers  compris  entre  les  limites  — o,  -  (voir,  pour 

de  plus  amples  développements,  V Analyse  algébrique,  Ghap.  Vil)  ('). 
Outre  les  puissances  entières  et  les  racines  correspondantes  des 
expressions  imaginaires,  on  a  souvent  à  considérer  leurs  puissances 
fractionnaires  ou  négatives.  Ces  dernières  résultent  d'opérations  sem- 
blables à  celles  qui  fournissent  les  puissances  fractionnaires  ou  néga- 
tives des  quantités  réelles.  Ainsi,  par  exemple,  pour  élever  l'expres- 
sion imaginaire  x  =  /*-+-  qyj—  1    à   la   puissance  fractionnaire   du 


,  m    -i  o  .  1     «      ,•        tn 


degré  —  >  il  faut,  en  supposant  la  fraction  —  réduite  à  sa  plus  simple 

expression  :  i°  extraire  la  racine  nième  de  l'expression  donnée; 
20  élever  cette  racine  à  la  puissance  entière  du  degré  m.  Le  pro- 
blème pouvant  être  résolu  de  plusieurs  manières,  nous  désignerons 

indistinctement  l'une  quelconque  des  puissances  a?,  du  degré  — >  par 


m 


la  notation  ((x))n.  Cela  posé,  si  l'on  élève  à  la  puissance  mième  les 

(*)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  H,  T.  III. 
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deux  membres  de  la  formule  (35)  ou  (37),  on  trouvera  :  i°  en  sup- 
posant p>o, 


m  m    *  m 


(45)  ((*))"  =  r-  (cos  ~  t  -H  y'^7  sin  *  *  j  ((i))- ; 


20  en  supposant  p  <  o, 


fft  m   /■  \  fit 


mm*  \  m 

(46)  ((*))»  z=  r"  (cos-it  +  v/"!" sin  ~t\  ((— i))*\ 


m  m 


Quant  aux  diverses  valeurs  de  ((1))"  ou  de  ((—  1))" ,  on  les  obtiendra 
sans  peine  en  élevant  à  la  puissance  m  les  deux  membres  de  la  for- 
mule (43)  ou  (44)»  et  Ton  reconnaîtra  qu'elles  coïncident  avec  les 

diverses  valeurs  de  ((O)"  ou  de  ((—  1))"  (voir  Y  Analyse  algébrique, 
Chap.  VII).  Ajoutons  que,  si  la  quantité/?  est  positive,  on  obtiendra 


m 


une  valeur  particulière  de  ((x))n ,  en  élevant  à  la  puissance  m  les 
deux  membres  de  la  formule  (33).  Cette  valeur  particulière,  que  Ton 


a 


déduit  de  la  formule  (46)  en  réduisant  ((1))"  à  l'unité,  sera  désignée 

m 

par  la  notation  xn ,  en  sorte  qu'on  aura 


m  m 


/  M*  \ 

(47)  xa  =  r"  f  cos  —  T-fr-  v^ — 1  sin—  tJ. 

Élever   l'expression    imaginaire   a?   à  la    puissance    négative   du 

É 

degré  —  m9  ou >  ou >  c'est  diviser  l'unité  par  la  puissance 

du  degré  m,  ou  ->  ou  — •  Le  problème  admettant  une  solution  seule- 
ment dans  le  premier  cas,  et  plusieurs  solutions  dans  chacun  des 
deux  autres,  on  indiquera  la  puissance  du  degré  —  m  par  la  nota- 

1  m 

tion  simple  arm9  tandis  que  la  notation  ((a?))  ",  ou  ((&))  n  représen- 
tera une  quelconque  des  puissances  du  degré >  ou Enfin 


m 


on  désignera  par  x  "ou  para?   "  le  quotient  que  fournit  la  division 
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m 


de  l'unité  par  la  puissance  af,  ou  œn .  Cela  posé,  on  tirera  des  équa- 
tions (3i),  (45),  (46)  et  (47)  :  i°  quel  que  soit  le  signe  de  p, 

(48)  x~m  =  r-m(cosmt  —  \J—  1  sin/nf); 

20  dans  le  cas  où  p  sera  positif, 


tn.  m  ,  v  fn 


(49)  '      ((*))"  "  =  /-""(cos^T-v^»in™TJ((i)f  «, 


m  m 


(5o)  cT 


n=z  r    n  (  cos  —  t  —  v  —  1  sin  —  r  )  : 


3°  dans  le  cas  où  p  sera  négatif, 


(5i)  ((x))    -  =  /•    -  (cos  "t  -  s/-  1  sin  ™r)  ((- i))    " 


m  »i 


Quant  aux  diverses  valeurs  de  l'expression  ((1))   ",  ou  ((—  1))   " ,  on 

reconnaîtra  sans  peine  qu'elles  coïncident  avec  les  diverses  valeurs 

-  i* 

de  l'expression  ((i))-,  ou  ((—  1))". 

Il  suit  évidemment  des  formules  (32),  (33),  (47)  et  (5o)  que,  s"! 
l'on  désigne  par  a  une  quantité  positive  ou  négative,  entière  ou  frac- 
tionnaire, on  aura,  en  supposant  x  =  p  -f-  q  sj—  1 ,  etp  >  o, 

(5a)  jta=  ra(cosar  -h  y/—  i  sinar). 

Cette  dernière  équation  ayant  lieu  toutes  les  fois  que  la  valeur  numé- 
rique de  la  constante  a  est  entière  ou  fractionnaire,  l'analogie  nous 
conduit  à  l'étendre  au  cas  même  où  la  valeur  numérique  de  a  devient 
irrationnelle.  Alors  l'équation  dont  il  s'agit  sert  à  fixer  le  sens  de  la 
notation  af;  mais  il  n'est  plus  possible  de  conserver  d^ans  le  calcul  les 
notations  ((1))",  ((x))a,  à  moins  de  considérer  chacune  d'elles  comme 
propre  à  représenter  une  infinité  d'expressions  imaginaires. 

Lorsque  la  quantité  p  devient  négative,  on  ne  voit  plus,  même  en 
supposant  fractionnaire  la  valeur  numérique  de  a,  quelle  est  celle  des 
valeurs  de  l'expression  ((x))a  que  l'on  pourrait  distinguer  des  autres 
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et  désigner  par  la  notation  a?  (voir,  à  ce  sujet,  le  premier  article  des 
Exercices  de  Mathématiques  pour  Tannée  1826)  (').  Mais  alors,  —  p 
étant  une  quantité  positive,  on  trouvera,  pour  une  valeur  réelle  quel- 
conque de  la  constante  a, 

(53)  (—  a;)a=:ra(cosaT-l-v/~ï  sinat). 

* 

Ajoutez  que,  si  Ton  désigne  para  une  quantité  positive  ou  négative, 
entière  ou  fractionnaire,  on  aura,  en  supposant  p  >  o, 

(54)  ((*))*= *a((0)a, 

(55)  ((i))*=  cosa kan  -h  \J—  i  sin 2 ât^tt, 

et,  en  supposant  p  <  o, 

(56)  <(*>)■=  (-*)•((-!))•, 

($7)  ((—  0)a=  cos[(aA:  -\-i)cnt]  -+-  \f^~i  sin [(2 k  4-  i)air]. 

Considérons  maintenant  les  six  notations 

(  A*,     sina-,  cosj?, 

(58) 

(  La?,    arc  sin  jc,    arccosjr. 

Si  Ton  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  réelle,  ces  six  notations 
représenteront  autant  de  fonctions  réelles  de  x,  qui,  prises  deux  k 
deux,  seront  inverses  Tune  de  l'autre,  c'est-à-dire  données  par  des 
opérations  inverses,  pourvu  toutefois  que,  A  désignant  un  nombre, 
L  exprime  la  caractéristique  des  logarithmes  dans  le  système  dont  la 
base  est  A.  Il  reste  à  fixer  le  sens  de  ces  mêmes  notations  dans  le  cas 
où  la  variable  x  devient  imaginaire.  C'est  ce  que  je  vais  faire  ici  en 
commençant  par  les  trois  premières. 

On  a  prouvé  que,  dans  le  cas  où  la  variable  x  est  supposée  réelle, 
les  trois  fonctions  représentées  par 

Ax,     sin-r,     cosj: 
(  »  )  Œuvres  de  Caucttf,  S.  II,  T.  VI,  p.  1 1. 
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sont  toujours  développables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  variable.  On  a  en  effet, 
dans  cette  hypothèse  (voir  la  neuvième  Leçon), 


X  .  ,  X1    . .  .  .  .  X' 


(59)  A*=  i  -h-IAn (1A)SH ,(lA)3-f-..., 

1  1.2  1.2. 3 


(60)  cosa?=r  1 h 


x*  xk 


1.2        1 .2.3.4      '     ' 


x  xl  x* 


(61)  sina:  = -\ ^-j-t  -H. . ., 

1        1.2.3       j.2.3.4.5 

la  caractéristique  1  indiquant  un  logarithme  népérien.  De  plus,  comme, 
en  vertu  des  remarques  faites  dans  la  dixième  Leçon  (page  386),  les 
séries  qu'on  vient  de  rappeler  restent  convergentes  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x9  on  est  convenu 
d'étendre  les  équations  (59),  (60),  (61)  à  tous  les  cas  possibles,  et 
de  les  considérer  comme  pouvant  servir  à  fixer,  lors  même  que  la 
variable  devient  imaginaire,  le  sens  des  trois  notations 

* 

Ax,    sinar,    cosa\ 

Observons  à  présent  que,  si,  dans  l'équation  (59),  on  fait  A  =  e 
(e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens),  on  en  tirera 


X  X* 


(62)  e*=H 1 h...; 


puis,  en  écrivant  successivement,  au  lieu  de  xf 


x\\,     x  \f —  1 ,     —  x  y7 —  1 , 


x .  .  x%   . .  4 . .         x1 


(63)  e*1A     =i+-1A     -+-—  (1A)»+— — :(1A)»  +  ..., 


(64) 


e*f-1    —  n — d—i : — 5V^— 1"^-  •  •> 

1  *  1.2        1 .2.3 T 

—  1*       — — —  ^27  Tj 

e-x^-x  —  i J_x j : — -^n-,  ,.. 

1  T  1.2         1 .2.3  T 

Œuvre»  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  5a 
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On  aura,  par  suite,  » 

(65)  e*,A      =:A', 

(  e*^-»    =  cosx  -+-  J — i  sinx, 
(66) 

[  e_xv-1  —  cosj?  —  v~!  sim:, 

et  Ton  conclura  des  équations  (66) 

(67)  COSJ?=: 7  Sin#=:  


s/- 


I 


la  variable  x  pouvant  toujours  être  réelle  ou  imaginaire.  Cela  posé, 
il  sera  facile  d'obtenir  sous  forme  finie  les  valeurs  de  e*,  A*,  sina; 
et  cos#  correspondantes  à  une  valeur  imaginaire  p  -h  q>/—  1  de  la 
variable  x;  et  d'abord,  en  ayant  égard  à  la  formule  (67)  de  la  neu- 
vième Leçon,  on  trouvera 

r      7  i.a  1 .a. 3 

=  e*(cosgr  -+-  y/—  1  sin^). 

On  aura  donc 

(68)  e*=  e*(cosy  h-  y^—  1  siny). 

De  plus,  la  valeur  de  é*  étant  déterminée  par  l'équation  (68),  les 
valeurs  des  notations 

(69)  A*,     sinx,     cosar 

se  déduiront  immédiatement  des  formules  (65)  et  (67),  et  l'on  recon- 
naîtra que  ces  notations  doivent  être  employées  pour  représenter  les 
expressions  imaginaires 

A*(cos£  1A  -h  v^— -~ï  sin^  I  A), 

(70)  {  — T—  smp  +  —ï—  ^P^1» 

eq+e-q  eq—e-q     %  

cosp sin  p  y  —  1 . 


\ 
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Ajoutons  que  l'équation  (68)  peut  être  présentée  sous  la  forme 

(71)  ex^ePe*  v^ . 

Or,  à. l'aide  de  cette  dernière  et  des  équations  (65),  (66),  on  étendra 
sans  peine  à  des  valeurs  imaginaires  quelconques  des  variables  x%  y 
les  formules  communes  qui  expriment  les  propriétés  des  fonctions  é*, 
A*,  cosa?,  sina?.  On  trouvera,  par  exemple, 

(72)  e*+r=exey, 

(73)  A*+r=A*k*9 

(  cos(#  -h  y)  =  cos.2?cos/  —  sinj^sinj, 

(74)  •       /        ^_       N  ' 

(  sin  (x-\-y)  =  sinj?cos/  4-  siny  cosar, 


;inl x  \  =  cosa?, 


sin(  r  —  x  )  =  cosa?,         cosf x  ]  —  sinx, 


•      •      •       a« 


Concevons  maintenant  que  Ton  cherche  les  diverses  valeurs  réelles 
ou  imaginaires  de  y  et  de  s  propres  à  résoudre  les  deux  équations 

(76)  er  —  x, 

(77)  Az=x. 

Ces  diverses  valeurs  seront  les  divers  logarithmes  de  x  calculés  : 
i°  dans  le  système  népérien;  20  dans  le  système  dont  la  base  est  A, 
et  représentés  par  Tune  des  notations. 

De  plus,  comme  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (65), 

Às=e'1A, 

il  est  clair  que  les  inconnues 7  et  z  seront  assujetties  à  l'équation  de 
condition 

y  =  s\X       ou       Z  =  Y£'> 

en  sorte  qu'on  trouvera 

(78)  L(<*))  =  !^. 
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Donc,  pour  obtenir  les  logarithmes  de  x  dans  le  système  dont  la  base 
est  A,  il  suffira  de  diviser  par  1 A  les  logarithmes  népériens  de  la  même 
variable,  et  par  conséquent  on  pourra  se  contenter  de  résoudre  l'équa- 
tion (76).  Or,  si  l'on  pose 


X 


=  p-t-q\f^~l        et       j^P-hQs/11^ 


P,  Q  désignant,  ainsi  que/?  et  y,  des  quantités  réelles,  l'équation  (76) 
donnera 

e*+oJ=ï=  <jp(cosQ  4-  yf^i  sinQ)  —p  -+-  q\f^~\9 

* 
puis  Ton  en  tirera  :  i°  en  supposant  p^>o9  désignant  par  k  un  nombre 

entier  quelconque,  et  ayant  égard  à  la  formule  (28), 

ep(cosQn-v^— 1  sinQ)  =  t(cost  -+-  ^—  1  sinr), 

ep=r,        P  =  lr, 

cosQ  -+-  v^ — f  sinQ  =  cosr-4-^— 1  sinr, 
cosQ  =  cosr,        sinQ  =  sinT,        Q  =  T±2ki:; 

20  en  supposant/?  <o,  et  ayant  égard  à  la  formule  (29), 

ep(cosQ  -+-  y/—  1  sinQ)=  —  r(cosr-hv/—  '  sinr), 

ep— r,        P  =  \r9 

cosQ  -\-\J—i  sinQ  =^— (cosr-f-v^--^  sinr), 
cosQ=— cost,        sinQ  =  —  sinr,        Q  =  T±(àk  -+-i)n* 

On  aura  par  suite,  pour  une  valeur  positive  de  p9 


(79)  l((x))  =  \r  +  Tsf^l±2kn\/~^~i, 

et,  pour  une  valeur  négative  de  p9 

(80)  \((x))  =  \r  +  T<J~i±(2k  +  i)7t\/^~i. 

Si  Ton  fait  en  particulier  x=\  ou  x  =  —  i9  on  tirera  de  la  for- 
mule (79)  ou  (80) 

(81)  I((i))=±a*w^i 
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OU 

(82)  l((-0)  =±(2k  +  l)Tt)f^~l, 

puis  Ton  conclura  des  quatre  dernières  équations  :  i°  en  supposant 
P>o. 

(83)  !((*))  =  lr  +  TV^T  +  l((0); 

20  en  supposant /?<o, 


(84)  mx))  =  lr  +  rif-i+H(-i)). 

Dans  le  cas  où  la  quantité/?  reste  positive,  le  plus  simple  de  tous  les 
logarithmes  de  x  est  celui  qu'on  obtient  en  faisant  k  =  o  dans  l'équa- 
tion (79),  et  l((i))  =  o  dans  l'équation  (83).  Ce  même  logarithme 
qui,  pour  une  valeur  nulle  de  q%  se  réduit  au  logarithme  réel  de/?, 
sera  celui  que  nous  désignerons  par  la  notation  lxP  en  sorte  qu'on 
aura,  en  supposant  /?>  o, 


(85)  \x  =  \r  +  r\f- 


1. 


Cela  posé,  on  trouvera  évidemment,  pour  des  valeurs  positives  de  la 
quantité  /?, 

(86)  l((*))  =  l*  +  l((i)), 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  /?, 

(87)  !((*))  =  !(-*> +  »((-!)). 

De  plus,  si,/?  étant  positif,  on  supprime  les  parenthèses  doubles  ren- 
fermées dans  le  second  membre  de  l'équation  (78),  on  obtiendra  une 
valeur  de  L((x))9  que  nous  désignerons  par  la  notation  Lx9  en  sorte 
qu'on  aura 

(88)  L^Jl^Lr+^v/1^. 

Ajoutons  que  l'on  ne  fera  jamais  usage  des  notations  Ix  ou  Lx  dans 
le  cas  où  la  quantité/?  sera  négative. 
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Après  avoir  calculé  les  divers  logarithmes  de  l'expression  imagi- 
naire 

proposons-nous  de  trouver  les  arcs  imaginaires  dont  le  sinus  est  égal 
à  x.  Si  Ton  désigne  par 

(89)  arc  sin  ((*))  =  P -h  Q  v^ï 

l'un  quelconque  de  ces  arcs,  on  aura,  pour  déterminer  P  +  Q\/—  1. 
l'équation 

(90)  sin(P-+-Qv/— ~\)  —  x~p-\-q\J^~\ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante 

sinP  +  v-  1 cosP  —  p  -\-q\J—  1, 

laquelle  se  divise  en  deux  autres,  savoir 

(91)  S\ïlP  =  p, COsP=z-h  q. 

A  ces  dernières  on  peut  substituer  le  système  équivalent  des  deux 
formules 

(9*)  *=7&»+^n>        *-q=tt? 


sinP       cosP  sinP       cosP 

De  plus,  si  Ton  élimine  Q  entre  les  formules  (92),  on  en  tirera  suc- 
cessivement 

(9*}  sin'P       cos'P-'' 

(94)  cos4P—  (1—  p1  —  ^Jcos'P  —  ^*  =  o; 

puis,  en  observant  que  cos3P  est  nécessairement  une  quantité  posi 
tive, 

C0S,P  =  lz£=jH  +  ^/(ÎEZEZy^ 

(9^)  {  J  q* 


2 


'f^Wi*^)'** 
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On  aura  par  suite 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(97)  sin«P=  pi 


1±^  +  ^^t^y_/ 


et,  comme,  en  vertu  de  la  première  des  équations  (91),  sinP  et  p 
devront  être  des  quantités  du  même  signe,  on  trouvera,  en  extrayant 
les  racines  carrées  des  deux  membres  de  la  formule  (97)1 

(98)  sinP  = 


Cela  posé,  si  Ton  fait,  pour  plus  de  commodité, 


(99)  <P  =  arcsin 


[±ç* + v/F^T^-]1 


on  tirera  de  l'équation  (98)  ' 

(100)  P  =  ï±(*-ï)±aA:t 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque;  et  de  la  première  des  for- 
mules (92) 

(I0I)  Q=|(JL  +  X]=,(^±î). 

v      '  ^        \sinP       cosP/        \sinT       cosWj 

D'ailleurs,  l'équation  (93)  devant  être  vérifiée  quand  on  y  pose 
on  en  conclura 

p*  q*      /    p  g     \  /    p  *7     \ 

(l0a)  iïn»*  ""  côs**  =  \sfiî*  ~*~  côstfj  \^ïïï«  ~~  cÔs%)  "  * 
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et,  par  suite, 

(lo3)  l(^^-9)=-i(P     +     9\ 

x       '  \sin*       cos<r/  \sin<r       costf/ 

Il  en  résulte  que  la  valeur  de  Q  pourra  être  présentée  sous  la  forme 
0<>4)  Q  =  W^  +  _?-A     • 

v       '  \sin9?       cos<£/ 

Il  importe  d'observer  :  i°  que,  dans  la  formule  (io4),  on  devra  tou- 
jours réduire  le  double  signe  ±  à  celui  qui  affectera  le  binôme  9  — - 

dans  l'équation  (ioo);  2°  que  la  valeur  trouvée  de  Q  pouvait  se  tirer 
de  la  seconde  des  équations  (92)  aussi  bien  que  de  la  première.  En 
substituant  cette  valeur  de  Q  avec  la  valeur  générale  de  P  dans  la  for- 
mule (89),  et  faisant,  pour  abréger, 

(,o5)  î=»f-^5  +  -27pV 

on  aura  définitivement 

(106)  arcsin((^))  =  -±^«4-^vC:^-  -)±a*ir. 

Parmi  les  diverses  valeurs  de  arcsin((a?))  que  fournit  l'équation 
précédente,  la  plus  simple  est  celle  qu'on  obtient  en  posant  i  =  o 
et  en  réduisant  au  signe  ■+-  le  double  signe  qui  affecte  le  trinôme 

*  -H  ^>y~"  { Nous  la  désignerons  à  l'aide  de  parenthèses  simples, 

et  nous  écrirons  en  conséquence 

(107)  arcsin(;r)  =  î+  Q^~i, 

ou  même,  en  supprimant  tout  à  fait  les  parenthèses, 

(108)  arcsin.r  =  ï-f-  ^y/— 1. 

D'autre  part,  si  l'on  observe  que  ±  2^tc  ■+■  -  représente  un  quel- 
conque des  arcs  qui  ont  l'unité  pour  sinus,  on  reconnaîtra  que 
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l'équation  (106)  peut  être  mise  sous  la  forme 

(109)  arcsin((.r)):z::±  ( arcsina? j  -h  arc  sin((i)). 

Il  serait  facile  d'exprimer  la  quantité  ^en  fonction  dep  et  de  q.  En 
effet,  si  Ton  remplace  P  par  9  dans  les  formules  (98)  et  (95),  on  en 
tirera,  en  observant  que  cos$  est  essentiellement  positif, 

sin<P:=— £ ,, 


r£!±^±,  +  ^/£^±lY_„r 


[^-^-vf^^ô^T 


Donc  l'équation  (io5)  donnera 


1 


(...)  sHt^+v/pF^T^^Vt^y-'T 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


le  double  signe  devant  être  réduit  au  signe  ■+-  ou  au  signe  —,  suivant 
que  Ton  aura  q  =  \iq'2  ou  q  —  —  vV>  c'est-à-dire  suivant  que  la  quan- 
tité q  sera  positive  ou  négative. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  ay  =  o,  les  formules  (99)  et  (112) 
donnent 


$=  arc  si n 


(n3) 


[^V(^)T 
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On  trouve  par  suite,  en  supposant  />2<i, 

(n4)  <?  =  arc  sin/>,        ®>  —  ±  l(i)  =  o, 

et,  en  supposant  p2^>if 

(n5)       <£  =  arc  sin ~L  —  arc  sin  (±:  i),        ^  —  ±z  l(^p*-+-  *Jp*—  «). 

VP* 

Dans  la  première  hypothèse,  la  formule  (108)  se  réduit,  comme  on 
devait  s'y  attendre,  à  l'équation  identique 

arc  sin/?  =  arc  sin/?, 
et  la  formule  (106)  devient 

(116)  arcsin((/?))  =  -  ±  (arc  sin/? j  ±:  aAîr. 

Dans  le  second  cas,  la  quantité  ^  admettant,  non  plus  une  seule 
valeur,  mais  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  le  second 
membre  de  l'équation  (108)  cesse  d'être  complètement  déterminé. 
On  doit  donc  alors  s'abstenir  d'employer  la  notation  arc  sin/?;  mais  on 
tire  des  équations  (106)  et  (i  i5)  :  i°  en  supposant  p  > o, 

(117)  arcsin((/?))  =  -  ±.  ikTt±\J—  1  \{p  '-+-  V/*1  —  »)î 
20  en  supposant  p<o9 

(1 18)  arc  sin((/?))  =  -±(a*±n)ir:±  v^i  l(—  P  h-  t^1"-""). 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  a  p  =  o,  les  formules  (99)  et  (112) 
donnent 

(119)  #  —  arcsin(o)  =  0,        Q—\(q  -f- vV-+-  1). 
Par  suite,  les  formées  (106),  (108)  se  réduisent  à 

(120)  arcsin((vv/^))  =  ^±2^7:±r^~v/^K^  +  v/^T)|» 
(iai)  arcsin^v/— "0  =  ^—  »  K?  -^  vV+  0- 
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Considérons  maintenant  les  arcs  imaginaires  dont  le  cosinus  est 
x  =  p  -h  q  ^—  i .  Si  Ton  désigne  par 

(122)  z  -=i  arccos((a:)) 

l'un  quelconque  de  ces  arcs,  on  aura,  pour  déterminer  2,  l'équation 

(ia3)  coss  =  .r. 

D'ailleurs  la  première  des  équations  (70)  donnera 
(124)  coss  —  sin  l z  j. 

Donc  l'équation  (i23)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

(i25)  sin  ( z\  =  x. 

Or  on  tirera  de  cette  dernière 

(126)  z  =  arcsin((x)). 

Donc  les  diverses  valeurs  de  z  —  arccos((a?))  seront  déterminées  par 
la  formule 

(127)  arccos((j?))  = arcsin((.r)). 

Parmi  ces  valeurs,  il  en  existe  une  qui  mérite  d'être  remarquée, 
savoir,  celle  qu'on  obtient,  en  remplaçant,  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (127),  les  doubles  parenthèses  par  des  parenthèses 
simples.  Nous  désignerons  encore,  à  l'aide  de  parenthèses  simples,  la 
valeur  dont  il  s'agit,  et  nous  écrirons,  en  conséquence, 

(128)  arccos(ar)  = arcsin(j?) 

ou  même,  en  supprimant  tout  à  fait  les  parenthèses, 

(129)  arccosa?— arc  sin. r. 

2 
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Cela  posé,  on  tirera  évidemment  de  l'équation  (108) 

(i3o)  arccosa?= $  —  ^\f-^9 

les  valeurs  des  quantités  9,  pétant  toujours  déterminées  par  les  for- 
mules (99)  et  (1 1 1).  De  plus  on  conclura  de  la  formule  (109),  com- 
binée avec  les  équations  (127)  et  (129), 

(i3i)  arccos((j?))  =  ±:  arccosardt  arccos(i). 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  Ton  a  q  =  0.  Alors,  si  l'on 
suppose  /*2<i,  l'équation  (i3o)  se  réduira,  comme  on  devait  s'y 
attendre,  à  l'équation  identique 

arc  cos  p  =  arc  cosp, 
et  la  formule  (i3i)  deviendra 

(i32)  arccos((/>))  =  ±:  2kr.  ±  arc  cos/?. 

Si  l'on  suppose,  au  contraire,  /*2>i,  la  quantité  Q  acquerra  deux 
valeurs  égales,  mais  de  signes  différents,  et  l'on  dpvra,  par  suite, 
s'abstenir  d'employer  la  notation  arc  cos/;;  tandis  que  l'on  tirera  des 
formules  (117),  (118)  et  (127)  :  i°  en  supposant  />>o, 

(i33)  arccos((/?))  =  ±:2Ar7r:pv^--~'  Kp  +  \/p%—  '), 

20  en  supposant  p  <  o, 

(i34)  arc  cos  ((/>))  =qi  (a  A:  ±1)7:  q=v^—  1  l(— p  -+-^pt— 1). 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose/;  =  o,  on  tire  des  formules  (120),  (121) 
et  (127) 

(i35)       arccos((<7v/^-i))==F2*7r± ^_  1  1(^4-^*4-1), 

(i36)  arccos(^v^-"0  = V^~~  '  K?  H-^1"*"1)- 

Nous  avons  précédemment  observé  que  les  formules  (72),  (73), 
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(74),  (75),  etc.,  qui  expriment  les  propriétés  connues  des  fonc- 
tions A*,  cosa?,  sino?,  . . . ,  peuvent  être  étendues  à  des  valeurs  imagi- 
naires quelconques  des  variables  x,  y.  Si  Ton  considère,  au  con- 
traire, des  formules  dans  lesquelles  entrent  les  fonctions  inverses 

\x9    Lx,    arcsinx,    arccos#, 

on  trouvera  le  plus  souvent  que  ces  formules,  étendues  au  cas  où  les 
variables  deviennent  imaginaires,  ne  subsistent  qu'avec  des  restric- 
tions considérables.  Par  exemple,  si  Ton  fait 

(137)     xz=zp+q^\,        y  —  p%^-qiSf~i9         s==pt+qt)fZrï9  .... 

et,  si  Ton  désigne  par  a  une  quantité  réelle  quelconque,  la  formule 
connue 

(i38)  Lx  -h  Ly  +  L5  +  ...=  L(xyz. . .) 

subsistera  seulement  dans  le  cas  où,  p9  p{,  p2>  ...  étant  positifs,  la 
somme 

(i3q)  arc  tang-  4-  arc  tang  —  -+-  arc  tang1-  -h. . . 

*  QP  &/V  Pt 

restera  comprise  entre  les  limites >  h — >  et  la  formule 

r  22 

(i4o)  L^a=flLo:, 

dans  le  cas  où  le  produit 

(i40  a  arc  tang  - 

sera  compris  entre  les  mêmes  limites.  Ajoutons  que,  si,  dans  l'équa- 
tion (i38),  on  remplace  les  parenthèses  simples  par  des  parenthèses 
doubles,  la  formule  ainsi  obtenue,  savoir 

(142)  L{{xyz. . .))  =  L((*))  4-  L((j))  +  L((z))  + . . . ,       . 

devra  être  considérée  comme  exacte,  parce  qu'à  chacune  des  valeurs 
du  second  membre  on  pourra  faire  correspondre  une  valeur  égale  du 
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premier.  Quant  à  la  valeur  générale  de  L((af))f  elle  se  déduira  immé- 
diatement des  deux  équations 

)L((^))  =  i«|^ 
('43)  JA 

(  \((xa))  —\{{ea{x))  —  a\x±:ikiz>f^'i9 

£  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  le  produit  (i 4 1)  étant 

toujours  renfermé  entre  les  limites *  h 

Pour  terminer  ce  que  nous  avions  à  dire  sur  les  valeurs  que 
prennent  les  fonctions  simples  de  la  variable  x>  quand  cette  variable 
est  imaginaire,  i^nous  reste  à  chercher  ce  que  deviennent  les  expres- 
sions 

xa,    Ax,    La? 

lorsque  les  constantes  a,  A  cessent  d'être  réelles.  Or,  si  Ton  étend  la 
formule  (52)  au  cas  où,  la  partie  réelle  de  x  étant  positive,  l'expo- 
sant a  devient  imaginaire,  cette  formule  suffira  évidemment  pour 
fixer,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  valeur  de  la  notation  af.  Nous  ad- 
mettrons désormais  cette  extension  de  la  formule  (52);  mais  nous 
cesserons  d'employer  la  notation  x°  toutes  les  fois  que  la  partie  réelle 
de  la  variable  x  sera  négative.  Quant  à  la  notation  ((x))af  on  ne  peut 
en  faire  usage,  lorsque  l'exposant  a  n'est  pas  réel,  à  moins  de  la  con- 
sidérer comme  propre  à  représenter  une  infinité  d'expressions  ima- 
ginaires. 

Supposons  maintenant  que  la  constante  A  se  présente  sous  la  forme 


044)  A  =  a-f-£v/'-I> 

a,  (3  désignant  des  quantités  quelconques.  Dans  ce  cas,  si  la  quan- 
tité a  est  positive,  il  suffira,  pour  fixer  le  sens  de  la  notation  Ax,  de 
concevoir  que  la  formule  (65)  continue  de  subsister.  Alors,  en  fai- 
sant, pour  abréger, 

045)  p  —  y/a* -t-  £*,         j.:arctang^, 
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on  trouvera 

A  =  p(cosu  -+-  \J—  i  sinu),        1A  =  lp  h-  v\J—  !» 
Ax— ex,P+u**'c:ï==earlPeua:*r-ï 

et,  par  suite, 

(i46)  A*—  p*(cosua?  -4-  y/—  i  sinua?). 

On  arriverait  au  même  résultat  en  remplaçant,  dans  la  formule  (52), 

x  —  r(cosT-+- v^—  i  sinr)        par        K  —  p(cosu  -+-  y/—  i  sinv) 

et 

a     par    x. 

Si,  dans  le  premier  membre  de  la  formule  (65),  on  remplaçait  1A 
par  1((A)),  l'expression  qui  en  résulterait,  savoir 

offrirait  une  infinité  de  valeurs  que  Ton  pourrait  toujours  calculer, 

quel  que  fût  d'ailleurs  le  signe  de  la  païtie  réelle  de  la  constante  A. 

Donc,  si  l'on  admet  dans  le  calcul  la  notation  ((A))*,  il  faudra  la 

considérer  comme  propre  à  représenter  chacune  des  valeurs  dont 

il  s'agit,  et  par  conséquent  une  infinité  d'expressions  imaginaires. 

Quant  aux  notations 

Lxt    L((x)), 

L  indiquant  un  logarithme  pris  dans  un  système  dont  la  base  A  est 
imaginaire,  elles  désigneront  nécessairement  des  valeurs  de  z  propres 
à  vérifier  l'équation  (77),  et  par  conséquent  elles  ne  devront  être 
employées  que  dans  le  cas  où  l'on  pourra  faire  usage  de  la  nota- 
tion A*,  c'est-à-dire  lorsque  la  partie  réelle  de  A  sera  positive.  Il  est 
d'ailleurs  aisé  de  s'assurer  que,  dans  ce  même  cas,  les  valeurs  des 
notations  L((a?)),  Lx  se  déduiront  à  l'ordinaire  des  formules  (78) 
et  (88). 

Il  est  aisé  de  voir  comment  les  formules  connues,  qui  expriment 
les  propriétés  des  fonctions   af,  A*,   La:,   doivent  être  modifiées 
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lorsque  les  constantes  a,  A  deviennent  imaginaires.  Par  exemple, 
si  Ton  fait 

la  formule  (i38)  et  la  suivante 

047  )  xayaza. .  .=  (xyz  . .  .)a 

subsisteront  seulement  dans  le  cas  où,  p9  pi9  p29  ...  étant  positifs,  la 
somme  (i3g)  restera  comprise  entre  les  limites »-+--•  Au  con- 
traire, si  la  partie  réelle  de  A  est  positive,  la  formule 

048)  Aa?A3rAs...  =  A*+Jr+s... 

subsistera  sans  aucune  modification  pour  toutes  les  valeurs  possibles 

•  réelles  ou  imaginaires  des  variables  x9  y9  z9 Il  est  encore  facile 

de  s'assurer  :  i°  que,  si  Ton  fait 

a  =  a  +  p  \J—  i,         x  —  r(cosr  -+-  *J—  i  sint-), 

a,  p,  p  désignant  des  quantités  réelles  et  ?  un  angle  renfermé  entre 

les  limites >  +  -•  la  formule  (i4°)  subsistera  seulement  dans  le 

cas  où  le  binôme 

049)  fltr-hPlr 

restera  compris  entre  les  mêmes  limites;  2°  que  la  formule  (i42) 
subsistera  pour  des  valeurs  quelconques  des  variables  x9  y,  z9  . .., 
et  les  formules  (i43)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  offriront  une 
partie  réelle  positive. 

Les  valeurs  que  prennent  les  fonctions  simples  d'une  variable  x, 
quand  cette  variable  devient  imaginaire,  étant  fixées,  comme  on  vient 
de  le  voir,  on  déterminera  facilement  les  valeurs  que  peuvent  prendre 
des  fonctions  composées  d'une  ou  de  plusieurs  variables  réelles  ou 
imaginaires.  Parmi  les  fonctions  de  cette  dernière  espèce,  il  en  est 
quelques-unes  que  l'on  rencontre  souvent  dans  l'Analyse.  Telles  sont, 
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par  exemple,  les  quatre  fonctions 

(i5o)  tango:,     coto\     sécr,     coscca*, 

que  l'on  peut  considérer  comme  composées  et  définies  par  les  for- 
mules 

sin.r  cos.r 

lango*  — »         cotx      =  — > 

cos.r  sino- 

(i5i) 

f  secr    = ?  cosecrzz:-: 

\  cos.r  sm.r 

Tels  sont  encore  les  arcs  de  cercle  dont  la  tangente,  la  cotangente, 
la  sécante  ou  la  cosécante  seraient  représentées  par  ce.  Pour  faire 
voir  comment  on  peut  fixer  les  valeurs  des  arcs  dont  il  s'agit,  dési- 
gnons par 

(i5a)  z  —  arc  lang((vr)) 

l'un  quelconque  de  ceux  dont  la  tangente  est  égale  à  x.  On  aura 

(i53)      xz=  tangs  =  — 


cos 


(ezi/-l-h  e-z/-ï)v/~-  i        sj—  i  e'-v'-1-!-  i  ' 


puis  on  en  conclura 


(i54)  *«**-' 


i  -h  ,r  \/ —  i 


i  —  x  \j — 

et,  par  conséquent, 


2z  sj—  i  =  2  s/—  i  arc  tango? 

='((t^H))='«i+'  ^»-i«-w-)) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(.55)  areiang((g))=^l  +  J^^))^|-^VC:1)). 

2^—1 

Observons  d'ailleurs  que,  dans  le  cas  où  la  variable  x  reste  réelle, 
l'équation. (i55)  subsiste  lors  même  qu'on  y  supprime  les  doubles 

OEuvrea  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  *  5/| 
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parenthèses.  Alors,  en  effet,  on  tire  de  l'équation  (85) 

l(i  -f-  xsj—  i)  =  -  l(i  +xJ)  -h  sj—  »  arctang.r, 

l(i  —  x\J—  i)  —  -  l(i  -h  .r*)  —  v/—  '  arc  tango* 
et,  par  suite, 

l(i-4-  .ry/—  1)  —  l(i  —  ar)J—  i) 


(i56)  arc  tango*  = 


•- 


2  1/  —  1 


Or  il  suffît  évidemment  d'étendre  cette  dernière  formule  au  cas  où 
la  variable  x  devient  imaginaire,  pour  fixer,  dans  ce  dernier  cas,  le 
sens  de  la  notation 

(157)  arc  tango*. 

C'est  ce  que  nous  ferons  désormais.  On  trouvera  donc,  en  prenant 

(i58)  arc  tango*  —  — -* - t-=^—     ' — '-      —  -; 

puis  on  en  conclura,  en  supposant  q2  <  1 , 

l  arc  tango:  =  -  (arc  tang — \-  arc  tang — - —  ) 

Si  l'on  supposait,  au  contraire,  ya>  r,  il  .faudrait  renoncer  à  se  servir 
de  l'une  des  notations 

et  par  conséquent  de  la  notation 

arc  tango*. 

Lorsque  la  condition  y2<i  se  trouve  remplie,  chacune  des  diffé- 
rences 

i((, -h.rv/-7))  —  i(,  +  jrv/ir;)f    i((I_>rv/zr;))_-i(I_;rv/_r7) 
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est  de  la  forme 

» 

k  désignant  un  nombre  entier,  et  par  suite  la  différence 

arc  tang((.r))  —  arc  langx 

—  L(( i  -h  x  sT^))  —  l(i  h-  .r  y^7)  •+•  l((i  —  x  v^i))  -l(i  —  Je  \f^i  ) 

est  de  la  forme 
On  a  donc  alors 

(160)  arc  tang((.r))  —  arc  tang-r  ±:  kr. 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(161)  arc  lang((.r))  =  arc  langj?  -t-  arc  lang((o)). 

Lorsqu'on  suppose  en  même  temps  p  =  o  et  y2<  i,  on  tire  de  la 
formule  (i58) 

(162)  arc  tangC^v-  0  = ^7== =  V1   rf  )' 

Après  avoir  déterminé,  par  la  formule  (i55),  la  valeur  de  l'un  quel- 
conque des  arcs  qui  ont  a;  pour  tangente,  on  en  déduira  sans  peine  la 
valeur  de  l'un  quelconque  de  ceux  qui  ont  x  pour  colangenle.  En 
effet,  si  l'on  désigne  par 

(i63)  z  =  arc  cot((x)) 

l'un  de  ces  derniers  arcs,  on  aura 

C0S£  I 


x  =  C0t£ 

et,  par  suite, 


suis        lang- 


tang~r=  I,         z—  arctangff  ^ 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(164)  arc  cot((x))  =  arctangM  — 
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Lorsque,  dans  le  rapport  —  »  le  coefficient  de  \/—  i  a  une  valeur  numé- 
rique plus  petite  que  l'unité,  alors,  en  supprimant  les  doubles  paren- 
thèses dans  le  second  membre  de  la  formule  (164),  on  obtient  une 
valeur  particulière  de  arccot((a?))  que  nous  désignerons  par 

arc  cot  x, 
en  sorte  qu'on  aura 

(i65)  arccot.r  =  arc  tang  — • 

X 

Par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  qui  précèdent,  on  pour- 
rait encore  ramener  la  détermination  des  arcs  qui  ont  x  pour  sécante 
ou  pour  cosécante  à  la  détermination  des  arcs  dont  on  connaît  le 
sinus  ou  le  cosinus,  et  l'on  établirait  les  formules 

(166)  arc  séc ((*£))      =  arccosf  (  —  ))>. 

(167)  arccoséc((.r))  =  are  sin  ((—))> 

(168)  arcsécr  —  arccos  —  > 

x 

(169)  arccosécx        =  arc  sin  —  • 

x 
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DOUZIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES    ET    DÉRIVÉES   DES    DIVERS   ORDRES   POUR    LES    FONCTIONS 

D'UNE   VARIABLE   IMAGINAIRE. 


Concevons  que  Ton  étende  les  définitions  que  nous  avons  données 
pour  les  différentielles  et  les  dérivées  des  variables  et  des  fonctions 
réelles,  au  cas  même  où  ces  variables  et  fonctions  deviennent  imagi- 
naires. Alors,  en  partant  des  principes  exposés  dans  la  Leçon  précé- 
dente, on  déterminera  sans  peine  ces  différentielles  et  ces  dérivées, 
ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

J'observerai  d'abord  que,  si  l'on  représente  par 

(i)  i=i  a -h  j3v/—  ï  =  p(cosu  -+-  y/—  i  siirj) 

une  expression  imaginaire  infiniment  petite,  a,  (3,  p,  u  désignant 
quatre  quantités  réelles  dont  les  trois  premières  soient  infiniment 
petites  et  la  quatrième  positive,  on  aura,  en  vertu  des  formules  (62) 
et  (61)  de  la  onzième  Leçon, 

e*  —  1  i  il 


—  x 


1.2  1.2.3 

P  /_...  ,  ./— :„8«..\  ,      P1 


—  1  H — P_(cosu  -hi/—  1  sinj)  H p— ^(cos2  j  -h  s/—  1  sin2u)  -h. . ., 

1 .2  x  T  '        1 .2.3  x  ' 


sin*  /s  a1 


=  I k  -H.  .  .  =  I -— jr(cOS2u  -+-  \l—  1  sin2j)  4-. . . . 

i  1.2.3  1.2.3 

Or  on  tirera  de  ces  dernières,  en  faisant  converger  la  quantité  p,  et 


WO  LEÇONS   SUR  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

par  conséquent  l'expression  (i),  vers  la  limite  zéro, 

e1 —  i 
(2)  lim — . —  =i, 


•         • 


(3)  lim— r-     =  1. 
puis,  en  remplaçant  i  par  il  A,  on  trouvera 

,.     e',A-i        ..     A'-i 
lim  — rr-i-  =  nm  — .-.—  =  1 
ilA  mA 

et,  par  suite, 

(4)  lim--^-  i:lA, 

A  désignant  une  constante  réelle  ou  une  constante  imaginaire  dont  la 
partie  réelle  soit  positive.  De  plus,  si  Ton  fait 

1(14-0  =  1, 

on  aura 


l(»  +  0 


j-0  _    1    __/?i_-i\ 

i        ~e'-i  -  V     1      ) 


-1 


et,  par  suite, 


,.l(i  +  0 


1 


(5)  lim- — : — -=i         ou         lim  l(i  -h  iY~  1; 


puis  on  en  conclura 


1 


(6)  lim(i-+-0,=  ^. 

Enfin,  comme,  dans  le  cas  où  la  partie  réelle  de  la  constante  A  est 
positive,  on  tire  de  l'équation  (88)  de  la  onzième  Leçon 

1  /       -s      1(«  +  0 
L(i-*-0=  ---jX 

la  lettre  L  indiquant  un  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base 
est  A,  on  aura,  dans  ce  même  cas, 

,   x  ••     1*0  +  0        "    ,.     l(i  +  0        1 

(7)  |im  _j_  =        i,m  _i_^  = 


t-\ 
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Les  diverses  formules  qui  précèdent  s'accordent  avec  celles  que  nous 
avons  données  dans  les  Préliminaires,  lorsque  l'expression  infiniment 
petite  désignée  par  i  se  réduit  à  une  quantité  réelle.  Mais  il  était  im- 
portant de  s'assurer  qu'elles  subsistent,  lors  même  que  i  devient  ima- 
ginaire.  Ajoutons  que,  si  l'on  représente  par  A^r  =  i  l'accroissement 
infiniment  petit  d'une  variable  imaginaire  x,  la  dérivée  de  la  fonction 

?  =  /(*), 

c'est-à-dire  la  limite  vers  laquelle  converge  le  rapport 

Ax  i 

tandis  que  i  s'approche  de  zéro,  pourra  toujours  être  désignée  par  la 
notation 

y  ou  f(x). 

Quant  aux  différentielles  dx9  dy,  elles  ne  seront  autre  chose  que  des 
expressions  imaginaires  dont  le  rapport  sera  équivalent  à  la  dernière 
raison  des  accroissements  infiniment  petits  Ax,  Av,  et  par  conséquent 
des  expressions  imaginaires  liées  entre  elles  par  l'équation 

^=/      .°u       dy-ydx. 

Or,  en  vertu  de  cette  équation,  la  différentielle  dy  sera  complètement 
déterminée,  quand  on  aura  fixé  la  forme  de  la  fonction  y  =/(x)  et 
la  différentielle  dx  de  la  variable  indépendante.  Mais  cette  dernière 
différentielle  restera  entièrement  arbitraire  et  pourra  être  une  expres- 
sion imaginaire  quelconque. 

Cela  posé,  en  faisant  usage  de  raisonnements  semblables  à  ceux 
que  nous  avons  employés  dans  la  première  Leçon,  et  ayant  égard  à 
la  formule 


<8>  Le=H  =  YK 


9 


on  trouvera  :   i°  pour  des  valeurs  imaginaires  quelconques  de  la 
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variable  x  et  de  la  constante  a, 

d(a  -h  x)  =  dx,  d(a  —  x)  = — dx,  . 


(9) 


d(ax)       —  adx,         d—  = —  > 

j-  a?1 

dex  =  e*  dx, 
d%\xix  —ç.o§x  dx      =:sin(.rH — )  dxf 


s  d  cos  ,r  =  —  sin  .r  é/j-  =  cos  (  x  h- 


(*+ï)<£r; 


2°  pour  des  valeurs  de  la  constante  A  dont  la  partie  réelle  sera 
positive, 

(io)  d\*z=z  A*\Adx; 

3°  pour  des  valeurs  de  x  dont  la  partie  réelle  sera  positive, 

(iï)  dxa   Trzaxa-ldx9 

dx 
(\i)  dLxzzz  Le  — y 

(i3)  d\xz=z~, 

X 

et,  pour  des  valeurs  de  x  dont  la  partie  réelle  sera  négative, 

(I.J)  d(—X)a    r=—Cl(—x)*-xdx9 

dx 
(i5)  dL(-x)  =  Le  — , 

x 

(16)  dl(-x)  =  ~ 

De  plus  on  tirera  de  l'équation  (86)  ou  (87)  (page  4**3)  combinée 
avec  la  formule  (i3)  ou  (16), 

(17)  rfi((*))  =  ^, 
et  de  la  formule  (78)  (page  411)» 

(18)  dH{x))  =  ±^=Le^. 

1  A.      •*  X 
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On  établira  encore  sans  difficulté  les  deux  premières  des  équa- 
tions (i3)  de  la  page  293,  savoir 


dx  .  dx 


(19)  t/tangx= — :7—  >         dcoix  = 


cos-j?  su\*x 


> 


et  l'équation  (10)  de  la  page  293,  savoir 

(20)  rfFO0  =  F'(jr)rf/f 

y  étant  une  fonction  quelconque  de  x;  puis  on  déduira  immédiate- 
ment de  cette  équation  la  plupart  des  formules  contenues  dans  les 
pages  293,  294  et  295  avec  quelques-unes  de  ces  mêmes  formules 
légèrement  modifiées.  On  trouvera,  en  particulier, 

Id{a+y)z=idyy        d{—y)=z  —  y,        d(ay)  =  adj>, 
dz=--£>      dH(y))  =  -^> 
y        y  y 

.     .  .    ,  s'mxdx  ,       .  cosxdx 

(22)  dsècxzz: — ,         acosecr= 7-= 

N  cos*.r  sm*x 

De  plus,  si  Ton  pose 

y  =  xa, 

on  aura 

puis,  en  différentiant  et  ayant  égard  à  l'équation  (17),  on  retrouvera, 
comme  à  l'ordinaire  (voir  la  page  294),  les  formules 

dy  dx  dy  y  m   . 

-^-=za — 9         -£-  =a—  =:axa-\ 
y  x  dx  x 

et  par  conséquent  la  formule  (1 1). 
De  même,  si  l'on  prend 

y  =  arctang((a:))        ou       y=  arccot((.r)), 

on  en  conclura 

tangy=zx       ou        coty=zx9 

puis,  en  différentiant,  et  ayant  égard  aux  équations  (19),  on  obtiendra 

Œuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  55 
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la  formule 

dy  =  cos1/  dx        ou        dy  =  —  sln'y  dx, 

de  laquelle  on  tirera 

(a3)      rf  arc  lang  ((#))=: ;         ou         </ arc  cot  ((#))  =  — 


I  -H  X*'  w     //  i  4-  x1 

Si  Ton  posait,  au  contraire, 

^z=arcsin((j?)), 


on  en  conclurait 


,  dx 

sin  y  =  x,        dy  =z 

J  J       cos/ 


D'ailleurs,  si,  dans  la  première  des  équations  (74)  de  la  page  4">  on 
remplace  x  par  —y,  cette  équation  donnera,  pour  une  valeur  quel- 
conque réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  y, 

cos*/  4-  sîn'/  =  1. 

On  aura  donc,  dans  le  cas  présent, 

x 
cos*/  =  1  —  sin1/ =  1  —  X*,        cos/  =  ((1  —  x*))* 

et,  par  suite, 

dx 
(t*4)  davcsin({x))  — r, 

((1-**))* 
On  trouvera  de  même 

dx 

(a5)  rf  arc  cos  ((#))  = r- 

((i-*f))f 
En  d'autres  termes,  on  aura,  si  la  partie  réelle  de  1  —  x%  est  positive, 

dx 
(a6)  rfarcsin((a?))  =—  */arccos((a?))  =±  — — _^-> 


a?» 


et,  si  la  partie  réelle  de  1  —  x1  est  négative, 

(27)  </arcsin((#))  =  —  d  arc  cos((x))  =±  y/— 1. 

yx*— - 1 

Il  est  bon  d'observer  que  les  formules  (23)  comprennent,  comme  cas 
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particulier,  les  deux  suivantes  : 

dx  ,  dx 

(28)  aarctangj?  = p         a  arc  cota?  — 


i  -h  x%  i  -h  x% 

Ajoutons  que,  si,  dans  la  première  des  formules  (28),  on  remplace  x 
par  x  y/—  1,  on  en  tirera,  en  supposant  la  variable  x  réelle,  et  ayant 
égard  à  l'équation  (162)  de  la  onzième  Leçon, 

1    1  -t-  x         dx 
(29)  d-\ = ;- 

y   v'  2     1  —  X        I  —  X1 

Il  serait  facile  de  vérifier  directement  ce  dernier  résultat. 
Si  Ton  prenait  simplement 

y  =z  arcsina:, 

on  trouverait  toujours 

.  dx 

dy  = 


cosv  • 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose 

p,  q  désignant  des  quantités  réelles,  la  valeur  de  arc  sina?  sera  donnée 
par  la  formule  (108)  de  la  Leçon  précédente,  ou 


j  =  arcsin.r  r=<?-H  5.v^> 

* 

*,  ^  désignant  des  quantités  réelles  dont  la  première  vérifiera  les 
équations  (110)  de  la  même  Leçon.  En  conséquence,  la  partie 
réelle  de 

=  cos(#+  ^V^17"1)  =  -  (*^+  «"^)  costf  -  *— i  (e^-  c"^)  sin£, 


cos/ 
savoir    . 


-U^-+-e   ^Jcos$, 


sera  une  quantité  de  même  signe  que 


COS^rr 


\p*=i  *  v/pF1^']' 
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c'est-à-dire  une  quantité  positive.  Don-c,  si,  dans  le  premier  membre 

de  la  formule  (24),  on  remplace  les  parenthèses  doubles  par  des 

parenthèses  simples,  on  devra  en  même  temps  réduire  l'expression 

1 
((1  —  a?a))a  à  celle  de  ses  deux  valeurs  qui  offre  une  partie  réelle 

positive.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend  x  =  qyj—  1,  on  trouvera 

,  .         , \]—\dq 

aarcsin<7y—  !  z=    ,—        » 

S/i-ï-q* 

ou,  ce  qui  revient  au  même  [twla  formule  (121)  de  la  Leçon  précé- 
dente], 

puis  on  en  conclura,  en  substituant  la  lettre  x  à  la  lettre  q% 

(3o)  dl(x  +  <Ji-T~ï)=  -£*-. 

Il  serait  facile  de  vérifier  directement  cette  dernière  équation. 

Dans  le  cas  particulier  où,  la  variable  x  étant  réelle,  la  valeur 
numérique  de  cette  variable  surpasse  l'unité,  aucune  des  deux  va- 
leurs de  l'expression 

n'offre  une  partie  réelle  positive,  puisqu'elles  se  réduisent  respective- 
ment à 

Mais  alors  aussi  l'expression  arc  sinx  doit  être  bannie  du  calcul  (voir 
la  Leçon  précédente,  p.  4*8),  et  par  conséquent  il  n'y  a  plus  lieu  de 
chercher  la  différentielle  de  arcsina\  Ajoutons  que,  dans  le  même 
cas,  on  tirera  de  l'équation  (22)  combinée  avec  la  formule  (117)  de 
la  précédente  Leçon, 

(3i)       c/arcsin((.r))=:±v/^-i  rf^-i-^^j^t  — — '^L=\/~i. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  l'exactitude  de  l'équation  (3i)  en  établis- 
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sant  directement  la  formule 

dx 


(3a)  rfl(^  +  ^-i)- 


\]x'i  — 


i 


Quant  à  la  différentielle  de  l'expression  arccosa\  elle  se  déduira 
immédiatement  de  l'équation  (129)  de  la  Leçon  précédente.  On  aura 
donc,  dans  tous  les  cas, 

(33)  <tf  arccos.r  =  —  rfarcsin.r. 

Soient  maintenant  s,  u,  v,w,  ...  diverses  fonctions  de  la  variable 
imaginaire  x9  et  A$,  Ai/,  A?,  Atv, ...  les  accroissements  simultanés  que 
reçoivent  ces  mêmes  fonctions,  quand  on  attribue  à  la  variable  x  un 
accroissement  infiniment  petit,  réel  ou  imaginaire,  savoir  Ax  =  1.  Si 
la  fonction  s  est  la  somme  de  toutes  les  autres,  en  sorte  qu'on  ait 

(34)  5=  M-+-P4- WH-.  .  ., 

on  trouvera  successivement 

A$  =  Au  4-  ùlv  -+-  Amp  -+- . . . 


et 

A?  Au        àv       Atv 

Aj?       Aa?       Aa?       Aa? 


puis  on  en  conclura,  en  faisant  converger  àx  vers  la  limite  zéro, 

ds        du        dv       dw 


dx       dx    '    dx    '    dx 

et,  par  conséquent, 

(36)  ds  =r  du  -h  dv  -f-  afo>  -h  . . . . 

Remarquons  d'ailleurs  que  l'équation  (35)  peut  être  présentée  sous 
la  forme 

(37)  j'zr  «' -h  *>'-*-  w'-+- 

Des  équations  (36)  et  (37),  comparées  à  l'équation  (34),  il  résulte 
que  la  différentielle  ou  la  dérivée  de  la  somme  de  plusieurs  fonctions 
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est  la  somme  de  leurs  différentielles  ou  de  leurs  dérivées,  dans  le  cas 
même  où  la  variable  x  devient  imaginaire.  En  partant  de  ce  principe, 
on  pourra  évidemment  étendre  au  cas  dont  il  s'agit  la  plupart  des  for- 
mules établies  dans  la  seconde  Leçon.  Ainsi,  par  exemple,  on  trou- 
vera, en  désignant  par  m  un  nombre  entier,  et  par  a,  b,c,  ...9q9r  des 
constantes  imaginaires, 

(38)  d(  au  -+-  bv  -+■  cw  -+- . . .  )  =  a  du  ■+-  b  dv  -h  c  dw  -+- . . . , 

(39)  d(axm-t-  bxm-l  +  ...-hqa:  -f-  r)  =  [/naxm-l-h  (m  —  i)a-rm-*-K..-+-  q]  dx. 

De  plus,  comme  on  aura  généralement 

I((mw. .  .))  =  !((«))  +  !(("))  +  l((w»  +. .  ., 
on  en  conclura,  en  différentiant, 

d(uvw...) du       dv       dw 


UVW.  .  .  U  V  w 

et,  par  suite, 

//    x  j/  x  (du        dv       dw  \ 

(40)  diuvw. . .)  =  uvw. . .  ( 1 1 h. . .  ). 

\  u  v         w  ) 

On  trouvera,  en  particulier, 

(40  d(uv)=z  udv  -+-  vduf        d(uvw)  =  vwdu  -+■  wudv  -+-  uv  dw 

et 

jfl,\        j(    '  \        l  j            j1        du  dv 

a ( -  1  =  ai  u- )  =  -du  •+-  ud-  = u— -> 

\9  /  \    v)        v  ç         v  ç 

ou  plus  simplement 

v  du  —  u  dv 


«•>  «(?)= 


v 


De  même,  comme,  en  supposant  la  partie  réelle  de  u  positive,  et  dési- 
gnant par  k  un  nombre  entier  quelconque,  on  aura 


\{(u*))  =  v\u±ikT:>S^\% 

on  en  conclura 

d(u')  du       .       , 

u     =v h  1  u  dv 

u"  u 
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et,  par  suite, 

(43)  du"=u"(-du  +  \udv\ 

Si,  dans  la  formule  (43),  on  remplace  v  par  ->  on  trouvera,  en  suppo- 
sant toujours  la  partie  réelle  de  u  positive, 

(44)  dJ=J(*i-lu^\ 

Enfin,  si,  dans  les  formules  (43)  et  (44)»  on  prend  u  =  v  =  x,  et  si 
Ton  suppose  la  partie  réelle  de  x  positive,  elles  donneront 

(45)  ***=*«(,  + !*)**,        dJ^l—^Jdx. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  calculs;  et,  pour  terminer  la 
douzième  Leçon,  nous  dirons  ici  quelques  mots  sur  les  différentielles 
et  les  dérivées  du  second  ordre  ou  des  ordres  supérieurs,  relatives  aux 
fonctions  d'une  variable  imaginaire. 

Comme  une  fonction  y  ou  /(x)  de  la  variable  imaginaire  x  a  pour 
dérivée  et  pour  différentielle  d'autres  fonctions /'(a?)  etf'(x)dx,  de 
cette  même  variable,  il  est  clair  qu'on  peut  déduire  de  /(x)  une  mul- 
titude de  fonctions  nouvelles  dont  chacune  soit  la  différentielle  ou  la 
dérivée  de  la  précédente.  Ces  fonctions  nouvelles  sont  ce  qu'on  nomme 
les  dérivées  ou  les  différentielles  des  divers  ordres  de  y  ou  /(x).  On 
indique  les  dérivées  des  divers  ordres  à  l'aide  des  notations 

9        J     »        J      t  •   •   '»         J 

OU 

/'(*),     /'(*).     /"(*),      ...,     /<■>(.*), 

et  les  différentielles  des  divers  ordres  de  la  fonction  y  à  l'aide  des 
notations 

dy,    d>yy    d*y9     ...,     d*y. 

Cela  posé,  en  raisonnant  comme  dans  la  troisième  Leçon,  on  obtiendra 

* 

immédiatement  les  formules 

dy  =  y1  dx,         d*y  —  y*  dx1,         d*y  ~  y"  dx*y         .  . . ,         dny  =  y{n)  dxny 
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qui  subsistent  dans  le  cas  même  où  la  variable  indépendante  x  et  la 
différentielle  dx  deviennent  imaginaires.  De  plus,  on  étendra  sans 
peine  au  cas  dont  il  s'agit  les  diverses  formules  établies  dans  la  troi- 
sième Leçon,  par  exemple  les  suivantes 

dnex  =  exdxn,    das\nx  z=  sin(x  H-  \m:)dxn9    dncosx  =  cos(a?  -h  {  wt)dxn, 

dnxa=za(a  —  i). .  .(a  —  n  -+-  i)x"~ndxn9 

d»[x  =  (-i)»->l9*'3--}n~j)dx»9 

et  Ton  trouvera  encore,  pour  y  =  /{x  -t-  a), 

yODzr/oofjr  +  a),         dny  =  fin\x  +  a)dxn; 

pour  y  =f(ax), 

» 

yi*)=anfin\ax),         dny  —  anfln>(ax)dxn, 

etc. 
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RELATIONS  QUI  EXISTENT  ENTRE  LES  FpNCTIONS  D  UNE  VARIABLE  IMAGINAIRE  X  ET  LEURS 
DÉRIVÉES  OC  DIFFÉRENTIELLES  DES  DIVERS  ORDRES.  DÉVELOPPEMENTS  DE  CES  FONCTIONS 
SUIVANT  LES  PUISSANCES  ASCENDANTES  DE  X>  OU  DE  LA  DIFFÉRENCE  X  —  tf ,  DANS 
LAQUELLE   a  DÉSIGNE   UNE   VALEUR    PARTICULIÈRE   DE  X. 


Soient 

(i)  x=p+fjSi!—i 

une  variable  imaginaire  et  f(x)  une  fonction  de  cette  variable.  Soit, 
en  outre, 


(2)  r  —  vV+71 

le  module  de  la  variable  x.  La  valeur  de  x  pourra  s'écrire  comme  il 
suit 

(3)  x  =  r(cos*  4-  \J—  i  sin*)> 
/  désignant  un  arc  réel;  et,  si,  dans  la  fonction 

(!)  f(j?)  =  f[r(cos£-»-v/=::^sinO]. 

on  considère  le  module  r  comme  seul  variable,  cette  fonction  pourra 
être  présentée  sous  la  forme 

(5)  ?(/•)-+- V^xCO. 

o(r),  £(/•)  désignant  deux  fonctions  réelles  de  r.  Cela  posé,  si  Ton 
différencie  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  r  l'équation 

(6)  f[r(cosl  -h  \J—  i  sin*)]  =  <?(/•)  -Hv/=^Z(r)> 

en  ayant  égard  aux  principes  établis  dans  la  Leçon  précédente,  on 
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trouvera 

I  (cos^-f-v7— "ï  sin/)  f'[r(cost-\-\f^~i  sin*)]  =  9'(r)~+-  \f-^lx'(r)* 

(7)  j  (cos*  +  y/^sinOîfff[/(cos^H-vc^sinO]  =  ?ff(',)-+-^:=r^x'(r)» 

et  généralement 

(8)  (cost  h-  v/17!" sin*)"  W [r(cos*  4-  v^ï  sin 0]  =  9(J,)C)  +  v/^X^K'")* 

«  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Concevons  maintenant  que  les 
fonctions 

s'évanouissent  toutes  pour  une  valeur  nulle  de  x,  en  sorte  qu'on  ait 

(9)  f(o)  =  o,        f(o)  =  o,         ...,        f«-*)(o)=o. 

On  tirera  des  formules  (7),  en  y  posant  r=  o, 

0(0)       +V/37X(0)       _0> 


(10) 


puis  on  en  conclura 

(11)                  9(0)  =o,        9'(o)  =  o,  «..,         o«ff-»(o)=o 

et 

(*«)                 7»~o,        z'(o)  =  o,  ••<<         x(n-,)(o)  =  o. 

D'ailleurs,  si  les  fonctions 

('3)                            f(*)f     f'(*),     ...,  f»«- ■>(*),     f(«)(.r) 

sont  continues,  par  rapport  à  x,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  x  =  o, 
les  fonctions 

,                         i  ?(0,    ?'(r) ?"■-"('•).     ?"»(r), 

*  *('•),  x'<0»    ....  x"-"('-).  x""(r) 
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seront  elles-mêmes  continues,  par  rapport  à  r,  dans  le  voisinage 
de  r=o;  et  la  formule  (9)  de  la  page  3n  donnera,  au  moins  pour 
des.valeurs  de  r  positives,  mais  inférieures  à  une  certaine  limite  k, 


n 


"5>    '<r>=Tix^;*,",(fl«rV     *<p>  =  tïx7^*,",<«",>' 

0,,  02  étant  deux  nombres  plus  petits  que  l'unité.  Par  suite,  l'équa- 
tion (G)  donnera 

(16)      f[r(cos*  +  v^sinO]  =  7V Ç-^Wn)(°ir) +  ^<  Xln)(e*r)l 

I     %    JL   m   O   .     •     *    il 

Pour  que  cette  dernière  formule  subsiste  entre  les  limites  r=o, 
r  =  k,  il  suffît  évidemment  que,  les  fonctions  (i3)  étant  continues, 
par  rapport  à  xy  dans  le  cas  où  le  module  r  reste  compris  entre  ces 
limites,  le  rapport 

/,    \  f(*)  ___  V{r)  +  \f^~\y^r) 

7  xH~l       r»-*(cost  +  \f^isint) 


n-l 


s'évanouisse  avec  r.  En  effet,  comme  ce  rapport  est  équivalent  au 
produit 

(18)  [co8(/i«i)*  +  ^^sin(/i^i)«][^  +  v^^jër]' 

il  ne  pourra  s'évanouir  pour  une  valeur  nulle  de  r,  à  moins  que  cette 
valeur  ne  vérifie  la  formule 

et,  par  conséquent,  les  deux  conditions 

Or,  si  ces  conditions  se  trouvent  vérifiées  pour  r  =  o,  elles  entraîneront 
les  équations  (11)  et  (12)  (voir  la  cinquième  et  la  sixième  Leçon). 
Donc  alors  les  formules  (i5)  et,  par  suite,  la  formule  (16)  subsiste- 
ront entre  les  limites  r  =  o,  r  =  k. 
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Pour  que  la  variable  x  devienne  infiniment  petite,  il  est  nécessaire 
et  il  suffît  que  le  module  r  soit  lui-même  infiniment  petit.  Or  on  trou- 
vera, dans  cette  hypothèse,  en  admettant  que  <p(,l)(o),  y}n)(o)  con- 
servent des  valeurs  finies,  et  désignant  par  a,  fî  des  quantités  infini- 
ment petites, 

(î9)  <p<«) (r)  =  9<»>(o)  -h  a,        x(n)(r)  =  X(n)(°)  +  ?• 

Par  conséquent  la  formule  (16)  donnera 

If[r(co$l~h  v^ "î  sîn/)] 
r»       r  t 

=  7"^ -[o(»'(o)-i-v/=r7x<»)(o)4-a  +  |3v/::ri]. 

D'ailleurs,  on  tirera  de  la  formule  (  8 ),  en  y  posant  r  =  o, 

(21)  o^(o)^\/^^iyjn^o)  =  (cost^\/^  s\nt)nï^(o). 

Donc,  si  Ton  fait,  pour  plus  de  commodité, 

.  (22)      I=7 g  +  PJLzJ — -.-  -  (rf-h?vCr')(cos/if  ~v/— '  sin/i/)f 

^cos*-h  y—  1  sinJj 

on  aura  encore 

(23)      f[r(cos*  -h^-  «  sinOJ  =  — - — —- 1 [f<n,(o)  -1-  I] 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

f(x)  = Ç [f  <■  )(o)  +  I]. 

I  .  2  .  3  .  .  .  Il  L  '  J 

Dans  cette  dernière  équation,  I  désigne  une  nouvelle  variable  qui 
s'évanouit  avec  x.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Supposons  que,  les  fonctions  (i3)  étant  continues,  par 
rapport  à  x,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x  =  o,  s'éva- 
nouissent toutes  avec  x,  excepté  la  dernière  f[n)(x),  et  que  f(w;(o)  con- 
serve une  valeur  finie.  Alors,  si  l'on  attribue  à  x  une  valeur  infiniment 
petite,  on  aura 


xn 


(*4)  f(J?)  =  7—0 [f('°(o)  4-1], 


1.2.3.../* 
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I  désignant  une  expression  imaginaire  qui  deviendra  nulle  en  même 
temps  que  la  variable  x. 

Dans  le  cas  où  la  variable  x  reste  réelle,  l'équation  (24)  peut  être 
immédiatement  déduite  de  la  formule  (18)  (page  33o). 

Soit  maintenant /( x)  une  fonction  de  x,  qui  conserve  une  valeur 
finie,  aussi  bien  que  ses  dérivées  d'un  ordre  inférieur  ou  égal  à  wf 
pour  une  valeur  nulle  de  x;  et  supposons  d'ailleurs  que,  pour  clos 
valeurs  de  x  imaginaires  ou  de  la  forme 

/(cos*  h-  v^—  1  sin  t), 
les  fonctions 

(25)  /(*),    /'(*),    /'(*),     .-.,    f(n)(*) 

restent  continues  entre  les  limites  o  et  k  du  module  r.  Si,  en  considé- 
rant ce  module  comme  seul  variable,  on  désigne  par  ?(r),  y(r)  deux 
fonctions  réelles  de  r,  propres  à  vérifier  l'équation 

(26)  f  [r (cos t  +  s/^1  sin t)]=zo(r)  -i-yf1^ x(r)> 
on  aura,  pour  une  valeur  entière  de  m, 

(cost  +  \f^i  s\nt)m  fw[r(cost  +  \f^i  s\nt)] 

(27)  <  =ç'->(r)-+-vCr«Z(m)(r)* 
(cost  +  \f^l  sin£)m/(m,(o)  =  9«*,>(o)-4-v/r--^X(,")(0)- 

D'autre  part,  la  formule  (8)  de  la  huitième  Leçon  donnera,  entre  les 
limites  r  =  o,  r  =  i, 

■  <?('')  =  ?(o)  +  7  ?'(<>)  ■+■  -^-  ?f(o)  +-> .  » 

1  1    •    o 

»'/l — 1  fit 


9<—«)(o)  +  ——5 9«">(fi,r), 


1.2.3. ..(H  —  l)'  I  .  2  .  3  .  .  .  « 

(28) 


>■> 


X(',)=z(°)+  7  •/(<>)-<- —a» +  •• 


rn-\  rn 

.j y^n-,*(o)  H 

1 . 2 . 3 . . .  (  n  —  1  )  *•  1 . 2 . 3 . .  .  /* 


Z(,,)(V), 
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0,,  02  désignant  deux  nombres  inférieurs  à  l'unité.  Par  cuite,  on  tirera 
de  l'équation  (2G)  combinée  avec  la  seconde  des  formules  (27), 

l  /[/(cosf  -4-v/— l  sin/)] 

=  /(o)+r(cos'  +  *^8in<V(o)+... 

1 .  2 . 3 . . .  (  «  —  1  )  y 


(29) 


/•' 


1  •  2  ■  1)1  .  t'£ 


l?(»)(0,r)-i-vC:ïx<",(*iO] 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


/(*)=/(o)  +  7/'(o)  +  ^L/»(o)  +  ... 


■jpH-1 


<3o>        <  +T72T3T7T«^r)/("""(0) 


x*         o^(Oxr)-h\/—\  y}n)(Btr) 


1 .  'à  .  o .  . .  n 


(eos*  -h  y/—  1  sin/)" 


Il  suit  de  la  formule  (3o)  que  la  fonction /(j?)  peut  être  considérée 
comme  composée  d'une  fonction  entière  de  x,  savoir 


*  -.n— l 


•^   j»t  é    v         .*?-  or 


(3.)     /(o)  +  T/'(o)  +  -/>)+...+  — — --iT/'«-'(o) 

et  d'un  reste,  savoir 

(  32 }  **_ ?(,,)(9i /•)■»- v^Tx(<,)(gfO . 

i.2.3. .  ./*   (cos/  -+-  y/—  1  sin*)'4 

lorsque  ce  reste  décroît  indéfiniment  pour  des  valeurs  croissantes  du 
nombre  entier  n,  la  série 

(33)  /(o),     f/'(o)f     f^/'(o),      ... 

est  convergente,  et  la  somme  de  cette  série  est  précisément  la  fonc- 
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tion /"(#),  en  sorte  qu'on  a 


x  „..   .        X2 


(34)  /(*)  =/(o)  +  -/'(o)  -h  —  /"(o)  -t- . . . . 

X  1  »  ^ 


L'équation  (34)  n'est  que  la  formule  de  Maclaurin  étendue  au  cas  où 
la  variable  x  devient  imaginaire. 

Concevons  encore  que,  la  lettre  a  désignant  une  valeur  particu- 
lière de  la  variable  x,  les  fonctions  (20)  conservent,  pour  x  =  a, 
une  valeur  finie  et  restent  continues  tant  que  le  module  p  de  la  dif- 
férence x  —  a  demeure  compris  entre  les  limites  o  et  k.  Alors,  si  Ton 
fait 

(35)  x  —  a-=.  z  =  p(cos j  -\-\] —  1  sinu), 

u  désignant  un  arc  réel,  et 

(36)  /(a  -+-  s)  =f[a  -h  p(cos-j  -h  \f^i  sin v)]  =  *(p)  -h  ^~~î  X  (p), 

on  trouvera 

(cos-j  -+-V—  l  siirj)",/(",î[a  -hp(cos->  -+-  \/—.i  sin-j)] 

(37)       {  =Wn'Hp)-h\f~^~îX<fn)(?), 

De  plus,  comme  la  formule  (8)  de  la  page  353  donnera 


*(p)  =  *(o)  +  2  *'(<,)  + -£-*"(<>)+... 


I  1.2 

71—1 


H 5^-; :  «'"-"(o)  h Ç —  *«-'(«,  p), 

1.3.0...  (M  —  I)  1.3.0...//  r' 

(38) 


X(p)  =  X(o)  +-  2  X'(o)  -+-  -£-  X*(o)  -+-. . . 


2 

1  .2 


s/l-1 


.  + n^-j r  X<-"(o)  + P. X^(9,p), 

\  I.2.0...(/t  —  i)  1.2.3.../1  r 

0,,  02  étant  deux  nombres  inférieurs  à  l'unité,  on  tirera  de  l'équa- 
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tion  (3G)f  combinée  avec  la  seconde  des  formules  (37), 

/  /[a  -h  p(cosu  ~\-^—i  sinu)] 

=/(a)+P^0^  +  V/:rIsi"")/>(a)+... 

9)  '  ,   p"-'(c"su  +  y/^7sinUr~'  yi—iwfl) 

1.2.3. ..(/t  —  1) 

C ,  l>">(M  +  V^l  X«»)(9,p)] 


I  .  2  •  0  >  •  •  /* 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(4o)        <  +      <*-">"'   ./<-'>(«) 

V^   '  A  ï  .2.0.  .  .(n  —  1) 


1.2.3.../*         (cosj  -h y/ —  1  sin j)" 

En  vertu  de  la  formule  (4°)f  la  fonction /(j?)  peut  être  considérée 
comme  composée  de  la  fonction  entière 

(/(«)+ ^/,(fl)  +  ^i"^/f(«)+-.. 
(40 

'  +  1.2.3.  ..(/t-O7         l   j' 

qui  se  trouve  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  —  a, 
et  d'un  reste  représenté  par  le  produit 


(îa)  (g -a)»   *<»>(Q,p)4-y/£7X(">(Q,p) 

1.2.3.../*        (cos'j  +  y'' — 1  sinu)'4 

Lorsque  ce  reste  décroît  indéfiniment  pour  des  valeurs  croissantes  du 
nombre  entier  /?,  la  série 

■ 

(-.3)  /(«),     —^ /'(«).     ^f^-V».      ••• 

*  M     m     a 
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est  nécessairement  convergente,  et  l'on  tire  de  l'équation  (4o) 


(44) 


/(X)=f(a)+^r?./'(a)+(x-°)*f'(a)+... 


I  .2 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(45) 


/(a  +  z)  =/(«)  + 7/'(a)  +  _/'(«) +.... 


Si,  dans  cette  dernière,  on  remplace  a  par  a?  et  a  par  à,  on  obtiendra 
la  suivante 


(46) 


f(x  +  h)  =/(*)  +  V(*)  +  -£-/'(*)  +•  •  -, 


c'est-à-dire  la  formule  de  Taylor  étendue  au  cas  où  la  variable  x  et 
son  accroissement  h  deviennent  imaginaires. 

Lorsque,  dans  l'équation  (4°)»  le  module  p  devient  infiniment 
petit,  le  rapport    . 


(cosu  4-v/~  !  sinu)" 


diffère  très  peu  du  rapport 


>c)(o)+^X^(o)  _ 
Vcosu  -4- y—  i  sinyy 


Donc,  si  Ton  pose  alors 


(47) 


•"(M-*-X<«>(fl>PT 
Vcosu  -h  v~"  *  smuj 


I  sera,  ainsi  que  x  —  a,  une  expression  imaginaire  infiniment  petite, 
et  la  formule  (4o)  donnera 


/(*)=/(«) +  f-rA/f(«)+-  •• 


(48) 


—  /^«-i 


(a?  — a) 


I  .  2  .  3  .  .  .  (  /i  —  i) 

(.r —  a)n 


/<-*>(«) 


i .  2 . 3 . . .  n 


[/<">(a)  +  I], 
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puis  on  en  conclura,  en  faisant  x  —  a  =  i, 


/(«  +  «)  =/(«)+  7 /'(«)  + ••• 


»»-« 


<*»>  <  +lT^^(n--T)/<"-,,(a) 


I» 


i .2.3. . . n 


[/W<«)  +  I]. 


Si,  dans  l'équation  (49)»  on  remplace  a  par  x,  on  se  trouvera  immé- 
diatement conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Supposons  que  l'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur 
dans  le  voisinage  de  laquelle  les  fonctions  (25)  restent  continues,  et  à  la 
variable  imaginaire  i  une  valeur  infiniment  petite.  On  aura 


/(*-W)  =/<*)  + {/'(*)+... 


(5o) 


1*-1  «• 


I  désignant  une  expression  qui  deviendra  nulle  en  même  temps  que  i. 

Cette  proposition  comprend  évidemment,  comme  cas  particuliers, 
le  premier  théorème  et  celui  que  nous  allons  énoncer. 

Théorème  III.  —  Supposons  que  l'on  attribue  à  la  variable  imagi- 
naire x  une  valeur  dans  le  voisinage  de  laquelle  la  fonction  f(x)  reste 
continue,  ainsi  que  sa  dérivée  f'(x),  et  à  la  variable  imaginaire  i  une 
valeur  infiniment  petite.  On  aura 

(5l)  /(*  +  I)  =/(*)  +  /[/'(*)  -4-  I], 

I  devant  s'évanouir  avec  i. 

Exemples.  —  Si  Ton  prend  successivement  pour  f(x)  les  fonctions 

1 
e*9    sin-r,    cosx,    x*,    xV-,    lx9    arctang^,     ..., 
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on  tirera  de  la  formule  (5i) 

(52)  e^^  —  e*-+-i(e*4-I), 

(53)  sin  {x  -h  i)  =  sin.r  -+-  i(cosx  -+-  I), 

(54)  cos( x  -h  i)  =  cosa?  —  i(sinx  —  I), 

(55)  (x  -h  i)*=  jr*4-  iY-^-t  +  iY 

\2^,  / 

(56)  (.r  -+- 1)^=  ^n-  i(/xa*-»  +  I), 

(57)  I(*-*- i)-/* -h  iYl  4-lV 


(58) 


arctang(#H- 1)  =  arctang#  -h  *  ( s  "'"M» 


Lorsque  plusieurs  termes  de  la  suite 

(59)  /'(«),    /'(«),    /*(«),     ... 

s'évanouissent,  alors,  en  admettant  que  /^(a)  soit  le  premier  de  ceux 
qui  différent  de  zéro,  on  tire  de  l'équation  (49) 

(60)  f(a  4- 1)  -/(a)  +  _£_[/<.)(«)  + 1]. 

On  peut  donc  encore  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  IV.  —  Supposons  que  les  /onctions  (25),  étant  continues 
par  rapport  à  x  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x  =  a,  s'éva- 
nouissent toutes  avec  x  —  af  excepté  la  première  /(x)  et  la  dernière 
/^(x).  Admettons  en  outre  que  /(x)  et  /^(x)  conservent,  pour  x  =  o; 
des  valeurs  finies  :  alors,  si  l'on  attribue  à  la  variable  i  une  valeur  infi- 
niment petite,  on  aura,  pour  x  =  a, 


i« 


(61)  /(*  -*-  1)  =/(*)  +  [/<*>(*)  +  I], 

I  •  A  •  O  m  m  .ri 

ê 

I  désignant  une  expression  imaginaire  qui  deviendra  nulle  en  même 
temps  que  la  variable  1 . 


(6?) 
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Concevons  à  présent  que,  la  variable  x  étant  imaginaire,  on  nomme  R 
le  module  de  la  fonction  /(#),  en  sorte  qu'on  ait 

(6a)  f(x)  =  R(cosT  4-  v^  sinT), 

T  désignant  un  arc  réel.  Soient  d'ailleurs  AR,  AT  les  accroissements 
que  reçoivent  les  quantités  R,  T,  quand  on  attribue  à  la  variable  x 
l'accroissement  infiniment  petit 

(63)  Ar  =  i  =  p(cosu  4-  \f—  i  sinu). 

On  fixera  aisément,  à  l'aide  des  formules  (5i)  ou  (6i),  la  valeur  ap- 
prochée de  AR.  En  effet,  on  tirera  de  l'équation  (62) 

(64)  (R  4-  AR)  f  cos(T  4-  AT)  4-  s/^l  sin(T  4-  AT)]  =f(x  4-  i); 

puis,  en  combinant  cette  dernière  avec  la  formule  (5i),  nommant  R, 
la  module  de  f(x),  et  représentant  par  T,,  a,  (i  des  quantités  réelles 
propres  à  vérifier  les  équations 

(65)  /'(*>  =  R,(cosT,-h  \f^t  sinTi)r 

(66)  l(cosu  4-  sj—  1  sinu)  ■=.  a  -h  (3  v^— '» 

on  trouvera 

|  (R-+-AR)[cos(T-f-AT)4-vc^sin(T-hAT)] 

(      =  R(cosT  4-  \J~i  sinT)  4-  p  JRi [cos(v  4-  Tt)  -h  v/~i  sin(u  4-  Tt)]  4-  a  h-  (3^1 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

« 

(  (R  4-  AR)  cos(T  4-  AT)  =  R  cosT  4-  p[R,  cos(y  4-  T,)  -t-  a], 
(68) 

(  (R4-AR)sin(T4-AT)  =  RsinT4-p[R,sin(y4-T1)4-(3]. 

De  plus,  si  Ton  combine  entre  elles,  par  voie  d'addition,  les  for- 
mules (68),  après  avoir  élevé  chaque  membre  au  carré,  et  en  faisant, 
pour  abréger, 

(69)    y  =  aR(acosT4-(3sinT)4-pj[R,cos(u4-T1)4-ap4-[R|Sin(u4-Tt)4-p]t}, 
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f 

on  en  conclura 

(70)  (R  4-  AR)»  =  R*-h  p[aRR,  cos(u  -h  T,  —  T)  4-  y]. 

Cela  posé,  comme  les  valeurs  de  a,  (i,  y,  déterminées  par  les 
formules  (66)  et  (69),  seront  infiniment  petites,  on  tirera  de 
l'équation  (70),  en  extrayant  les  racines  carrées  positives  des  deux 
membres,  ayant  égard  à  ta  formule  (55)»  et  désignant  par  S  une 
quantité  qui  s'évanouisse  avec  le  module  p, 

(71)  R-hAR^R-t-ptsRR^osCu-hT,  —  T)  ^  y]  (^ +  *)• 
Dans  cette  dernière  équation,  qui  suppose  R2>  o,  le  produit 

[aRRt  cos(u  +  T,-  T)  -+-  y]  (j^  -h  £) 

diffère  très  peu  du  suivant 

RteosCu-hTj  —  T). 

Donc  cette  même  équation  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(7a)  AR  =  p[Rt  cos(u  +  Tt-  T)  +-  «}, 

co  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite  ;  et  par  conséquent, 
le  produit 

(73)  pR,cos(u-f-T,  —  T) 

sera  la  valeur  approchée  de  l'accroissement  AR,  c'est-à-dire  que  le 
rapport  de  cet  accroissement  au  produit  (73)  différera  très  peu  de 
l'unité.  On  doit  seulement  excepter  le  cas  où  l'on  attribuerait  à  la 
variable  x  une  valeur  qui  rendrait  nulle  ou  infinie  l'un  des  deux 
modules  R,  R,,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'une  des  deux  fonc- 
tions f(x),  f(x). 

Supposons  maintenant  que,  pour  une  valeur  donnée  de  x9  les 
fonctions 

(74)  /'(*),   /'(*),    ..-,   /<*-'>(*) 


(77) 
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s'évanouisseni,  mais  que  f(x)  et/{n)(x)  obtiennent  des  valeurs  finies 
différentes  de  zéro.  Alors  le  produit  (73)  sera  nul,  ainsi  que  le  mo- 
dule R,  de  f'(x).  Mais,  si  Ton  désigne  par  Rn  le  module  de  /^(a?), 
et  par  TA,  a,  (3  des  quantités  réelles  propres  à  vérifier  les  équations 

(75)  /<«>(*)  ^R^cosTn  +  v/^sinT*), 

(76)  l(cosu-f-v^~  1  sinu)n=«4-  (3y/—  1, 

on  tirera  des  formules  (64)  et  (61),  combinées  entre  elles, 

(R  4-  AR)  [cos(T  4-  AT)  4-  \J~i  sin(T  -h  AT)] 
|       =  R(cosT  +  sf^i  sinT)  4 Ç —  JRrt[cos(/iu  4-T„)  4- \/~i  sin(/iv  4-Tn))  4-  a  4-  0  Ve*" 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(78) 


(R  -f-  AR) cos(T  4-  AT)  =  R  cosT  4 Ç —  [Rn  cos(/iu  4-  T„)  4-  a], 

(R  4-  AR)  sin  (T  4-  AT)  =  R  sin  T  4-  — Ç —  [R„  sin  (/iu  4-  T„)  4-  (3]; 


puis,  en  substituant  les  équations  (78)  aux  équations  (68),  on  ob- 
tiendra, au  lieu  des  formules  (69),  (70),  (72),  de  nouvelles  formules, 
que  Ton  peut  déduire  des  premières  en  remplaçant  le  module  p  par 

la  fraction \ >  R  par  Rw,  et  le  binôme  u  -+-  Tf  par  le  binôme 

nu  4-  T„.  Donc,  en  supposant  R2  >  o,  et  désignant  toujours  par  co  une 
quantité  infiniment  petite,  on  aura 

(79)  ÀR=— ^— -[Rncos(/iU4-T„--T)4-«]. 

Par  conséquent,  dans  l'hypothèse  admise,  le  produit 

(80)  ,  MP*f"  „cos(/tu  +  T>,-T) 

sera  la  valeur  approchée  de  l'accroissement  AR,  c'est-à-dire  que  le 
rapport  de  cet  accroissement  au  produit  (80)  différera  très  peu  de 
l'unité. 


TREIZIÈME  LEÇON.  «5 

Lorsque,  pour  une  valeur  donnée  de  x%  la  fonction /(a?)  s'évanouit 
avec  son  module  R,  et  qu'en  même  temps  la  première  des  fonc- 
tions (25)  qui  diffère  de  zéro  conserve  une  valeur  finie,  on  tire  des 
formules  (68)  ou  (78)  :  i°  en  supposant  R*  >  o, 

|  ARcos(TH-AT)=p[R1cos(u-hTl)  +  a], 
j  ARsin(T  +  AT)  =  p[R1sin(u-+-T1)-h(3]: 

20  en  supposant 

R1=R,~...=:R/>_i=:0  et  RJ>o, 

ARcos(T4-AT)zz: Ç [R„cos(/iu-hTrt)4-a], 

AR  sin  (T  +  AT)  =  —\ [R.  sin  (nu  +  T„)  +  j3]. 

On  en  conclura,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous 
nous  sommes  servis  plus  haut,  que  l'accroissement  AR  du  module  R 
peut  être,  dans  le  premier  cas,  présenté  sous  la  forme 

(83)  AR  =  p(R, -+-*>), 
et,  dans  le  second  cas,  sous  la  forme 

(84)  AR=— -Ç— -(R„4-o>), 

1 .2.0. . .n 

(o  désignant,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèse,  une  quantité  infiniment 
petite. 
Pour  que  l'accroissement  de  la  variable  x,  savoir 

Aj:=:  i  =  p(cosu  -+-  \J—  1  sinu) 

soit  infiniment  petit»  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  le  module  p  de 
cet  accroissement  soit  lui-même  infiniment  petit,  l'arc  u  pouvant 
d'ailleurs  être  une  question  finie  quelconque.  Or,  si  l'on  détermine 
cet  arc  de  manière  à  vérifier  l'équation 

(85)  cos(w-f-Tt— T)=  — 1, 
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ou  bien  la  suivante 

(86)  cos(/iu  -h  T„  —  T)  =  —  if 

ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  si  Ton  prend 

(87)  u  =  7r-+-T-Tlf 

ou  bien 

(88)  M  =  (am  +  »)i»  +  T-T. 

n 

m  désignant  un  nombre  entier  inférieur  à  nf  on  verra  la  formule  (72) 
se  réduire  a 

(89)  AR  =  -p(Rt-u)9 

ou  la  formule  (79)  se  réduire  à 

(90)  AR  =  -        pn       (B.-4 

De  plus,  la  valeur  de  àx  donnée  par  l'équation  (63)  prendra  Tune 
des  formes 

(91)  A*  =  -  p[cos(T  -  T, )  +  v/^ sin(T  -  T, )], 


(92 


n     a     _±    T        (am  +  i)ir  +  T- T„        , .    (am  -h  i)it  -f-T  —  T„l 

)     A.z=f:p   cos- 4-y— 1  sin- '-. — . 


D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (89)  ou  (90),  l'accroissement  AR 
du  module  R  aura  pour  valeur  approchée  la  quantité  négative 

(93)  -pR, 

ou 

P"R„ 


(94) 


1 .a. 3. . .n 


Donc  cet  accroissement  sera  négatif,  et  l'on  pourra  énoncer  la  propo- 
sition suivante  : 

Théorème  V.  —  Supposons  que  les  fonctions  (25)  restent  finies  et  con- 
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tinues  dans  le  voisinage  d'une  valeur  de  x  qui  ne  réduise  pas  la  fonction 
f(x)  à  zéro.  Faisons  d'ailleurs 

f(x)  =  R(cosT  -h  sj^i  sinT), 
et  soit 

/<»>(*)  =  RJB(cosTM  +  v/-ï  sinTrt) 

le  premier  terme  de  la  suite 

/'(*),    f{x),    /•(*),     ... 

gui  ne  s* évanouisse  pas  pour  la  valeur  donnée  de  x.  Enfin,  concevons  que, 
p  désignant  une  quantité  positive  très  petite,  on  attribue  à  x  un  accroisse- 
ment ùkx  déterminé  par  la  formule  (91)  ou  par  la  formule  (92),  suivant 
que  l'on  aura  n  =  1  ou  /i  >  1 .  La  valeur  correspondante  de  AR  sera  néga- 
tive, c'est-à-dire  que  le  module  de 

deviendra,  pour  de  très  petites  valeurs  de  la  quantité  p,  inférieur  au 
module  de  f(x). 

Au  reste,  pour  que  le  module  de  f(x -h  &x)  devienne  inférieur 
au  module  de  f(x)9  il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  la  valeur 
de  àx  déterminée  par  la  formule  (91)  ou  (92),  et  il  suffit  d'assigner 
à  l'angle  u,  dans  la  formule  (63),  une  valeur  propre  à  rendre  négatif 
le  dernier  facteur  de  l'expression  (73)  ou  (80),  savoir 

cos(u-+-T,  — T)     ou    cos(/iu-hTw  — T). 

Or  c'est  une  condition  qu'il  est  toujours  facile  de  remplir,  attendu 
que  ce  facteur  change  de  signe,  tandis  que  l'angle  u  reçoit  un  accrois- 
sement égal  à  ic  ou  à  -• 

En  terminant  cette  Leçon,  nous  ferons  observer  que,  dans  beau- 
coup de  cas,  les  relations  établies  par  les  formules  (6),  (26),  (36) 
entre  les  fonctions  désignées  par  les  lettres  f,  /  et  les  fonctions 
réelles  <p(r),  x(r),  $(p),  X(p)  continuent  de  subsister  quand  on 
remplace  v^—"1  Par  —  V—  *•  C'est,  en  effet,  ce  qui  aura  générale- 

OEuires  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  58 
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ment  lieu  si  la  fonction  f(x)  ou  f(x)  se  présente  sous  forme  réelle, 
c'est-a-dire  si  elle  ne  renferme  pas  dans  son  expression  le  signe  >J—  i. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend  pour  f{x)  Tune  des  fonctions 
simples  représentées  par  les  notations 

fl  +  j,     a  —  x,     ax,     —  >     xay     Ax,     Lj, 

X 

sinx,    cos.r,     arcsinx,    arccosx 

ou  Tune  des  fonctions  composées  que  Ton  peut  exprimer  en  combi- 
nant ces  mêmes  notations,  l'équation  (26),  dans  laquelle  r  désigne  le 
module  de  x,  s  un  arc  réel  et  ç(r),  x(r)  deux  fonctions  réelles  de  r, 
entraînera  généralement  la  suivante  : 

On  aura  donc  alors 

f[r(cost  4-  y/—  '  sin/)]  +  f[r(cost  —  )/—  1  sin*)] 

o(r)__  _ 

(96)      <  et 

_  /[r(cos/  -h  v^—  !  sin*)]  —  /[r(cos*  —  \J—  1  sin/)] 

A»  *       '  / 
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SUR    LA    RÉSOLUTION    DES   ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES    ET    TRANSCENDANTES.    DÉCOMPOSITION 
DBS   PONCTIONS    ENTIÈRES   EN    FACTEURS    RÉELS   DU   PREMIER   OU    DU   SECOND   DEGRÉ. 


A  l'aide  des  principes  établis  dans  la  treizième  Leçon,  on  peut  aisé- 
ment démontrer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  1.  —  Soit  /(x)  une  fonction  de  x  qui  reste  finie  et  continue, 
ainsi  que  ses  dérivées  des  divers  ordres  9  pour  toutes  les  valeurs  finies  réelles 
ou  imaginaires  de  x9  et  qui  devienne  toujours  infiniment  grande  lorsque 
le  module  de  la  variable  x  devient  infini.  Supposons  d'ailleurs  que  les 
dérivées  de  /(x)  ne  puissent  s'évanouir  toutes  à  la  fois.  Il  existera  une 
ou  plusieurs  valeurs  de  x9  réelles  ou  imaginaires ,  et  propres  à  vérifier 
l'équation 

(i)  /(*)  =  o. 

Démonstration.  —  Soient  r  et  R  les  modules  de  la  variable  x  et  de 
la  fonction  /(x),  en  sorte  qu'on  ait  généralement 

(2)  .r  =  /-(cos/H-  \!—  1  sin/) 

et 

(3)  f(x)  =/[r(cos*  h-  v/:rï  sinO]  =  R(cosT  -h  \f^l  sinT), 

/,  T  désignant  deux  arcs  réels.  Comme,  en  vertu  de  l'hypothèse 
admise,  la  fonction  /(x)  devra  rester  finie  pour  toutes  les  valeurs 
finies  du  module  r  et  devenir  toujours  infiniment  grande  pour  r  =  oo, 
il  est  clair  que  le  module  R  remplira  les  mêmes  conditions.  Il  est  aisé 
d'en  conclure  que,  parmi  les  valeurs  de  R,  il  en  existera  une  plus 
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petite  que  toutes  les  autres,  et  correspondante  à  une  ou  plusieurs 
valeurs  finies  de  x.  J'ajoute  que  cette  plus  petite  valeur  de  R  sera 
précisément  égale  à  zéro;  et,  en  effet,  toutes  les  fois  qu'une  valeur 
finie  de  x  produira  pour  la  fonction  /(x)  un  module  différent  de 
zéro,  on  pourra,  en  vertu  du  théorème  V  de  la  Leçon  précédente, 
attribuer  à  a?  un  accroissement  infiniment  petit  Ax,  tel  que  le  module 
de  /(x  -r-  Ax)  devienne  inférieur  à  celui  de  /(x).  Donc  alors  le 
module  de/(.r)  n'aura  pas  la  plus  petite  valeur  possible.  Par  con- 
séquent, lorsque  les  conditions  énpncées  dans  le  théorème  I  seront 
remplies,  la  plus  petite  valeur  de  R  sera  nulle  et  les  valeurs  finies 
de  x  qui  correspondront  à  une  valeur  nulle  de  R  vérifieront  l'équa- 
tion (i). 

Le  théorème  I  s'applique  immédiatement  aux  fonctions  entières  de 
la  variable  x.  En  effet,  soit  /(x)  une  fonction  entière  du  degré  n, 
c'est-à-dire  de  la  forme 

(4)  /(•*")  --  a0xn  -h  a%a;H-1  +  a%xn~*-\-. .  .+  flà_,j  +  a„, 

n  désignant  un  nombre  entier,  et  a0,  a,,  a2f  ...,  art_|f  an  des  con- 
stantes réelles  ou  imaginaires  dont  la  première  ne  pourra  être  nulle. 
Cette  fonction  /(x)  restera  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées 
des  divers  ordres,  pour  toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou  imagi- 
naires de  x,  et  sa  dérivée  de  l'ordre  nt  savoir 

(5)  f{,l){x)  -i  .2.3. . .  /i.fl0, 

sera  constante,  mais  différente  de  zéro.  De  plus,  si  l'on  représente 
par  p0,  pM  .. . ,  p„  les  modules  des  coefficients  a0,  al9  .. .,  a„,  et  si  l'on 
pose  en  conséquence 

a0  =  p0(cosT0  -h  y/--  i  sinT0), 
*     (6)  J  ffi  =  pi(cosTi-h  \/—  i  sinr,), 

j y 

"n  —  pn(cOSTn  ■+■  \f^~l  sinT„  ), 


I 

J 
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on  conclura  de  l'équation  (4)f  combinée  avec  les  formules  (a), 
(3),  (6). 

RCcosT  +  v^sinT) 

=  p0rn[cos(nt-t-T0)  -+-i/—  i  sin(/i/  -r-r0)J 

-i-p,^-1  [cos[(/i  — i)/4-t,]  h- y  —  i  sin[(/i  —  i)/-f-T1]|H-. . . 

-h  pa  (  cos  t„  -f-  sf^i  sin  t„  ) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

l  RcosT  =  p0r/lcos(/i/-+-T0)  H-pt/-"-1  cos[(/i  —  i)/-h7t]  -h. .  .  +  pncosTnf 
(8  )    < 

(  RsiriT^po^sin  (/i/-r-T0)-r-p1rn-1  sin  [(n  — iJ^-hTt] -h. .  .-hp„  sinrft. 

On  trouvera  par  suite 

(  R*  =        jp0rn  COS(/l/-+-T0)-^-plr',-|  C0S[(/1  — i)/-^] -h.  .  .H-pnCOSTnl1 
(9)l 

(  -h  |p0/*,,sin(/i*H-70)-+-p1r',-!  $in[(/i  — i)f-H-r,]  -h. .  .H-paS^,,)1 

ou  plus  simplement 

(10)      R»  =  r*«  fpj  4-  2PqPicos(^  +  to~ti)  +  pî-4-ap0p,cos(2£H-70-7,)  +     1 

Or,  si  Ton  attribue  au  module  r  de  la  variable  x  des  valeurs  infiniment 
grandes,  le  premier  des  deux  facteurs,  que  renferme  la  valeur  précé- 
dente de  R2,  croîtra  indéfiniment,  tandis  que  le  second  s'approchera 
d'une  limite  finie  et  différente  de  zéro,  savoir  de  la  quantité  p*.  Donc 
la  valeur  de  R2  et  sa  racine  carrée  ou  le  module  R  de  la  fonction  /(x) 
deviendront  infinis  ainsi  que  la  fonction  elle-même.  Donc,  en  vertu 
du  théorème  I,  il  existera  une  ou  plusieurs  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires de  x  propres  à  vérifier  l'équation 

(11)  a0xn-h  axxa-x-+-  atxn-*-+-. .  .4-  aH„xx  4-  aaz=z  o. 

On  doit  seulement  excepter  le  cas  où  Ton  aurait 

n  =  o,        f(x)  —  a09 

et  dans  lequel  toutes  les  dérivées  def(x)  deviendraient  nulles. 
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Soit  maintenant  x0  l'une  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x 
propres  à  vérifier  l'équation  (n).  La  fonction  entière  f(x)  sera  divi- 
sible par  le  facteur  linéaire  x  —  x0,  et,  si  Ton  effectue  la  division,  on 
obtiendra  pour  quotient  une  autre  fonction  entière  qui  sera  elle-même 
divisible  par  un  nouveau  facteur.  En  continuant  de  la  sorte,  on  finira 
par  décomposer  la  fonction  /(x)  du  degré  n  en  autant  de  facteurs  du 
premier  degré  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  n.  D'ailleurs,  le  pro- 
duit de  ces  facteurs  ne  deviendra  jamais  nul  sans  que  l'un  d'eux  s'éva- 
nouisse, et  comme,  en  égalant  chaque  facteur  à  zéro,  on  déterminera 
une  racine  réelle  ou  imaginaire  de  l'équation  (t  i),  on  pourra  évidem- 
ment énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  ou  les  valeurs  ima- 
ginaires des  constantes  #0,  ax ,  . . . ,  a„_, ,  aH9  l'équation 


(ii)  a0xn-+-  axxtl'x  -h. .  .-H  an-xx  -h  «„  — o 

a  toujours  n  racines  réelles  ou  imaginaires  et  n'en  saurait  avoir  un  plus 
grand  nombre. 

Lorsque  la  fonction/(#)  cesse  d'être  entière,  on  peut  encore,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  constater  la  possibilité  de  résoudre  l'équa- 
tion (i)  en  s'appuyant  sur  l'un  des  théorèmes  que  nous  allons  faire 
connaître. 

Théorème  III.  —  Soit  /(x)  une  fonction  de  x  qui  reste  finie  et  con- 
tinue, ainsi  que  ses  dérivées  des  divers  ordres,  pour  toutes  les  valeurs  finies 
réelles  ou  imaginaires  de  x,  et  supposons  que  les  dérivées  de  /(x)  ne 
puissent  s'évanouir  toutes  à  la/ois.  Soit  de  plus  ^(0  une  fonction  déter- 
minée de  l'angle  t,  qui  demeure  non  seulement  continue,  mais  encore 
réelle  et  positive  entre  les  limites  t  =  —  tc,  /==tt,  et  qui  reprenne  la 
même  valeur  à  ces  deux  limites.  Si,  tandis  que  l'angle  t  varie  entre  les 
limites  —  u,  -h  ir,  le  module  de  l'expression 

» 

(12)  /[(cos*  +  \^Tsin/)^(0] 

reste  constamment  supérieur  au  module  de  f(o),  on  pourra  en  conclure 
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que  l'équation  (r)  admet  une  ou  plusieurs  racines  réelles  ou  imaginaires 
et  de  la  forme 

(i3)  x  =  Q(c,ost->r\J—  i  sinf)  v|>(0> 

0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité. 

Démonstration.  —  En  effet,  si,  dans  la  fonction 

f(x)  —  /[r(cos*  -h  y/—  i  sin*)], 

on  fait  varier  r  et  /  par  degrés  insensibles  entre  les  limites  r—  o, 
r-  ty(t),  t  —  —  t:,  /  =  ic,  on  obtiendra  pour  cette  fonctionner)  une 
infinité  de  valeurs  dont  l'une  offrira  un  module  plus  petit  que  toutes 
les  autres.  Soient  r0,  t0  les  valeurs  de  r  et  de  /  correspondantes  à  ce 
plus  petit  module,  et  x0  la  valeur  correspondante  de  x;  r0  devra  être 
inférieur  et  non  pas  égal  à  ty(t0).  Car,  si  Ton  avait 

r0—^(t0)f 

le  module  de  l'expression 

04)  /(*o)=/[(cos/0+v^sin'oH('o)] 

resterait,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise,  supérieur  au  module  de 
/(o),  c'est-à-dire  au  module  qu'on  obtient  pour  f(x)  en  posant 
r=o,  quel  que  soit  /.  J'ajoute  que  l'expression  (14)  sera  précisé- 
ment nulle;  et  en  effet,  si  le  contraire  arrivait,  on  pourrait,  en  vertu 
du  théorème  V  de  la  Leçon  précédente,  attribuer  à  la  valeur 

(i5)  x0  —  r0(cos*0-+-  /— ~i  sinO 

de  la  variable  x  un  accroissement  infiniment  petit  i  tel  que  le  module 
de  f(x<>-i-i)  devint  inférieur  à  celui  de  f(xn).  D'ailleurs,  r0  étant 
inférieur  à  '^('o)»  e*  l'accroissement  i  étant  très  peu  différent  de  zéro, 
la  valeur/(a:ft  -+-  i)  def(x)  serait  encore  l'une  de  celles  qu'on  obtient 
lorsqu'on  fait  varier  r  et  t  entre  les  limites  r  =  o,  r  =  •>{>(/)♦  /  =  —  i:, 
t  =  Tz.  Donc,  parmi  ces  dernières  valeurs,  f(x*)  ne  serait  pas  celle 
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qui  offrirait  le  plus  petit  module.  Donc,  toutes  les  fois  que  les  con- 
ditions énoncées  dans  le  théorème  III  pourront  être  remplies,  l'ex- 
pression (i4)  s'évanouira  ainsi  que  son  module,  et  la  valeur  de  x 
ci-dessus  désignée  par  x0  vérifiera  l'équation  (i).  Or  cette  valeur 
de  x  sera  du  nombre  de  celles  que  représente  la  formule  (i3), 
puisque  le  module  r0  sera  compris  entre  les  limites  o  et  ty(t0)- 

Scolie.  —  Pour  que  le  théorème  III  subsiste,  il  n'est  pas  nécessaire 
que  la  fonction  désignée  par  vp(/)  conserve  la  même  forme  pour  toutes 
les  valeurs  de  t.  Cette  remarque  fournit  le  moyen  de  surmonter  les 
difficultés  que  pourrait  offrir  l'application  du  théorème  a  des  cas  par- 
ticuliers. Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

(16)  /(*)  =  **-*. 

On  trouvera,  dans  cette  hypothèse, 

(17)  /(o)  =  i, 

(18)  R(cosT4-v/:=~isinT)  =  erCM/^/s,n/v/=:l—  (r  cos/-+- rsinr^^ï), 

L  RcosT  =  erco,'cos(rsinO  —  rcos/, 
19  I  RsinT  =  erco"sin(rsinO  —  rsinf, 

(20)  Riz=etrcou—  2rercoi'cos(rsuW  —  0  H-  '** 

et,  par  conséquent, 

(21)  R* >  eirco*'  —  2 rerco*' h-  r5  ; 

puis  on  en  conclura  :  i°  en  supposant  r  > 2  et  cos/  négatif, 

(22)  R>  r  —  ereo%t>  r  —  i>i; 

20  en  supposant  cost  positif  et  supérieur  a  ^  > 

(23)  R>erC08'—  r>i. 

Soient  maintenant  N  un  nombre  quelconque  supérieur  à  2  et 

I(N-M) 


(24)  u  =  arccos 


N 
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Si  l'on  veut  que  la  valeur  de  R,  déterminée  par  la  formule  (20)  dans 
le  cas  où  Ton  pose  r  =  ^(/),  devienne  supérieure  au  module  de/(o), 
c'est-à-dire  à  l'unité,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  renfermées  :  i°  entre 

TF  TV 

les  limites  t  =  —  rc,  /  = ou  bien  entre  les  limites  /  =  ->  1  =  tz; 

2  2 

20  entre  les  limites  t  =  —  u,  /  =  u,  il  suffira  de  concevoir  que,  entre 
ces  mêmes  limites,  la  fonction  <]/(/)  se  réduise  à  une  quantité  con- 
stante égale  ou  supérieure  au  nombre  N.  D'autre  part,  si,  en  dési- 
gnant par  n  un  nombre  entier  quelconque,  on  fixe  la  valeur  de  r, 
lorsque  l'angle  /  reste  positif,  à  l'aide  de  l'équation 

nn  h h  t 

7T  2 

(25)  f  sin*  —  /  —  nr.  H —         ou         r= : > 

2  sinl 

et  lorsque  l'angle  t  devient  négatif,  à  l'aide  de  l'équation 


7T 
,  v  flTZ  H / 

/  7T  \  2 

(26)  rsint  —  t  =—  (  /i7T  H — J         ou         /■= — : — : — > 


sin( —  /) 


le  module  R,  déterminé  par  la  formule  (20),  surpassera  évidemment 

le  module  r,  et  à  plus  forte  raison  le  nombre  -  =  1,5707 Donc  le 

module  R  surpassera  l'unité  pour  toutes  les  valeurs  de*  /  comprises 
entre  les  limites  —  iu,  h-  ic,  si  l'on  détermine  la  fonction  ty(t)  de 
manière  que  l'on  ait  :  i°  entre  les  limites  /  =  —  u,  t  =  u, 

7T 
J17TH h  U 

(27)  +(0  = ^ ; 

20  entre  les  limites  *  =  u,  /  =  ir  —  u, 

(28)  +(0  =  — .— — ; 

v      '  rK  '  suit        ' 

3°  entre  les  limites  /  =  —  (ir  —  u),  /  =  —  u, 

«  7T  -h  . t 

(29)  +(0  =  — -  / a   x   ; 

v  y;  YW  sm(—  /)    ' 

OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  5g 
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4°   entre   les  limites  /  =  — tt,   /  =  —  (u  —  u)   ou  bien  entre  les 

limites  /  =  tc  —  u,  /  =  ir, 

7T                                               37T 
/17TH h  7T  —  'J  /17TH *J 

(3o)  i|,<i)= ^ —  = .-? , 

T  sin(7r  —  j)  si  nu 

et  si  de  plus  on  choisit  le  nombre  n  de  telle  sorte  que  la  plus  petite 
des  valeurs  de  ^(/)  fournies  par  les  équations  (27),  (3o),  savoir 

n  7T  H h  y 

—  > 


sin  j 


vérifie  la  condition 


(  3 1  )  nn  -\ h  y 


sin  j 


2  ™ 

>N. 


D'ailleurs,  quoique  la  fonction  <{/(/)  déterminée  par  le  système  des 
équations  (27),  (28),  (29),  (3o),  change  de  forme  avec  la  valeur 
de  /,  elle  reste  non  seulement  finie  et  positive,  mais  encore  continue 
entre  ces  limites,  c'est-à-dire  qu'elle  varie  par  degrés  insensibles, 
tandis  que  l'on  fait  croître  ou  décroître  l'angle  /.  Ajoutons  qu'elle 
reprend  la  même  valeur  pour  t  =  —  1:  et  pour  t  =  ir,  et  que  les  déri- 
vées de  e*  —  x%  savoir  e*  —  1,  e*9  ne  sauraient  s'évanouir  en  même 
temps.  Donc,  en  vertu  du  théorème  III,  l'équation 

(32)  ex—  x  —  o 

admet  des  racines  réelles  ou  imaginaires,  parmi  lesquelles  il  en 
existe  au  moins  une  dont  le  module  ne  surpasse  pas  la  plus  grande 
des  valeurs  de  ty(t)  fournies  par  les  équations  (27),  (28),  (29),  (3o). 
Si  l'on  prend  N  =  2,  l'équation  (24)  donnera 

13 
v  =  arc  cos  —  =  arc  cos  (  o ,  54g  3o6 . . .  )  =  o ,  989  26 ... , 

mm 

m 

et  la  condition  (3i)  sera  vérifi.ée,  même  lorsqu'on  supposera  n  =  o. 
Alors  la  plus  grande  des  valeurs  de  ty(t)  déterminées  par  les  for- 
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mules  (27),  (28),  (29),  (3o)  sera 

3?r 


'j 

----. — :  4  >  455  .... 

SltlJ 


Donc,  parmi  les  racines  de  l'équation  (1),  il  en  existe  nu  moins  une 

qui  offre  un  module  inférieur  au  nombre  4>4^5 

Ce  qu'on  vient  de  dire  indique  suffisamment  le  parti  qu'on  peut 
tirer  du  théorème  III  pour  s'assurer  qu'une  équation  transcendante 
admet  des  racines  réelles  ou  imaginaires,  et  pour  découvrir  une 
limite  supérieure  au  plus  petit  de  leurs  modules.  Parmi  les  équations, 
pour  lesquelles  l'existence  d'une  ou  de  plusieurs  racines  peut  être 
ainsi  constatée,  nous  citerons  encore  les  suivantes  : 

(33)  e*  —  x\f—  i,         e-*-\-x*=zo,         sin.r  — 2, 

et 

(34)  e~x=x,        erx—x%i        e*  —  e~x=z  sin.r,         

Il  serait  d'ailleurs  facile  de  reconnaître  que  les  équations  (32)  et  (33) 
admettent  seulement  des  racines  imaginaires. 

Au  reste,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  que  nous  avons 
employés  pour  établir  le  théorème  III,  on  peut  encore  démontrer  la 
proposition  suivante. 

Théorème  IV.  —  Soient 

(2)  .r  —  r(cos*  -+-\/—~  1  sïnt) 

une  variable  imaginaire,  r  le  module  de  celte  variable,  et  <f(t)9  ty(t) 
deux  fonctions  de  l  qui  restent,  non  seulement  continues,  mais  encore 
réelles  et  positives,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises  entre  /  =  /,, 
/  =  t2.  Soit  de  plus 

(3)  f(x)=f[r(cost-h\/~i  sïnt)] 

une  fonction  de  x  qui  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  des 
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divers  ordres,  entre  les  limites 

(35)  t  =  tl9        t  =  tt9        r  =  9(t),        r  =  <|/(0; 

et  supposons  que  jamais  les  dérivées  def(x)  ne  s'évanouissent  toutes  à  la 
fois.  Si  l'on  peut  choisir  l'angle  t  entre  les  limites  /,,  t2  et  le  module  x 
entre  les  limites  <f(t),  ty(t)9  de  telle  sorte  que  l'expression  (3)  conserve 
toujours  un  module  supérieur  à  celui  de 

(36)  /[t(cosr  -+-  \^\  sinr)], 

tandis  que  l'on  fait  varier  r  entre  les  limites  ?(*),  ']>(*)>  en  attribuant 
à  t  l'une  des  valeurs  ti9  t%9  ou  t  entre  les  limites  /,,  t29  en  attribuant  à  r 
l'une  des  valeurs  ç(/),  <K0»  l'équation  (i)  admettra  une  ou  plusieurs 
racines  réelles  ou  imaginaires ,  correspondantes  à  des  valeurs  de  r  et  de  t 
comprises  entre  les  limites  (35). 

Scoliel.  —  Si,  dans  le  théorème  qui  précède,  on  réduit  les  angles  /,, 
t2  aux  deux  quantités  —  t:9  -ht:,  il  deviendra  nécessaire  de  supposer 
que  chacune  des  fonctions  <f(t),  ty(t)  reprend  la  même  valeur  pour 
t  =  —  tz  et  pour  /  =  tt.  Si,  dans  cette  hypothèse,  on  avait  ç(/)  =  o, 
on  se  trouverait  évidemment  ramené  au  théorème  III. 

Scolie II.  —  Si,  dans  le  théorème  IV,  on  réduit  les  fonctions  ç(/), 
ty(t)  à  deux  quantités  constantes  r, ,  ra,  on  obtiendra  la  nouvelle  pro- 
position que  je  vais  énoncer. 

Théorème  V.  —  Soit 

(a)  x  =z  r(cos/  -h  v/—  i  sïnt) 

une  variable  imaginaire  dont  r  désigne  le  module.  Soit  de  plus  f(x)  une 
fonction  de  x  qui  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  des  divers 
ordres,  entre  les  limites 

(37)  /■  =  /•„         r  —  rt;         t  =  tl9         t  =  tt9 

et  supposons  que  jamais  les  dérivées  de  f(x)  ne  s'évanouissent  toutes  à  la 
fois.  Si  l'on  peut  choisir  le  module  t  entre  les  limites  rt9  r2  et  l'angle  t 
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entre  les  limites  /, ,  t29  de  telle  sorte  que  la  fonction 

(3)  /(j?)=/[r(cos^H-v/:=rïsinO] 

conserve  toujours  un  module  supérieur  à  celui  de  l'expression  (36), 
tandis  que  Von  fait  varier  r  entre  les  limites  ri9  r29  en  attribuant  à  t 
l'une  des  valeurs  ti9  t29  ou  t  entre  les  limites  ti9 t29  en  attribuant  à  r  l'une 
des  valeurs  r{9  r29  l'équation  (i)  admettra  une  ou  plusieurs  racines 
réelles  ou  imaginaires,  correspondantes  à  des  valeurs  de  t  comprises  entre 
les  limites  (3j). 

On  pourrait  encore  au  théorème  V  joindre  la  proposition  suivante, 
qui  se  démontre  aussi  facilement  et  de  la  même  manière  que  les  théo- 
rèmes III  et  IV. 

Théorème  VI.  —  Soient  x  une  variable  imaginaire ,  et  p9  q  deux  va- 
riables réelles  liées  à  la  première  par  l'équation 


(38)  x  =  p  -+-<7v/~ l  • 
Soit  de  plus 

(39)  /(*)=/(/> +  7^) 

une  fonction  de  x  qui  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  des 
divers  ordres,  entre  les  limites 

(40)  p=Pi>      p  —  pi\      i  —  qu      q  =  <i*> 

et  supposons  que  jamais  les  dérivées  de  f(x  )  ne  s'évanouissent  toutes  à 
la  fois.  Si  l'on  peut  choisir  la  quantité  X  entre  les  limites  pt9  p2  et  la 
quantité  [x  entre  les  limites  qi9  q29de  telle  sorte  que  la  fonction  (3ç))  con- 
serve toujours  un  module  supérieur  à  celui  de  l'expression 

(40  /(x  +  fx^=7)f 

tandis  que  l'on  fait  varier  p  entre  les  limites  pl9  p.2  en  attribuant  à  q 
l'une  des  valeurs  qS9  q29  ou  q  entre  les  limites  qi9  q29  en  attribuant  à  p 
l'une  des  valeurs  ph9  p29   l'équation  (1)  admettra  une  ou  plusieurs 
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racines  imaginaires  correspondantes  à  des  valeurs  de  p  et  de  q  comprises 
entre  les  limites  (4°)« 

Lorsque  l'équation  (i)  admet  des  racines  réelles  ou  imaginaires 
dont  les  modules  sont  très  considérables,  les  théorèmes  IV  et  V 
peuvent  servir  à  constater  l'existence  de  ces  racines  et  à  fournir 
des  valeurs  approchées.  Pour  donner  la  preuve  de  celte  assertion, 
posons  de  nouveau 

Alors  à  chaque  racine  de  l'équation  (i)  correspondront  des  valeurs 
de  r  et  de  /  propres  à  faire  évanouir  le  module  R  déterminé  par  la  for- 
mule (20),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante 

(4a)  R,=  [erc0$l— rcos(rsin/~  r)]*-f-[rsin(/sin/~  0]*- 

De  plus,  la  somme  de  deux  carrés  ne  pouvant  être  nulle  qu'autant 
que  chacun  d'eux  se  réduit  séparément  à  zéro,  l'équation  R  =  o 
entraînera  les  deux  formules 

(43)  r  sin(r  sin*  —  0  =  0,        ercOBt=  r  cos(r  sin*  —  /), 

que  Ton  pourra  réduire  à 

(44)  rsinf  —  t  =  ±  a/ir,        er*°*l=:r, 

en  désignant  par  /*  un  nombre  entier,  et  en  observant  que,  pour  salis- 
faire  à  la  seconde  des  formules  (43),  il  est  nécessaire  de  supposer  le 
module  r  différent  de  zéro,  et  la  quantité  cos(rsin/  —  /)  positive. 

Concevons  maintenant  que  Ton  attribue  au  nombre  entier  n  et  par 
suite  au  module  r  une  très  grande  valeur.  Comme  l'expression  réelle 

!/• 

—  y 

r 

qui  admet  un  seul  maximum  correspondant  à  r  =  e9  décroit  indéfini- 
ment à  partir  de  ce  maximum,  pour  des  valeurs  croissantes  de  r, 
cette  expression,  ou  la  valeur  de  cos/  tirée  de  la  seconde  des  for- 
mules (44).  deviendra  sensiblement  nulle.  Donc  l'angle  /,  compris 
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entre  les  limites  —  ict  -h  tz,  différera  peu  de  ±  ->  et  les  formules  (44) 
donneront  à  très  peu  près 

lfa/irc-V-) 

(Ao)  r  =  a/i7TH — »         cos/—  — 

a  ît 

a  n  7T  H — 
a 

Nous  sommes  donc  conduits  à  penser  que,  si  l'équation  (i)  admet 
des  racines  dont  les  modules  soient  très  considérables,  ces  racines 
correspondront  à  des  valeurs  de  r  et  de  /  peu  différentes  de  celles  que 
fournissent  les  équations  (45).  Or  on  constatera  sans  peine  l'exis- 
tence des  racines  dont  il  s'agit  à  l'aide  du  théorème  V,  en  opérant 
comme  il  suit. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  l'angle  /  positif.  Alors,  si  l'on 
désigne  par  t  et  par  t  les  valeurs  de  r  et  de  t  que  fournissent  les 
équations  (45),  on  aura 

l(a/i7T4-  -  ) 

(46)  v=za/i7TH — >         T  =  arccos— 

a  7r 

a/!7T  H 

a 

On  trouvera  par  suite 

(47)  ex™-<=i, 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (20),  en  prenant  r  =  r,  t  =  7, 

(48)  Rsr=  v»[a  —  a  cos(t  sinr  -  t)]  —  $**  sin*  -  Sm— - 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

«4.,  (sy^^-T)]'. 

D'ailleurs,  pour  de  très  grandes  valeurs  du  nombre  entier  n9  cost 
acquerra  une  valeur  numérique  très  petite,  ainsi  que  la  différence 

t,  et  l'on  pourra  en  dire  autant,  non  seulement  du  produit 

[l(  a/lTT-f-  -  )                    /ll/a/lTTH-- 
Wu,  .  eu,-.  -  — N ^i  =  4 /    V \ 


7T 
a/iTT  H 

a 


\\/™«+l 
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mais  encore  des  deux  expressions 

,„    x  .  7T  vCOS*T 

v     '  2  i-+-smT 

(52)  sin =  ±  sin    - t : —  )    • 

v        '  2  L2  \2  14-  SltlT/J 

Donc  la  valeur  de  —  >  tirée  de  l'équation  (4{))t  sera  sensiblement  nulle. 
Faisons  maintenant 

(53)  /•  =  t  -+-  «,        cos/  =  (i  —  t>)cosr. 

Soient  de  plus  r|f  r2,  /|f /,  les  valeurs  que  prennent  les  variables  r  et  / 
quand  on  pose  successivement 

u  =  —  7T,  m  ~  71,         v  =  —  i ,         v  =;  i  ; 

en  sorte  qu'on  ait 

(54)  rl=r  t  —  7T,  r,=:t-t-7r 

et 

(55)  COS/^  2  COST,  COS/,~o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

2l  (  2/17T  H ) 

(d6)  ^!=  arc  cos — >         *,=  -• 

7T  2 

2/17T  H 

2 

Le  module  t  sera  évidemment  compris  entre  les  modules  ri9  r2,  et 
l'angle  t  entre  les  limites  /,,  /2.  Or,  si  Ton  renferme  la  valeur  de  w 
entre  les  limites  —  i:,  -h  tc,  on  tirera  de  la  formule  (21)  :  i°  en  sup- 
posant l  =  /,, 

20  en  supposant  t  =  /2  —  -, 

(?)'>  (■  +'-:-)'• 
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D'autre  part,  si  Ton  renferme  la  valeur  de  v  entre  les  limites  —  i, 
-h  i,  en  attribuant  à  u  l'une  des  valeurs  —  ir,  -f-  ir,  la  quantité 


rcos** 
r  sin  *  —  t—r  —  t- 


i  -h  sin* 
(59) 


/  \  ^         ,         /  ^V  x*    *COS*T 

=  (2/iqzi)7rH r  —  (  îrp  -  )(i  —  i>)* r— - 


différera  très  peu  de  (2/1  q=  i)ir;  par  suite,  cos(rsin/  —  t)  différera 
très  peu  de  —  i,  et  Ton  tirera  de  la  formule  (20) 

(60)  R*>r\ 

Enfin  il  est  clair  que,  les  nombres  n  et  x  étant  très  considérables, 

R 

toute  valeur  de  —  >  propre  à  vérifier  l'une  des  conditions  (57),  (58), 
(61),  sera  ou  très  grande  ou  peu  différente  de  l'unité,  et  par  consé- 
quent supérieure  à  la  valeur  de  -  tirée  de  l'équation  (49)-  Donc 

l'équation  (48)  fournira  une  valeur  de  R  inférieure  à  toutes  celles 
qui  vérifient  les  formules  (57),  (58),  (61),  et  l'on  pourra  conclure 
du  théorème  V  que  l'équation  (32)  admet  des  racines  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  de  r  comprises  entre  les  limites  (54)  et  à  des 
valeurs  de  /  comprises  entre  les  limites  (56). 

Au  reste,  pour  arriver  à  la  conclusion  qui  précède,  il  n'est  pas 
nécessaire  d'attribuer  au  nombre  n  des  valeurs  très  considérables, 
et  il  suffit  même  de  prendre  pour  n  un  nombre  entier  quelconque  * 
différent  de  zéro.  Effectivement,  si  l'on  suppose  n  =  1,  on  tirera  des 
équations  (46)  et  (49) 

5  7T  *7T 

(62)         t=  —  =  7,85398. . .,         t  =  (0,83095. . .)-  =i,3o526. .  .# 


//ÎOv             R           .    tsinT  —  t           .    6,27346... 
(63)  —  =  2  sin ■ =  2  sin       '    =0, 


00972 


tandis  que  les  formules  (57),  (58)  donneront,  pour  des  valeurs  de  u 

OEuvret  de  C.  —  S.  U,  t.  IV.  6o 
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renfermées  entre  les  limites  —  it,  -+-  ir, 


!+»■ 


no. . ., 


<«>  !>(?)  "-(-K)>(?)'-(-i)>'. 

(65)  ->H g >i  —  ^ >o,47 

D'ailleurs,  si,  en  attribuant  à  r  la  valeur rc  =  — >  on  fait  varier 

a  a 

l'angle  /  entre  les  limites 

7T  7T 

(66)  J,rz  arccos  (2  cost)  =  (0,6482. .  .)->         *,=  -, 

la  différence 

/•  sin  1  —  t, 

dont  les  maxima  et  minima  correspondent  à  des  valeurs  nulles  de 

rcost  —  1,  croîtra  depuis  /  =  /,  jusqu'à  /  =  arccos-  =  arc  cos^-, 

et  décroîtra  ensuite  depuis  cette  dernière  valeur  de  /  jusqu'à  /  =  t2. 
Donc  elle  restera  comprise  entre  la  plus  petite  des  quantités 

(67)  r  sirU,—  *,  =  (0,9526. .  .)nf        r sin*s  —  tt—  tc, 

qui  surpassent  l'une  et  l'autre  ->  et  la  quantité 

(68)  sjr1—  1  —  arccos-  =  (1,0339.  •  0^ 

qui  est  inférieure  à  —  Donc  cos(rsin/  —  *)  sera  négatif,  et  la  for- 
mule (20)  entraînera  encore  la  condition  (61),  de  laquelle  on  tirera 


R             tt  a 

—  >i — 1—  -, 

t  t  D 


c'est-à-dire 


(69)  -->o,6. 


De  même,  si,  en  attribuant  à  r  la  valeur  —  -+-  7:  =  —,  on  fait  varier 

2  a 

l'angle  t  entre  les  limites  (66),  la  différence  rsin*  —  t  restera  com- 
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prise  entre  la  plus  petite  des  quantités 

(70)  rsin*!—  *!=:  (2,6549.  •  -)rc«        r  sin*,—  £a  =  3 7rf 

qui  surpassent  Tune  et  l'autre  — >  et  la  quantité 

(71)  y//-*  —  !  _  arc  cos -  =  (3,oi46. .  .)n, 

qui  est  inférieure  à  — •  Donc  cos(rsin/  —  /)  sera  toujours  négatif,  et 
la  formule  (20)  entraînera  la  condition  (61),  de  laquelle  on  tirera 

R  ^         n    .         2 
t  t  5 

ou 

(7*)  R>i,4. 

Cela  posé,  puisque  la  valeur  de  R,  donnée  par  la  formule  (63),  reste 
inférieure  à  toutes  celles  qui  vérifient  les  conditions  (64).  (65), 
(69),  (72),  il  est  clair  que  l'équation  (32)  admettra  au  moins  une 
racine  dont  le  module  sera  compris  entre  les  limites 

/     o\  5lt  37T  ,  OQ  _  5tT  77T  -, 

(70) it=  —  =4,7*238. . .         et        h 7r  =  *—  =10,99557 

D'autre  part,  si  l'on  suppose  n  =  2  ou  /2>2,  on  tirera  des  for- 
mules (46)  et  (5o) 

(74)  cost< 0,18736. . .,        tcos'r "0,4962. . .,         1 4- sinr>  1,9822. . . 

et,  par  suite, 

,     -x  I  /ff  \  _  ,  I      tC0S8T    _  - 

(75)  -I t)<o,oq4'.., = — PO, 120...; 

puis  on  conclura  des  formules  (49)  et  (52) 

(76)  —  <  2sin(o,i25.  ..)<2(o,i25...)  <o,25o. . . . 

Or,  dans  la  même  hypothèse,  les  formules  (57),  (58)  donneront,  pour 
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des  valeurs  de  u  renfermées  entre  les  limites  —  te,  +  it, 


.-i 


<">  7>(?)     ,-(.H-î)>S..3....i 

(78)  —  >i —  >o,7<>7 

t  9      î: 

De  plus,  tandis  que,  dans  la  formule  (59),  on  fera  varier  v  entre  les 
limites  —  1,  -h  r,  la  somme  des  quantités 

t9        (   HZ  -      (i  —  C) : 

demeurera  inférieure  à  celle  des  quantités 

/        \                       n                /            a\/  tCOSsT  ^  ,       o       -  x71 

(79)  "»  (IH-^)^ /--_— -^<  (0,8010... )-> 

2  \        9/     1  -h  SM-—  4cos*t  2 


et  par  conséquent  au  nombre  ic.  Donc,  la  différence  entre  l'expres- 
sion  rsin/ —  /   et  le  produit  (2*1:  qp  1)11  sera  comprise  entre  les 

limites  -> is  = ;  et,  comme  on  aura  par  suite 


cos(r  sin*  —  t)  <  o, 

la  formule  (20)  entraînera  encore  la  condition  (61),  de  laquelle  on 
tirera 

/n     v  R  2 

(80)  -_>,><), 777.... 

Enfin,  puisque  la  valeur  de  t,  tirée  de  la  formule  (76),  reste  infé- 
rieure à  toutes  celles  qui  vérifient  les  conditions  (77),  (78),  (80), 
nous  pourrons  affirmer  que  l'équation  (32)  admet  au  moins  une 
racine  de  la  forme 

x  =  r(cos/  -+-  v/—  1  sin*), 

le  module  r  étant  compris  entre  les  limites 

7T                                          7T 
(8l)  (2/1  —  l)îTH >       (a/l  +  l)7TH > 
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et  l'angle  t  entre  les  limites 

1(  2/17TH ) 


(82)  arccos 


y      — 

7T  2 

2  /i  7T  H 

*  2 


Lorsque  la  fonction  f(x)  se  présente  sous  forme  réelle,  l'équa- 
tion (26)  de  la  Leçon  précédente  entraîne  généralement  la  for- 
mule (94)  de  la  même  Leçon.  Donc  alors,  si  l'on  pose 

(83)  /[r(cos*  4-  \f^\  sinO]  =  R(cosT  -h  \[^\  sinT), 

R  désignant  une  quantité  positive  et  T  un  arc  réel,  on  en  conclura 

(g4)  /[r(cos*  —  >J~i  sin*)]  =  R(cosT  —  \f^i  sinT). 

Cela  posé,  comme  les  deux  expressions  (83),  (84)  s'évanouissent  tou- 
jours simultanément  quand  le  module  R  devient  nul,  et  ne  peuvent 
s'évanouir  dans  le  cas  contraire,  il  est  clair  que,  dans  l'hypothèse 
dont  il  s'agit,  l'équation  (1)  ne  pourra  offrir  une  racine  imaginaire 
de  la  forme 

x  =.  r(cost  -+-  v/~  1  sin/)> 

sans  offrir  en  même  temps  une  racine  imaginaire,  conjuguée  à  la  pre- 
mière, et  de  la  forme 

ar  —  r(cost  —  \/—i  sinf). 

Il  est  bon  toutefois  d'observer  que  ces  deux  racines  imaginaires  de 
l'équation  (1)  se  réduiraient  à  une  seule  racine  réelle,  positive  ou 
négative,  si  l'on  avait  /  =  o  ou  /  =  ±  tc. 

De  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  résulte  que,  .si  la  fonction  /(x)  se 
présente  sous  forme  réelle,  les  racines  imaginaires  de  l'équation  (1), 
combinées  deux  à  deux,  seront  conjuguées  entre  elles»  c'est-à-dire  de 
la  forme 

(85)  x  —  /-(cosJH-  \J—  1  sin*),        x  =  /(eos£  —  \J—  1  sin*), 

et  offriront  le  même  module  r.  C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  lors- 
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qu'on  prend  pour  f(x)  une  fonction  entière  ou  Tune  des  fonctions 
transcendantes 

(86)  ex—  x,     x  —  e~x9     e~x-\-x}i    xx—erx>     .... 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose 

f(x)  —  ex—x9 

l'équation  (i),  réduite  à  la  formule  (32),  n'admettra  évidemment  que 
des  racines  imaginaires.  En  effet,  x  étant  réel,  la  différence 

e*—  x 

ne  pourrait  s'évanouir  que  pour  des  valeurs  positives  de  x,  et  pour 
de  semblables  valeurs  on  a  évidemment 

X* 

x<ex<.i-hx-\ h  . . . . 

i  .a 

D'ailleurs  on  a  prouvé  ci-dessus  que,  la  lettre  n  désignant  un  nombre 
entier  quelconque,  l'équation  (32)  admet  toujours  une  racine  imagi- 
naire de  la  forme 

x  —  r(cos J  -h  \J—  i  sinl), 

le  module  r  étant  compris  entre  les  limites  (8i),  et  l'angle  /  entre  les 
limites  (82).  Donc  cette  équation  admettra  encore  une  autre  racine 
de  la  même  forme,  et  dans  laquelle  le  modale  r  restera  compris  entre 
les  limites  (81),  l'angle  t  étant  renfermé  entre  les  suivantes  : 


7T\ 
/Î7TH 

V 


al    2 
(87)  —  arccos — v -> 

7T  2 

a  n  r  h — 
a 

Lorsque  les  conditions  énoncées  dans  l'un  des  théorèmes  I,  III  ou 
IV  et  V  se  trouvent  remplies,  il  devient  facile  de  résoudre  par  approxi- 
mation l'équation  (1).  Pour  y  parvenir,  on  considérera  zéro  ou  l'ex- 
pression imaginaire 

t(cosr  -h  y/—  1  suit) 
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comme  une  première  valeur  approchée  de  Tune  des  racines  de  l'équa- 
tion (i);  puis  on  supposera,  dans  la  formule  (91)  ou  (92)  de  la  trei- 
zième Leçon,  x  égal  à  zéro  ou  au  produit 

t(cosr  4-  v^—  *  sin-r), 

et  le  nombre  p  assez  petit  pour  que  le  module  de /(a?  4-  Ax)  devienne 
inférieur  au  module  R  def(x).  Cela  posé,  l'expression  imaginaire 

x  •+-  Ax 

pourra  être  regardée  comme  une  seconde  valeur  approchée  de  la 
racine  que  l'on  cherche.  Or  l'opération  par  laquelle  on  aura  déduit 
cette  seconde  valeur  de  la  première,  étant  plusieurs  fois  répétée, 
fournira  une  troisième,  une  quatrième,  ...  valeur  approchée.  Soient 
maintenant 

(88)  XXy  J?g,  &),  ... 

les  première,  seconde,  troisième,  . . .  valeurs  approchées  de  la  racine 
dont  il  s'agit.  Tandis  que  les  modules  des  expressions 

(89)  /(*i),   /(*.),   /(*.),    ... 

deviendront  de  plus  en  plus  petits,  les  termes  de  la  série  (88)  con- 
vergeront vers  une  certaine  limite  qui  sera  nécessairement  une  valeur 
finie  de  x  propre  à  vérifier  l'équation  (1). 

Il  est  bon  de  rappeler  que,  dans  les  formules  (91)  et  (92)  de  la 
Leçon  précédente,  T,  Tlf  ...,  Tn  désignent  des  angles  réels  qui  sont 
déterminés,  avec  les  modules  R,  R<,  . . . ,  Rn,  par  les  équations 

f(x)     =R  (cosT  -hv^^sinT  ), 

/'(*)    =Rl(cosT,  +  vcrïsinT1), 
1 , 

/<«>(*)  =  R„(cosT„  4-  v^  sinT„). 

Si  la  première  valeur  approchée  de  x  est  telle,  que  la  quantité  R 
soit  très  petite  et  la  quantité  R,  sensiblement  différente  de  zéro, 
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alors,  pour  rendre  le  module  de  f(x-\-bx)  inférieur  au  module 
de  f(x),  il  suffira  ordinairement  de  poser  p  =  -—  dans  la  for- 
mule (91)  de  la  treizième  Leçon  ou,  en  d'autres  termes,  il  suffira 
de  prendre 

,     %  A  RCcosT  +  v/^TsinT)  f(x) 

(Ql)  UX  3= - —  ■=. -^-^ -• 

*  R.CcosT^s/^ïsinT,)  /'(*) 

Effectivement,  soient 

(2)  ar  =  r(cos*  4-v/—  1  sin*) 

la  première  valeur  approchée  de  x\ 

(92)  Aar  =  p(cosv  -I-  \J—  1  sinu) 

un  accroissement  arbitraire  attribué  à  cette  première  valeur,  et  4>(p), 
X(p)  les  fonctions  réelles  du  module  p  qui  vérifient  l'équation 

(93)  /[r(cos*-4-v/'— ~i  sinf)  +  p(cosu  -\-\f^\  sinu)]  =  tf>(p)  -h  y^i  X(p), 

dans  le  cas  où  Ton  considère  ce  module  comme  seul  variable.  On 
tirera  de  la  formule  (39)  de  la  treizième  Leçon,  en  faisant  n  =  1,  et 
désignant  par  04,  02  des  nombres  inférieurs  à  l'unité, 

/[r(cos*  -+-  v'—^  sin  t)  -+-  p(cosu  -+-  \J—  \  sinu)] 
=f[r(cost  -+-  v/~  1  sin*)] 
'^*'  *  -4-p(cos*j  -hv^—^  sinu)/'[r(cos*-h  v^—  *  sin^)J 

+  ;P,[*<M  +  t/=rïXf(*iP>L 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,  5v      ,      =  R(cosT  -h  Ve7»  sinT)  +  P  Ri  [cos(u  +  T,)+  yf^î  sin(u  -h  T,)] 

puis,  en  supposant 

(96)  P  =  F'        u  =  *-f-T-T, 
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et,  par  conséquent, 


A#=z  p(cosu  4-  v/—  i  sinu)  =  — 


R(cosT4>y/^7sinT)    ____  f(x) 


on  trouvera 


(97) 


(/(or-hA^)=ip«[*'(8lp)-f.^::^X'(fltp)] 

'    =;SK^)^«K)]- 


De  plus,  en  différentiant  deux  fois  par  rapport  à  p  la  formule  (9^),  et 
posant  ensuite  p  =  o,  on  en  conclura 


(98) 


et 


*"(p)-W-'*'(p) 

=  (cosu  4-\/—  1  sinu)t/'r[r(cos/  4- y/—  1  sinf)  4-  p(cosu  -v-sj—  1  sinu)] 


(99) 


*f(o)  4-  \/—  1  X"(o)  =  (cosj  4-  v^~  !  sinu)î/'r[r(cos/-i- y/—  1  sin*)] 


=  R, [cos(au  4-  T,)  4-  sf^y  sin(au  4-  T,)]. 


R    , 


D'ailleurs,  le  rapport  «-  étant  très  petit  en  vertu  de  l'hypothèse  ad- 
mise, le  dernier  membre  de  la  formule  (97)  différera  généralement 
très  peu  du  produit 


1  R' 


1  R'R, 


;  £ï  [*»  +  Sf1^  X'(o)]  =  i  -R^  [cos(2u  +  T,)  +  s/-  1  sin(2u  4-  T,)]. 


\ 


Donc  le  module  de  f(x  4-  àx)  différera  généralement  très  peu  de  la 
quantité 


(100) 


1  R'R,_R,R 

2    iî;   ~2R;n' 


qui  sera  elle-même  très  petite  par  rapport  à  R,  du  moins  lorsque  le 
module  R2  conservera  une  valeur  finie. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  ci-dessus  établis,  con- 
cevons que,  l'équation  (1)  étant  réduite  à  la  formule  (3a),  on  veuille 
déterminer,  parmi  les  racines  de  cette  équation  l'une  de  celles  qui 
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offrent  un  module  inférieur  au  nombre  4f455...  (voiries  pages  467 
et  478).  Alors  on  aura 

(101)  f{x)  =  e*-x,        f'(x)  =  <*-!,        f'(x)=f(x)=...=  e*, 

et,  en  prenant  zéro  pour  la  première  valeur  approchée  de  la  racine 
cherchée,  on  trouvera 

(102)  /(o)  =  i,        /'(o)  =  o,        /'(o)  =  i. 

Par  suite  les  formules  (90)  donneront,  pour  une  valeur  nulle  de  x9 

(io3)  R==i,        Ri  =  o,        R«=n        T  =  Ti=i; 

puis,  en  réduisant,  dans  la  formule  (92)  de  la  Leçon  précédente, 
n  k  2,  et  im  4-  1  à  1  ou  à  3,  on  en  tirera  successivement 


(io4)  Ax  =  py/— 1,         A.r  =  —  p  \J—  1 . 

En  conséquence,  la  seconde  valeur  approchée  de  la  racine  cherchée 
sera 

(io5)  ir  -+-  Ax  =  pv/—  1         ou        x  -+-  A x  =  —  p  \f^\ , 

p  étant  assez  petit  pour  que  le  module  de  l'expression 


f(x-\-  Ajt)  =  cosp  —  (p  —  sinp)y/—  1  *- 

(106)  l  ou  -  

(         /(•#-+-  Aj?)  =  cosp  -H  (p  —  sinp)  y/—  1, 

savoir 

.1 

(107)  (1  —  apsinp-hp1)', 

devienne  inférieur  au  module  de  /(#).  c'est-à-dire  à  l'unité.  Or  cette 
condition  sera  évidemment  remplie,  si  l'on  prend  p<^>  attendu  que, 

dans  ce  cas,  on  aura  toujours  sinp>  &•  Supposons,  pour  fixer  les 

idées,  p  =  -•  Alors  le  module  (107)  se  trouvera  réduit  à 


(108) 


f  I  —  7T  -4-  —  )    = 1  =  0,5707..., 
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et  la  première  des  formules  (io5)  à 

(109)  x  -h  Aj?=:  ->J—  i  =  (1,5707. . .)  y/—  1. 

1 

Si  maintenant  on  prend 

(110)  x  =  r(cost  -h\/—  1  sin/)  =  -v^~"!> 
on  trouvera 

(  /'(jj)  =  e«,rT-i  =  -i  +  v/-i, 

(ira)  r  =  -,  1=  -, 

(ll3)  R  =  ^-i,       R,  =  v^       T  =  -ï'        Tï=^' 

et  les  formules  (91).  (96)  donneront 

(1 14)  &x  =  p(cosv  -+-  y/—  1  sinu)  =  — -f —  (1  —  sj—  1), 

4 

(n5)  p-=. —  1=  o,4o36. . . ,  y  = — j  =  —  o,7583..., 

2  y/2  4 


de  sorte  qu'on  aura 


7T —  2  7T  -h  2 


(Il6)         X+1X=    — 1 7—  y]-.  ,    =0,28539...    "h  (l^SÔSg...)^--!. 

D'ailleurs,  en  posant  f"(x)  =  *%  on  tirera  de  l'équation  (98) 

(117)   )  r  1 

|      =ercosl+-Pco,u[cos(rsin*-b  psinu  -+-  2j)  -h  y—  1  sin(r  sin/  4-  psiru  -f-  2*j)J. 

Par  suite,  la  formule  (97)  donnera 

(1 18)   <  I  r  

i      =  -p,erco*'[e°»Pco,ucos(r  sinf  H-  0,psinu  4-  2v)  H-e8iPC0Bjsin(/sin*  h-  #2p  sin->  -f-  2j)  y/-  1 1; 
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et,  comme,  en  vertu  de  cette  dernière,  le  module  de  /(x  ■+-  Ax)  sera 
évidemment,  pour  des  valeurs  positives  de  cosu,  inférieur  au  produit 

on  peut  affirmer  qu'à  la  valeur  de  x  -f-  Ax  fournie  par  l'équation  (1 16) 
correspondra  un  module  de  /(x  4-  Ax)  inférieur  à  la  quantité 

-  COS  -  -4-  p  CO«  -  — 

(120)  p*e  =  p* e^f=o92 167. . . 

et,  par  conséquent,  au  module 


R7T 
= I  =  0,D707.  .  .. 

2 


C'est,  au  reste,  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  directement.  Car,  en 
posant 

\r  -f-  Ar  =  o ,  2853g  . .  .  -+-  (  1 ,  28539  •  •  •  )  \^—  !  » 

on  trouvera 

(121)  /( x  -h  Ax)  z^ex+*x—  (x  4- A.r)  =  0,0890.  .  .  —  (0,0089. .  .)\/—  1 

et,  par  suite, 

.1 

(122)  R  -4-  AH  —  [(0,0890. .  .)s-h  (0,0089. .  .)*]*=-- 0,0891 

Donc  on  pourra  prendre  l'expression  imaginaire 

C»  ,  28539  •••-+-!,  28539 .  .  .  y/—  I 

pour  la  troisième  valeur  approchée  de  la  racine  qu'il  s'agissait  d'ob- 
tenir. Enfin,  si  Ton  se  sert  de  l'équation  (91)  pour  déduire  une  qua- 
trième valeur  approchée  de  la  troisième,  puis  une  cinquième  de  la 
quatrième,  etc.,  et  si  l'on  désigne  par  xn  x2,  xn,  j?4,  x-,  ..  .  ces 
diverses  valeurs  approchées,  en  y  comprenant  celles  que  nous  avons 
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déjà  calculées,  on  aura 

xx  =  o, 

*!=(», 5707...)^—^ 

x,—  xt—  S}**    —o,2853. . .  -+-  (1,2853. . .) y7—  1, 

(123)  /  f(        \  

xk—xz-  /i^il— o,3i85... -h  (1,3388... )  y7- 1, 
x6  —  x^—  •  ,    4    =  o,3i8i.  . .  •+-  (1,3372.. .)/—  !> 


tandis  que  les  modules  des  expressions  imaginaires 

f(xt),    f(xt),    /(*,),    f(xk)9    /(x5),      ... 

formeront  la  série  décroissante 

(124)       1,     0,0707...,     0,0891...,     o,oo23...,     0,0000...,     ...; 

et,  comme  les  valeurs  de  xi9  a?6  ne  différeront  pas  l'une  de  l'autre 
quand  on  se  contentera  de  pousser  l'approximation  jusqu'aux  déci- 
males du  quatrième  ordre,  nous  sommes  conduits  a  penser  que  la 
formule 

(i25)  x"0,3i8i-h  (1,3372)^—  1 

offrira  la  racine  cherchée  de  l'équation  (32)  avec  une  exactitude  qui 
s'étendra  dans  chaque  terme  jusqu'à  la  quatrième  décimale.  Au  reste, 
pour  lever  toute  incertitude  à  cet  égard,  il  suffira  de  recourir  au  théo- 
rème VI  et  de  suivre  la  méthode  que  nous  allons  indiquer. 
Si,  dans  la  fonction  f(oc)  =  e?  —  x,  on  pose 

(38)  jc-p+q^-x 

et 

(126)  p  ~o,3i8i  +-  a,         q~-  1,3372  -+-  (3, 
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on  trouvera 

(127)  <  —  (0,3181695. . .  4-  1,3371818. . .  v/zr^)e»(cos(î  4- sf^i  sin(3) 

-  [o,3i8i  -♦-  «  4-  (1,3372  4-  (3)  V^7*]- 

Faisons  d'ailleurs 

(128)  «4-  Pv^—  l  =  p(C0Su  +  V^-1  sinu), 

p  désignant  le  module  de  f(x),  et  soient  0|f  6,  deux  nombres  infé- 
rieurs à  l'unité.  En  remplaçant,  dans  l'équation  (12)  de  la  huitième 
Leçon,  x  par  p,  /(ce)  par  ePco8Vcos(psinu)  ou  par  ePcosusin(psinu)f 
et  0  par  6,  ou  par  6a,  on  en  tirera 

/  eacos(3  —  ePco*'J  cos(psin-j) 

£  F   p(coam-/^T«inu)  p(cosU  -  /^T»inv)l 

~"  2  L  ■* 

=  14-pcosy  4-  —  eB«Pro,ucos(2v  4-  7,psin*j), 


(129) 


e*sin(3  =  £Pco-usin(psinu) 


*  I"    p(co»*J-t-/^TiiiDU)  p(co»'j  —  /^Tfiiny)! 

2  y  —  I 

--  psinv  4-  î—e'iPco,y  sin(2u  4-  0,psinv) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

e*cos(3  ~  1  4-  a  4-  -  (a* -h  (J*)*0»*  cos(2u  4-  ^(3), 

(i3o)       ; 

e*sinp~(3  4--(a,4-(3î)eMsin(2'j4-0t(3)- 

Donc,  en  posant,  pour  abréger, 

(       0,0000695. . .  —  o,68i83o4. .  .a  —  1 ,3371818. .  .(3  —  *V 
(i3i)         - 

(  —0,0000181 . .  .4-  1 ,3371818. .  .a  —  o,68i83o4-  •  -P  =  HS>, 

♦ 

l  f^JL  [0,3181695. .  .eô.«cos(2u  4-  0t(3)—  1 ,3371818. . .  A«  sin(2u  4-  0,(3)]  ~y. 

(l32)      < 

il         Al 

/  —  "^  [1,3371818...  «A«cos(2v  4-  0,(3)  4- 0,3181695...  eMsin(2u  4-  0,(3)]  _o. 
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on  pourra  réduire  la  formule  (127)  à 

(i33)  f(p  +  q  ij~i)  =  x  +  y  -h  (M\>  +  d)  \/~i . 

Soient  maintenant 

R,    «ft,    g 

les  modules  des  expressions  imaginaires 

/(p  +  Çsl—i),     JU-hife^^T,     y-t-<3y/^7; 

en  sorte  qu'on  ait,  non  seulement 

(■34)  /(*)  =/(/>  +  q\/~i)  =  R(cosT  h-  \/~i  sinT), 

mais  encore 

(«35)  

(  y   "+■  &  s/~ l  —  ç(cosw.-h  v^— Tsino)), 

^  et  ci)  désignant  des  arcs  réels.  L'équation  (i33)  donnera 
(i36)        RcosT^&cosG-hçcosw,        R  sinT  =  &  sin£  -h  çsinco; 

et  le  carré  du  module  R,  déterminé  par  la  formule 

(137)  Rt=aî-H2açcos(G  — w)H-ç5, 

restera  évidemment  compris  entre  les  limites 

(i38)  •    (rt-ç)1.    (A  +  O1- 

Donc  le  module  R  sera  lui-même  compris  entre  les  limites 

(i3g)  a  —  ç,     &-t-ç, 

si  Ton  a  ç  <  &,  et  entre  les  limites 

(I4O)  ç  —  &,      ç-4-a, 

si  l'on  a  <;>  &;  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  différence 

040  R  —  a. 

offrira,  dans  tous  les  cas,  une  valeur  numérique  inférieure  à  ç.  D'autre 
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part,  si  l'on  attribue  aux  quantités  a,  [J  des  valeurs  positives  qui  ne 
surpassent  pas  0,0001,  les  valeurs  correspondantes  de  y,  S,  tirées 
des  formules  (i32),  resteront  comprises  entre  les  limites 

—  o , oooooooa,     -h  o , 00000002 , 

et  par  conséquent  le  module 

restera  inférieur  à 

(o ,  oooooooa  )  \pî  <  o ,  ooooooo3. 

Donc  alors  le  module  R  ne  pourra  différer  du  module  &  que  par  le 
huitième  chiffre  décimal.  Or  le  module 

(l43)  &-(eV+lft>*)* 

s'évanouira  si  l'on  prend 

(       o ,  0000695 . . .  —  o ,  68  i83o4 ...  a  —  1 ,  337 1 81 8 . . .  |î  =  JL  =  o, 

('44) 

(  —  0,0000181 ...  -h  1 ,3371818. .  .a  —  o,68i83o4- . . (3  =  Ul>  =  o 

ou,  ce  qui  fevient  au  même, 

(i45)  a  =  o,oooo3i7. . .,        (3  =  o,oooo357 

Mais,  si  l'on  attribue  à  la  variable  a  Tune  des  valeurs 

(ï46)  a  =  o, 

(i47)  a  =  o,oooi, 

en  supposant  jî  compris  entre  les  limites 

(«48)  .  p  =  o, 

049)  (3  =  0,0001, 

ou  à  la  variable  (3  une  des  valeurs  (148),  (149)»  en  supposant  a  corn- 
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pris  entre  les  limites  (146),  ('47)»  le  module  &,  réduit  à  Tune  des 
formes 

i 

(i5o)  A  =  [(0,0000695. . .—  1 ,3371818. .  .(3)*-+-  (0,0000181 . . .-+-  o,68i83o4. .  .£)*]% 

i 
(101)  A  —  [(0,0000014...—  1, 3371818... (3)*-*- (o, 0001  i56...  —  o,68i83o4...P)ï]î, 

1. 
(i5s)     A  =  [(0,0000695. . .—  o,68i83o4. .  .a)*-h  (0,0000181 ...  —  i  ,3371818. .  .a)1]*, 

1  1 

(i53)     A  =  [(0,0000642. .  .-ho,68i83o4. .  .a)*-h  (0,0000862. . .—  1 ,3371818. ..«)!]% 

surpassera  évidemment  Tune  des  quantités 
(i54)  0,0000181, 

(j55)  o,oooii56  —  (o,68i83o4)  (0,0001)  =0,0000470.  • -, 

(i56)  0,0000695  —  (o,68i83o4)  (0,0001)  =  0,0000014. . .» 

( 1 57 )  o , 000064 1 • • • • 

Donc,  par  suite,  le  module  R  restera  inférieur  au  nombre  o,ooooooo3, 
si  Ton  prend 

(  p  =  o,3 181  -4-  o,oooo32i  z=o,3i8i32i . . ., 
(i58)  j 

(  ç  =  1 ,3372 -4- o,oooo356  =  1 ,3372356. ..  ; 

mais  il  deviendra  supérieur  au  nombre  0,0000014...»  si  l'on  fait 
varier  la  quantité  p  entre  les  limites 

(159)  pt  =  o,3i8i,        /?,  =  o,3i8i  -+-  0,0001  =  0,3182, 
en  attribuant  à  9  l'une  des  valeurs 

(160)  Çi~  1,3372,       0i=  1,3372  4-  0,0001  =  1,3373, 

ou  la  quantité  q  entre  les  limites  q%9  q.2,  en  attribuant  à  />  l'une  des 
valeurs  pn  p2.  Donc,  en  vertu  du  théorème  VI,  et  attendu  que  le 
nombre  0,0000014...  surpasse  le  nombre  o , ooooooo3 . . . ,  l'équa- 
tion  (32)  admettra  une  racine  imaginaire 

dans  laquelle  la  valeur  dep  sera  renfermée  entre  les  limites  o,3i8i, 
of3i82,  et  la  valeur  de  q  entre  les  limites  1,3372,  1,3373.  Cette 

OEuvrcKir  C-  —  S.  Il,  t.  IV.  62 
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racine  sera  donc  fournie  par  l'équation  (i25)  avec  une  exactitude 
qui  s'étendra,  dans  chaque  terme  du  second  membre,  jusqu'à  la 
cinquième  décimale.  Il  y  a  plus  :  les  valeurs  de  a,  (3,  correspon- 
dantes à  la  racine  dont  il  s'agit,  seront  inférieures  au  nombre  0,000 1 
et  propres  a  vérifier  l'équation  R  =  o  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
deux  formules 

(161)  X  -t-  y  —  o,         ifc-hd  — o. 

Or,  si  l'on  substitue,  dans  ces  dernières,  les  valeurs  de  x9  ift»  tirées 
des  équations  (i3i),  on  en  conclura 

I  <x  —  0,0000317. . .-+-  (o,3o2. .  .)y  —  (o,5p,3. .  .)d, 
(  (3  —  0,0000357. . .-+-  (0,593. .  .)d  -h  (o,3oa. . .  )y. 

Donc,  puisque  y  et  S  resteront  compris  entre  les  limites 

—  o , 00000002,     -+-  o , 00000002 , 

les  valeurs  de  a,  [3,  fournies  par  les  équations  (i45),  seront  exactes 
jusqu'à  la  septième  décimale,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  de  la 
racine  x  déterminée  par  l'équation 

(i63)  x  —  o,3i8i3i7...-f-  (1,3372357. . .) V^~~  l  • 

Si,  dans  les  calculs  ci-dessus  développés,  on  substituait  la  seconde 
des  équations  (io.5)  à  la  première,  alors  à  la  place  de  la  formule  (i63) 
on  obtiendrait  la  suivante 


(164)  j?=io,3i8i3i7... —  (1,3372357. . .) y  —  1 , 

qui  offre  une  seconde  racine  imaginaire  de  l'équation  (3a).  Cette 
seconde  racine  et  celle  que  détermine  la  formule  (iG3),  étant  con- 
juguées l'une  à  l'autre,  correspondent  à  un  seul  module  renfermé 

entre  les  limites  o  et  4 » 4^5 

Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment,  à  l'aide  d'approxi- 
mations successives,  on  peut  déterminer  aussi  exactement  qu'on  le 
voudra  les  racines  réelles  ou  imaginaires  d'une  équation  algébrique 
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ou  transcendante,*  et  même  comment  on  peut  calculer  les  limites  des 
erreurs  commises.  La  méthode  de  résolution  que  nous  avons  pré- 
sentée est  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Legendre  dans  la  seconde 
édition  de  la  Théorie  des  nombres,  et  qui  lui  a  paru  devoir  s'appliquer 
à  toutes  sortes  d'équations  algébriques  ou  transcendantes;  mais  il 
est  clair  qu'elle  cesserait  d'être  applicable  si  la  fonction  /(x)  ne 
remplissait  pas  les  conditions  énoncées  dans  l'un  des  théorèmes  I, 
III,  IV,  V,  VI.  On  n'en  sera  pas  surpris  si  l'on  observe  qu'on  peut 
attribuer  à  f{x)  une  forme  telle,  que  l'équation  (i)  n'admette  point 
de  racines  finies  soit  réelles,  soit  imaginaires.  C'est  ce  qui  arrivera 
en  particulier  si  l'on  suppose 

Dans  des  cas  semblables,  on  peut  bien  encore  assigner  à  la  variable  x 
une  suite  de  valeurs 


(88)  X\t     xi9     x 


s» 


tellement  choisies  que  les  valeurs  correspondantes  du  module  de 
/(x)  soient  de  phis  en  plus  petites;  mais  les  modules  des  différents 
termes  de  la  série  (88),  au  lieu  de  converger  vers  une  limite  finie, 
croissent  au  delà  de  toute  limite.  {Voir,  au  reste,  sur  la  résolution 
des  équations  numériques,  l'Ouvrage  cité  de  M.  Legendre  et  un 
Mémoire  de  M.  Fourier,  imprimé  dans  le  Tome  VII  des  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences.) 

Nous  avons  déjà  remarqué  que,  dans  le  cas  où  /(x)  désigne  une 
fonction  entière  du  degré  n9  semblable  à  celle  que  détermine  la  for- 
mule (4).  cette  fonction  est  décomposable  en  autant  de  facteurs  du 
premier  degré  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  n.  Si,  de  plus,  la 
fonction /(a?)  se  présente  sous  forme  réelle  ou,  en  d'autres  termes, 
si  les  constantes  a0,  at,  . . . ,  an  comprises  dans  le  second  membre  de 
la  formule  (4)  sont  toutes  réelles,  l'équation  (i)  n'admettra  que  des 
racines  réelles  ou  des  racines  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux. 
Alors  à  chaque  racine  réelle  correspondra  un  facteur  réel  du  premier 
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degré,  tandis  que,  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  et  de  la 
forme 

r(cos*-f- v^—  i  sin/),     r(cos/  —  sj  —  i  sin/), 

correspondront  deux  facteurs  imaginaires 


x—  rcosl  —  rsïnt^—  i,     x  —  rcost  -hrsinfy/—  i, 

qui  seront  encore  conjugués  l'un  a  l'autre  et  donneront  pour  produit 
un  facteur  réel  du  second  degré,  savoir 

(x  —  rcos *)*-*-  r*  sin*/  =  x1—  ar  cos/-H  r*. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  /onction  réelle  et  entière  de  la  variable  x  est  décomposable  en 
facteurs  réels  du  premier  ou  du  second  degré.  [  Voir,  pour  de  plus 
amples  développements,  le  Chapitre  X  &£  Y  Analyse  algébrique  (*).] 

(>)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  H,  T.  III. 
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DÉVELOPPEMENT  D*UNE  FONCTION  DE  47,  QUI  DEVIENT  INFINIE  POUR  X  =  Ct,  SUIVANT 
LES  PUISSANCES  ASCENDANTES  DE  X  —  ÛT.  DÉCOMPOSITION  DBS  FRACTIONS  RATION- 
NELLES. 


Soient 

(i)  x  =  r(cos*  -h  \J—  i  sin*) 

une  variable  réelle  ou  imaginaire  dont  r  désigne  le  module  ou  la 
valeur  numérique,  a  une  valeur  particulière  de  cette  variable  et 
/(x)  une  fonction  qui  devienne  infinie  pour  x—a.  La  valeur  a 
de  x  sera  une  racine  de  l'équation 

(2)  jk)=0i 

et  l'on  dira  que  cette  équation  admet  h  racines  égales  à  a,  h  étant  un 
nombre  entier  quelconque,  si  le  produit 

(3)  (*-«)*/(*) 

acquiert,  pour  x  =  a,  une  valeur  finie  différente  de  zéro.  Alors,  pour 
développer  immédiatement  la  fonction  /(x)  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x  —  a9  on  ne  pourra  plus  se  servir  de  l'équation  (4o) 
(page  448),  dont  le  second  membre,  comprenant  des  termes  infinis, 
se  présentera  généralement  sous  une  forme  indéterminée;  mais  cette 
équation  pourra  encore  être  appliquée  au  développement  de  l'expres- 
sion (3)  considérée  comme  fonction  de  la  variable  x.  D'ailleurs,  si, 
en  nommant  p  le  module  de  x  —  a,  et  <p(p),  X,(p)  deux  fonctions 
réelles  de  ce  module,  on  pose 

(4)  x  —  a  =  p(cosu  -+-  \/—  1  sinu), 

(5)  (*-*)*/(*)=£(*), 

(6)  j[a4-p(Cosu-h^—  '  sinu)]  =  <p(p)  -h  v^i  x(p)> 
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on  tirera  de  l'équation  citée 

*(*)  =  j(a)  +  ^^  S'(a)  +  (j?~a)'  *'(«)  +... 

I  1.2 

(7)  '  +-(*,^)-^r^-"(«) 

w  '  »  1  .2.3.  .  .(/t  —  l) 

(.r  —  ar)»    ?<«)(0Ip)H_v/Z7]x(«)(^p) 


1.2.3.../1       (cosy-*-\/ — i  sinu)'* 

0,,  02  désignant  deux  nombres  inférieurs  à  l'unité.  Si  maintenant  on 
divise  par  (x  —  a)h  les  deux  membres  de  la  formule  (7),  on  en  con- 
clura 

JK     '       {x  —  a)h        2  (x  —  a)'-*        1.2  (x  —  a)A"* 

1  frh-"(a) 


I.2.3. ..(A  —  1)      a:  —  a 

(8)         '  H ^ rH 0 TTi r(-r  — a)-h... 

v    ;         l  1.2. 3...  A        1 .2.3. . .  h(h  -h  1) 

(x  —  a)*-*-1 


1 .2.3. .  .(n  —  1) 

<tim)(Otp)  +^1  x}*>(9tp)  (x  —  a)n-h 

■!■        -  — — — ■ — ■  ■■ — — —  ■  ■  .i    1  -■  ■  -    ■  —-    • 

\  (cosu  -+-  y/—  1  siny)*         1.2.3.../1 

A  l'aide  de  cette  dernière  formule,  on  pourra  développer  encore  /(x) 
suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  x  —  a.  Seulement, 
les  h  premiers  termes  du  développement,  dont  la  somme,  que  j'ap- 
pellerai f|(x)»  sera 


/  ., /_x_      3 (a)           1        3'(a)  1          £'(a) 

****                          —  «    ■        «       -  «     ■  4—    -^     — — — — ——     !■          ■  — ■       ■  --■■  ■■■  ». 

(x*  —  a;7'        2  (a?  —  a)/i_l  1.2  (x —  a)' 

1  ^''-^(a) 


(9) 


1 .2  .3. . .  (h  —  i)     x  —  a 

1  '  1.2 

\  1 .2.3. .  .{h  —  i)  n 

renfermeront  des  puissances  négatives  de  x  —  a.  D'autre  part,  si. 
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dans  l'équation  (8),  on  prend  n  =  hf  elle  donnera  simplement 

g(x)  i        S' (a)  i  g'(a) 


/(*> 


(10) 


(x  —  a)h       2(x  —  a)h-1        1.2  (a  —  a)'1-* 

i #»-"(/?) 

i  .2.3. .  .(h  —  i)     x  —  a 

i  ?(*}(flip)  +  V^î  X(A) ( 0« p ) 

1.2. 3...  h       (cosu  4-  v^—  i  sinu)'1 


ou 


(„)       /(^)=^(x)  +  'p(/"(9'P)+frT^'(9^o)(coSAu-v^Sin/iv); 

I     m    A   •   ij   •     m     .     fit 

et  par  conséquent,  si  Ton  pose 

(12)  f(x)  —  l\l(x)=w(x) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i3)  /(*)  =  «|»(4j)-t-m(.r). 

on  aura 

(i4)  bj(x)  = -^ Y, '- —  (cosAu  —  y—  i  sinv). 

1.2.0.  .  .  fl 

II  est  important  d'observer  que  la  fonction  ts(x)%  déterminée  par 
l'équation  (i4)»  acquerra,  pour  x  =  a;  la  valeur  suivante 

(io)  bj(.t)  = ■ — --  — 


i.2.3.  ../t  i.2. 3 . .  .h 

qui  sera,  en  général,  une  valeur  finie.  C'est  ce  qui  arrivera,  en  parti- 
culier, si  l'on  suppose 

ce)  /<*>  =  p£y 

t(x)  et  f(x)  désignant  deux  fonctions  entières  de  la  variable  a\  c'est- 
à-dire  si  la  fonction  f(x)  devient  une  fraction  rationnelle.  Alors,  en 
représentant  par  a,  b,  cf  .-. .  les  racines  distinctes  de  l'équation 

(■7)  F(j7)  =  o, 
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par  h  le  nombre  des  racines  égales  à  a,  par  k  le  nombre  des  racines 
égales  à  by  par  /  le  nombre  des  racines  égales  à  c,  ...,  et  par  x  un 
coefficient  constant,  on  trouvera 

(18)  ¥(x)  =  &(x  —  a)h(x  —  b)*(x  —  c)'... 

et,  par  suite,  • 


('9) 


j  *W  =  (^-^/W  =  JL(g,^i_cy.., 


±(*-6)-*(*-c)-'...f(*). 


Or,  en  différentiant  h  fois  par  rapport  à  a?  le  dernier  membre  de  la 
formule  (19),  on  en  déduira  évidemment  une  valeur  de  5[h)(x)  qui 
ne  deviendra  pas  infinie  pour  x  =  a.  D'autre  part,  si  Ton  fait,  pour 
abréger, 

é\a)—\^  — | — =A|,  —  At>  ..., 

I  1    •    A 

(20)  i 

7TT3— (A-3Tj  =  A*-"       +(*)  =  u> 
les  formules  (9)  et  (i3)  donneront 

/      v  «y A  A|  *  Aj  •  \ff—\ 

(22)  ^=U4-W(*). 

Donc,  a  désignant  une  des  racines  de  l'équation  (17),  et  h  le  nombre 
des  racines  égales  à  a,  la  fraction  rationnelle  ^ — \  pourra  être  décom- 
posée en  deux  parties,  dont  Tune  U,  déterminée  par  la  formule  (21), 
sera  la  somme  de  plusieurs  fractions  qui  offriront  des  numérateurs 
constants,  et  qui  auront  pour  dénominateurs  les  puissances  de  x  —  a 
d'un  degré  inférieur  à  A, -tandis  que  l'autre  partie 

(23)  crj^/J^i  —  u 
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conservera  une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  la 
variable  x. 

Soient  maintenant,  dans  la  fraction  (i6),  m  le  degré  du  numéra- 
teur f(x)9  et  n  le  degré  du  dénominateur  F(a?).  Soient  de  plus  V, 
W,  ...  des  fonctions  rationnelles  de  xf  semblables  à  U»  savoir  celles 
dans  lesquelles  se  transforme  la  fonction  ty(x)  déterminée  par  les 
équations  (5)  et  (9),  quand  on  substitue  à  la  racine  a  Tune  des 
racines  bf  c9  ...,  et  au  nombre  entier  h  l'un  des  nombres  /,  k,  — 
Les  fonctions  U,  V,  W,  . . .  f  déterminées  par  des  équations  de  la  forme 

IT   —  A  ,  Ai  .  .      A/'-i 

(x —  a)n       (oc  —  a)"-1  x  —  a 

V=- irrL  +  -. kir-7  +  -  •  - + 


(24)  {        —  (x  —  b)k        (x  —  b)k~l  x  —  b 


(j? —  C)'            (X —  C)l~X           ""         J?  —  C 
• y 

ne  pourront  devenir  infinies  pour  des  valeurs  finies  de  x  qu'autant 
que  Ton  supposera,  dans  la  fonction  U,  x  =  a;  dans  la  fonction  V, 
x  =  b;  dans  la  fonction  W,  x  =  c,  . . .  ;  et,  comme  les  différences 

(2Î>)  FT^)~     '     F(V)  F(*)  '     "•• 

acquerront,  au  contraire,  des  valeurs  finies,  la  première  pour  x  =  a, 
la  seconde  pour  x  =  b,  la  troisième  pour  a?  =  c,  . . . ,  il  est  clair  que, 
si  Ton  fait 

(26)  $g-U-V-W-...  =  Q, 

la  fonction  Q  ne  deviendra  jamais  infinie  pour  aucune  valeur  finie 
de  x.  D'ailleurs,  en  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions 
comprises  dans  les  seconds  membres  des' équations  (24)1  on  par- 
viendra sans  peine  à  transformer  la  somme  U+V  +  W  +  ...  en  une 
nouvelle  fractioii  qui  aura  pour  dénominateur  le  produit 

(27)  (x  —  a)h(x—  b)*(x  —  c)7...; 

ORuvrtê  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  63 
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et,  en  multipliant  par  la  constante  X  les  deux  termes  de  cette  nou- 
velle fraction,  on  trouvera 

(28)  u+V  +  W  +  ...=  JL, 

F(iT) 

R  désignant  une  fonction  entière  de  x  d'un  degré  inférieur  à  n.  Cela 
posé,  la  fonction  Q,  déterminée  par  la  formule  (26),  se  présentera 
sous  la  forme  rationnelle 

cf,  puisqu'elle  devra  rester  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  la 
variable  x,  il  faudra  nécessairement  qu'elle  se  réduise  à  une  fonction 
entière  de  cette  variable.  Enfin,  comme  on  tire  de  l'équation  (29) 

(3o)  f(x)  =  QF(^)-f-R, 

les  deux  fonctions  entières  Q  et  R,  dont  la  seconde  est  d'un  degré 
inférieur  à  celui  de  F(#),  représenteront  évidemment  le  quotient  et 
le  reste  de  la  division  de  f(x)  par  F(a?).  Donc  la  fraction  rationnelle 
qui  aura  ce  reste  pour  numérateur  et  pour  dénominateur  F(a?)  sera, 
en  vertu  de  la  formule  (28),  équivalente  à  la  somme  des  fractions 
comprises  dans  les  seconds  membres  des  équations  (24). 

Dans  le  cas  où  le  degré  m  de  f(x)  est  inférieur  au  degré  n  de  F(#), 
le  quotient  Q  s'évanouit,  et  Ton  a  par  suite 

f(jr)  =  R. 
Alors  on  conclut  des  équations  (24)  et  (28) 


(30 


(.r) 

_                             A                     I                       A"                         I                    |         ^ 

(X) 

—       (x-a)h    '    {x-a)h~l    '  "■"       x  —  a 

1                     1                        1         \   , 

1    (x-b)*    '    (.r-6)*-1    '  '•"  '    x-b 

C          (          C|                     i     C/_i 
(x  —  c)1     '    (x  —  c)/-i     '  ""'  '    x  —  c 

La  formule  (3i)  offre  évidemment  le  moyen  de  décomposer  la  frac- 
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tion  rationnelle  y- — -  en  fractions  simples,  c'est-à-dire  en  fractions  qui 

ont  pour  numérateurs  des  constantes  et  pour  dénominateurs  des  puis- 
sances entières  des  facteUrs  simples  x  —  a,  x  —  b,  x  —  c, La 

même  formule  fournit,  à  ce  sujet,  le  théorème  que  nous  allons 
énoncer. 


(16) 


Théorème  I.  —  Soient 

f(*) 


F(x) 


une  fraction  rationnelle  dans  laquelle  le  degré  du  dénominateur  surpasse 
le  degré  du  numérateur,  et  a,  b,  c,  ...  les  racines  réelles  ou  imaginaires 
de  l'équation 

(17)  ¥(x)  —  o. 

Pour  décomposer  la  fraction  (îG)  en  fractions  simples,  il  suffira  de  la 
développer  :  i°  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  —  a;  2°  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x  —  b;  3°  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  x  —  c,  . . . ,  puis  défaire  la  somme  des  termes  qui,  dans  les 
divers  développements,  deviendront  infinis  quand  on  supposera  x  =  a, 

Si  le  quotient  Q  cesse  de  s'évanouir,  alors  des  équations  (24) 
et  (26)  on  déduira  la  formule 

'   <V)  _n^        A        ^         A«  •    A*-' 


¥(x)  {x--a)h        (x  —  a)h-k       "         x  —  a 

B  B,  Bit-i 


(32)  't  (x  —  bf        (x  —  b)k"1  x—b 


(x  —  cy        (x  —  c)'*1  x  —  a 


qui  servira  encore  à  décomposer  la  fraction  (16)  en  fractions  simples, 
et  l'on  devra  substituer  au  théorème  I  la  proposition  suivante. 
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Théorème  H.  —  Soient 

f(x) 


(16) 


¥(x) 


une  fraction  rationnelle,  dans  laquelle  le  degré  du  numérateur  devienne 
égal  ou  supérieur  au  degré  du  dénominateur,  et  a,  b9  c,  .. .  les  racines 
de  r  équation  (17).  Pour  décomposer  la  fraction  (16)  en  fractions  simples, 
il  suffira  de  la  développer  :  i°  suivant  les  puissances  ascendantes  dex  —  a\ 
20  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  —  6  ;  3°  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x  —  c,  . . . ,  puis  d'ajouter  au  quotient  de  la  division  de 
f(x)  par  F(a?)  la  somme  des  termes  qui,  dans  les  divers  développements, 
deviendront  infinis  pour  x.=  a,  ou  pour  x  =  b,  ou  pour  x  =  cf 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équation  (17)  a  toutes  ses  racines  iné- 
gales entre  elles,  on  trouve 

(33)  *  =  *  =  /  =  .. .  =  1, 

(34)  Y(x)=iX,(x  —  a){x  —  b)(x  —  c)...; 

et  les  formules  (3i),  (3a)  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

/a~v  H*)  ABC 

(3d)  — 


F(j?)  x  —  a       x  —  b       x  —  c 

(36)  ££l  =  Q  +  _A_+      »       •       C 


F(x)  x  —  a       x — b       x  —  c 

Dans  le  même  cas,  on  tirera  de  l'équation  (5) 

(37)  j(x)  =  (x-a)f(x)={*y{lî)i*), 

et  par  conséquent,  pour  déterminer  le  coefficient  A  ou  S{a),  il  suffira 
de  faire  évanouir  x  —  a  dans  la  fraction 

(x  —  a)  î(x) 

Mais  alors  cette  fraction,  se  présentant  sous  la  forme  ->  devra  être 
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[en  vertu  de  la  formule  (6)  de  la  page  317]  remplacée  par  le  rapport 

(x  —  ^rw  +  gx) 

F'(x) 

que  Ton  pourra  même  réduire  à 

f(*) 


(38) 

On  aura  donc 


F'(*) 


(39)  A=J$. 

On  trouvera  pareillement 

(40)  B=li*l,         C=^l 

l*  '  F'(6)  F(c) 

« 

Enfin,  si  l'on  a  égard  à  l'équation  (34).  les  formules  (39)  et  (4o) 
donneront 

3>î>  (a —  b)  (a  —  c). . . 


(40  {  3^  (6  — a)(ô  — c)... 

c        «  f(c) 


X  (c  —  a)(c—  b). . . 


Ajoutons  que  la  première  des  équations  (40  peut  être  déduite  direc- 
tement des  formules  (34)  et  (37)  combinées  entre  elles,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  de  la  formule 

f<*) 


0(x)  = 


2K»(x  —  a)  (x  —  c). .  . 


Lorsque  le  degré  m  de  f(x)  est  inférieur  au  nombre  n  des  quan- 
tités a,  6,  c,  ...,  on  tire  des  formules  (35)  et  (4i) 

f(*)  =  JL  f  Ha) i_  t(b) i_ 

F(x)       2>l>L(a—  b)  (a  —  c)...  x  —  a       (b  —  a)(b  —  c)...  x  —  b 

(42)     { 

*  +  f(c) i_  1 

(c  —  a)(c— £)...  .r  —  c      '  '  '  y 
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puis  on  en  conclut,  en  ayant  égard  à  l'équation  (34)» 

iv^_  (x  —  b)(x  —  c)...  (x  —  a)(x  —  c)... 

i/2s         f(x)-  (a-*)(rt-^)r7r(rt)+  (6-«)(6_e)...  f(6) 

(a?  — a)  (g —  6)... 

— j- 1(C)4- 

L'équation  (43)  n'est  autre  chose  que  la  formule  d'interpolation  de 
Lagrange,  à  l'aide  de  laquelle  on  détermine  une  fonction  entière 
de  x,  lorsqu'on  connaît  autant  de  valeurs  particulières  de  cette  fonc- 
tion qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  entier  n  immédiatement  supé- 
rieur à  son  degré. 

Lorsque  les  fonctions  f(x),  F(#)  se  présentent  sous  forme  réelle, 
et  que  les  deux  racines  a,  b  sont  imaginaires  et  conjuguées  ou  de  la 

forme  a  -f-  $yj—  i ,  a  —  p  \[^~  i ,  alors,  en  désignant  par  ev,  itt>  deux 
quantités  réelles  propres  à  vérifier  l'équation 

on  trouve  que  les  fractions  simples  correspondantes  à  ces  racines 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (35)  ou  (36)  sont  respec- 
tivement 


. ,  c                              -\*  —  1>U  v^—  •            <&»  •+-  ^>  s/— l 
(45) » —       » 

jr  —  on  —  fi  y/~  i        x  —  a  -h  (3  y^ —  i 

En  ajoutant  ces  deux  fractions,  on  obtient  la  suivante 

2  *l»  (  x  —  a  )  -h  2  \lb  (3 


(46) 


(x  — «)«+£« 


qui  a  pour  numérateur  une  fonction  réelle  et  linéaire  dd  x,  et  pour 

dénominateur  un  facteur  réel  et  du  second  degré  du  polynôme  F(#). 

Au  reste,  on  pourrait  imaginer  diverses  méthodes  propres  à  décom- 

4*/       \ 

poser  la  fraction  rationnelle  jrf~  en  fractions  simples,  c'est-à-dire  en 

fractions  semblables  à  celles  que  renferma  le  second  membre  de 
l'équation  (32).  Mais  ces  diverses  méthodes  fourniraient  nécessai- 
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rement  les  mêmes  valeurs  des  coefficients  Af  A,,  ...,  A^,  ;   B, 

B|V  ....  B/t-i  ;  C,  C,,  ...,  C/_lf Pour  le  démontrer,  multiplions 

par  F(a?)  les  deux  membres  de  l'équation  (32).  Alors,  si  Ton  fait 
pour  abréger 


(47) 


(a:  —  cy  x  —  c 


on  aura 


(48) 


f(*)-A(^r^  +  A>  (* -*)''-' + 


+■  A,t_,  -^-;-  4-  (^  —  a)A  U{œ). 
X  —  a 


D'ailleurs,  comme  le  premier  membre  de  l'équation  (47)  sera  une 
fonction  entière  de  x  divisible,  ainsi  que  F(a?),  par  (x  —  a)h,  U(x) 
représentera  encore  une  fonction  entière.  Par  suite,  m  l'on  pose  dans 
la  formule  (48) 


.r-fl  +  ;, 


et  si  l'on  compare  ensuite  les  termes  constants  et  les  coefficients  des 
puissances  semblables  de  la  variable  z  dans  les  deux  membres  déve- 
loppés suivant  les  puissances  ascendantes  de  cette  variable,  on  trou- 
vera successivement 

(49)  t(a  +  3)  =  (±  +  ^+...+  ^)F(a  +  S)  +  s*n{a  +  z) 

oa,  ce  qui  revient  au  même, 

„    .        P(a)  r(a)    .  fc»>(a) 

1  1 . 2  1 . 2 . 3 . . .  m 

( 50)  {       =  s*  H ( a  +  z  )  -h  (  A  +  A,  z  -4-  A,s*  4- . . .  -H  A/,.,  *A-«  ) 

x  I"    F^(a)     +  Fc^>(«)         .  ^  F<">(«)     ._/! 

L  1.2. 3...  /1       1 .2.3. . .  /t(A  h-  i)  1.2.3...U         J 

et 

iK  ^     f,    ^       4    F(A,(«)         „,    x        4    F(/4)(«)        4       F<A+I>(a)  w/    v 

(5i)     f(g)  — A         v       ,     f(a)  =  A,     3     ;+A-Q     //2  ,     v»      «*(«)=•— 

1.2.3.../1  a,  3...  A  2.3...A(A-t- 1) 
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Or  des  équations  (5i)  on  déduira  évidemment,  pour  les  constantes  A, 
AM  ...  f  AA_,,  un  système  unique  de  valeurs,  savoir 

(52)  A~         W^T)        '      Al-  (A  +  i)F^(«) '      "" 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  les  valeurs  de  B,  B,,  ...,  BA_,; 
C,  C,,  ...,C/_,.  Il  est  bon  d'observer  que  la  première  des  formules  (52) 
donne,  pour  la  constante  A,  une  valeur  égale  à  celle  que  reçoit  la 

fraction         J*(  '  quand  on  prend  x  =  o.  Cette  même  valeur, 

dans  le  cas  où  Ton  suppose  h  =  i,  se  réduit  à  celle  que  détermine  la 
formule  (39). 

Pour  montrer  une  application  des  principes  ci-dessus  établis,  con- 
cevons que  Ton  veuille  décomposer  en  fractions  simples  la  fraction 
rationnelle 

(53)  *  /(*)  = 


(x  —  1)*  (x  +  1) 


Il  suffira,  d'après  le  théorème  I,  de  développer  cette  fraction  :  i°  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  a?  —  1;  20  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x-hi,  puis  de  faire  la  somme  des  termes  qui,  dans 
les  deux  développements,  deviendront  infinis  pour  1  =  1  ou  pour 
x  =  —  1.  Or  on  trouvera  :  i°  en  désignant  par  zs(x)  une  fonction  qui 
conservera  une  valeur  finie  pour  x  =  if 


1  1  11 


(x-i)*f(x)  = = -  =  -_7(,r-i)  +  (x -!)*©(*) 

V  '  J  X      '  X-+-I  2-h(j7  —  l)  2  4  . 

et,  par  suite, 

(54)  /(*)  =  -7 — — 1  —  7 — hw(j?); 

20  en  désignant  par  nt(x)  une  fonction  qui  conservera  une  valeur 
finie  pour  o?  =  —  1, 


• 
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et,  par  s^uite, 

(55)  /(•*)=  7  —l7-  +^)- 

4  X  -h  I 

Les  trois  fractions  simples 

ii  i      i  i      i 

2(JT  —  l)*  (\  X —  I  l\X-*r\ 

seront  donc  les  seuls  termes  qui,  dans  les  deux  développements  de 
l'expression  (53 )f  deviendront  infinis  pour  j  =  iou  pour  x  =  —  if 
et  l'on  aura,  en  vertu  du  théorème  I, 

i  ii  iiii 

(06) -v-,— — -    -  -  tz. r^  -  r  — -  -  +  7 


(x  —  ly-(x-hi)      2  (x  —  i)*     4  *  —  *      4  & •+■  ' 
On  trouverait  de  la  même  manière 

,„    v  1  11  11  A  x  II  II 


x*  —  1        2  x  —  1        u  x  -+-  1  x*  —  1        a  ^  —  1        2  *r  -+- 1 


Concevons  encore  qu'il  s'agisse  de  décomposer  en  fractions  simples 
la  fraction  rationnelle 


(58) 


x 


m 


j 


X"—  l 


m,  n  désignant  deux  nombres  entiers,  et  m  étant  </i.  En  d'autres 
termes,  supposons 

{{x)  —  Xm9  F(x)  =  xn—l. 

L'équation  (17)  se  réduira  simplement  à  l'équation  binôme 

(5g)  xn=z\y 

» 

dont  les  racines  inégales  entre  elles  seront  de  la  forme 

ikr.    .     1 .    2ÂT7: 

(60)  x  —  cos rt  y  —  1  sui  - — — > 

k  représentant  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à  -n.  D'ailleurs, 
en  prenant  pour  x  une  quelconque  de  ces  racines,  on  trouvera 

t  (x)       nxn~l        n  n\  n  ¥  n  J 
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Donc  les  formules  (35)  et  (\\)  donneront,  pour  des  valeurs  impaires 
de  /a, 

2(m-4-f)7T  / .      2(/W-r-f)7T 

— ^ h  v  —  i  sin  — — 


cos 


X  —  l 


(6a)  -£^-  =  1/ 


cos 


x  —  cos s/-  - 1  sin  — 

/i  /i 

2(/n-hi)r        / .    2(m-hi)ir 

y  —  i  sin 


71 

/i 

2TT 

r 

îr 

d? 



cos 

— — 

-*- 

v- 

1 

sin 

— 

7* 

n 

(n  —  i)  (m-4-  i)7T         / .     (/i  —  i)  (m  -h  i)tt 

cos h  y  —  i  sin 

n  n 

(n  —  l)7T  ; .      (/l  —  l)7T 

.r  —  cos y  —  i  sin 


(n  —  î)(/ti  -h  i)t:         / .     (/i  —  1)  (m -h  1)1: 

cos — y  —  1  sin — 


n 


n 


(71-1)7:        / .    (n  —  i)r 

j*  —  cos h  y  —  1  sin — 


n 


n 


puis  on  en  conclura,  en  réduisant  les  fractions  imaginaires  conju- 
guées au  même  dénominateur, 


(63) 


x 


m 


X*  —  I 


I 

n 


2(tti  -+-1)7:              277*7: 
X  cos  — * cos 


n 


(n — i)(m-hi)7T              (n  -    i)mr. 
x  cos cos 


n 


n 


n 


x  —  1 


,  27: 

X*  —  7.X  COS h  I 

n 


X1  —  2 X  COS r  t 

n 


On  trouvera,  au  contraire,  pour  des  valeurs  paires  de  w. 


tin 


<64>i»-:r  = 


ni  x—  1 


2(m-f-l)7T                  2/W7T 
X  cos COS 


(/i  — 9)(/m-i)7r  (71  —  i)mt 

X  COS COS 


n 


n 


n 


n 


m  27T 

.r* —  aorcos h  i 

n 


XJ—  2XCOS 


(n  —  2)7: 


(  —  iV"-  ' 
.r  -1-1 


n 


+  1 


On  trouverait  de  la  même  manière,  pour  des  valeurs  impaires  de  n% 


y*  m 

-%    mm,   .  14 


(m  H- 1)7:  77?  7T 

.rcos cos  — 


n 


n 


(  /i  —  2  H  m  -h  1  )  7T             (  7i  —  2  )  m  r 
.rcos cos ,      VJ_   . 


2  — 


J7*—  2*C  COS h  I 

72 


2 


(71  —  2)77 

JT- —  2  JT  COS h  I 

71 


X  -f-  I 
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(66) 


X 


m 


Xu-\-  1 


I 

n 


(  m  -+-  i  )  7:      m  7T            (  n  —  i  )  (  m  -+- 1  )  7r      (  n  —  i  )  tt" 
ar  COS COS X  cos — cos — 


n 


n 


X1 —  2  2*C0$ h  I 


-4-...H--  2 


/* 


n 


X1  —  2  X  COS h  I 


Enfin  si,  dans  les  formules  (63),  (64)»  (65),  (66),  on  pose  m=n  —  i, 
elles  donneront,  pour  des  valeurs  impaires  de  /i, 


«— i 


X""1 


i  I        i 


X  —  cos 


27T 


/l 


X  —  COS 


(  n  —  i  )  7r 


/l 


/il  .r  —  i 


,  27: 

JT  —  2  J?  COS h  I 

/l 


(/i  —  \)r. 

*      .T* —  2XCOS h  I 


n 


(68) 


X 


n  —  \ 


XH  -h  I 


X  —  cos 


7T 
/* 


/*l  r 

or-  —  2  X  COS  -    -h  I 
/t 


wC  —  cos 


(  n  —  2  )  7T 


/i 


■+■ 


,  •       (  n  —  2  )  7:  x  -+- 1 

JT  —  2  X  COS - h  I 


n 


et,  pour  des  valeurs  paires  de  n, 


1fi9) 


n-\ 


I   I  I 


X  —  COS 


27T 


'n 


x"  —  i         /*  1  x  —  i 


(  n  —  a  )  û 
jX  —  COS 


27T 
X1 —  2JTC0S hl 

n 


-h.i.-+-  2 


n 


(n  —  2)r 
.r*—  2  x  cos — h  i 

/2 


(;o) 


.r 


n-\ 


Xn->t-l 


I 


7T 

X  —  cos- 
/l 


j:  —  cos 


(w  —  i)r 


/i 


2 


.T2  —  2J7  cos  — t-  I 


,  (/»  —  l)7T 

jr  —  2  *r  cos h  i 


n 


x  4-  i 


>w 
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SEIZIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES   DES   FONCTIONS   DE  PLUSIEURS  VARIABLES.    DÉRIVÉES   PARTIELLKS 

ET   DIFFÉRENTIELLES   PARTIELLES. 


Soit 

u    -f(x9y9  z9  . . .) 

une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  x9  y,  z Dési- 

gnons  pari  un  accroissement  infiniment  petit,  attribué  à  Tune  quel- 
conque de  ces  variables,  et  par 

?(*,  y>*,  ..-)>      X(*>/>5t  •  ••)>      ^(x,   V,5,  ...),       . .. 

les  limites  vers  lesquelles  convergent  les  rapports 

i 

/(.,r.* y  +  it g, . . . )  —f(jr9 y,z, .. .) 

f(x9  y,  z  -+- 1,  . . .)  —f(x,  V,  5,  .  .  .) 


tandis  que  i  s'approche  indéfiniment  de  zéro;  ç(*r,  v,  z9 ...)  sera  la 
dérivée  que  l'on  déduit  de  la  fonction  u  =/(x9  y,  z9 . . .),  en  y  consi- 
dérant x  comme  seule  variable,  ou,  ce  qu'on  nomme  la  dérivée  par- 
tielle de  m  par  rapportai.  De  mèmey^x,  y,z9  ...)9ty(x9y9z9 . ..),  ... 

seront  les  dérivées  partielles  de  u  par  rapport  aux  variables  v,  z 

Concevons  maintenant  que  l'on  attribue  aux  variables  x9  v,  z9  . . . 
des  accroissements  simultanés  Aar,  Ay9  àz9  ...  et  soit  Au  l'accroisse- 
ment correspondant  de  la  fonction  u,  en  sorte  qu'on  ait 

(i)  Au-/(x-hlx9  y -h  ly,z  +  lz9  . . .)  —  f{x9  y9  z9  ...). 


SEIZIEME  LEÇON.  509 

Si  Ton  assigne  à  Ax,  Ay,  As,  ...  des  valeurs  finies,  la  valeur  de  Au, 
donnée  par  l'équation  (i),  deviendra  ce  qu'on  appelle  la  différence  finie 
de  la  fonction  u,  et  sera  ordinairement  une  quantité  finie.  Si,  au  con- 
traire, on  assigne  à  Ax,  Ay,  As,  ...  des  valeurs  infiniment  petites,  la 
valeur  de  Au  sera,  pour  l'ordinaire,  infiniment  petite.  Mais,  tandis 
que  les  accroissements      « 

Ax,    Ay,    As,     . . . ,    Au 

s'approcheront  indéfiniment  et  simultanément  de  la  limite  zéro,  leurs 
rapports  pourront  converger  vers  des  limites  finies  qui  seront  les  der- 
nières raisons  de  ces  mêmes  accroissements.  Cela  posé,  pour  obtenir 
des  quantités  ou  des  expressions  algébriques  qui  puissent  être  consi- 
dérées comme  différentielles  des  variables  x,  y,  s,  . . . ,  ou  de  la  fonc- 
tion u,  et  désignées  en  conséquence  par  les  notations  dx,  dy,  dz,  . . . , 
du,  il  suffira,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  première  Leçon,  page  289, 
de  choisir  ces  quantités  ou  ces  expressions,  de  manière  que  leurs 
rapports  soient  rigoureusement  égaux  aux  dernières  raisons  ci-dessus 
mentionnées.  D'ailleurs,  les  variables  xf  y,  z,  ...,  étant  supposées 
indépendantes,  leurs  accroissements  Ax,  Ay,  Az,  . . .  sont  entièrement 
arbitraires.  Il  en  sera  donc  de  même  des  différentielles  dx,  dy,  dz, .... 
Quant  à  la  différentielle  du,  on  la  déterminera  sans  peine  à  l'aide  des 
raisonnements  que  nous  allons  indiquer. 

Comme,  en  s'approchant  de  zéro,  les  accroissements 

Ax,    Ay,     Az,     . . . ,     Au 

deviendront  sensiblement  proportionnels  à 

dx,     dy,     dz,     ...,     du, 

si  l'on  désigne  par  a  la  valeur  infiniment  petite  de  l'un  des  rapports 

A.x       Ay       Az  Au 

dx       dy       dz  du 

si  l'on  pose,  par  exemple, 

/    n  Ax 

(3)  ^  =  a' 
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chacun  des  autres  rapports  différera  très  peu  de  a.  Donc  l'équation 

Au  Au 

-—  zn  a        ou         —  =a« 

du  a 

sera  sensiblement  exacte,  et  l'on  aura  en  toute  rigueur 

(3)  ^-^du  +  fr,   * 

a 

[3  devant  s'évanouir  avec  a.  Effectivement,  lorsque  la  proportion 

Ix  : dx  \\  Au\du    . 

se  trouve  à  très  peu  près  vérifiée,  il  suffit,  pour  la  rendre  rigoureuse, 
d'ajouter  à  son  dernier  terme  du  une  quantité  (3  peu  différente  de 
zéro;  et  alors  cette  proportion,  ou  plutôt  la  suivante 

lx  :  d x  :  :  Aa  :  du  -+-  (3, 

donne  évidemment 

du  -+-  3  ~  -r —  dx  -=  —  • 

r  àx  CL 

Si  maintenant  on  fait  converger  a  vers  la  limite  zéro,  on  tirera  de 
l'équation  (2) 

(4)  du^z\\vs\  — 

On  trouvera  de  la  même  manière 

Av  As 

(5)  dy  —  lim— >         ds  —  lim 


et,  comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (2), 


,       Aj? 

dx  —  — , 


on  trouvera  encore 


(6)  dx  —  lim— — 


Ajoutons  que,  si,  dans  la  formule  (4),  on  substitue  la  valeur  de  Au 
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donnée  par  la  formule  (i),  on  en  conclura 

(„)  du  —  ]im  f(*  +  A^r  -f-  Ayf  s  -4-  As,  . .  .)—/(*,  y,  z,  . . .) 

Il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  la  limite  vers  laquelle  converge  le 
second  membre  de  l'équation  (7),  quand,  après  avoir  posé 

Ax  =  ol  dx9 

m 

on  fait  converger  a  vers  la  limite  zéro.  On  y  parviendra  de  la  manière 
suivante. 

Si,  dans  la  fonction 

on  fait  croître  l'une  après  l'autre  les  variables  x9  y9  s,  ...  des  quan- 
tités Ax9Ay9  As, . ..,  on  déduira  de  l'équation  (16) de  la  page  3i3  une 
suite  d'équations  de  la  forme 

/(  x  -+-  Axry9  z9 )—f(x,y,Zf )  —  Axy{x  +  BxAx9y9z9 ), 

/(X-+-  Axfy  +  Ay,  s, )—f(x  +  Axty9z9 )  =  Ay%(x-  +  Ax,y  +  OtAyf  z9 ), 

/(  .r  h-  Ax9 y  -+-  A/,  a  -h  As, . . .  )  —  /( x  -h  Aa:, 7  -+-  Ay9  z, . . . )  —  As  ty( x  -f-  A*,  j  -h  Ay9  z  -+-  £,  As, . . .  ), 


ô|f  02,  63  désignant  des  nombres  inconnus,  mais  tous  compris  entre 
zéro  et  l'unité.  Or,  en  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  on 
en  tirera 

f(x  +  Ax,y-hAy,z  +  Az,  ...)—f(xfy9  z,  ...) 
=      Axy(x  ~\-0{  Ax9y9  zf  .. .) 
(8)  ^  -+-  Ay  x{x-h  Ax9y  +  QtAy9z9  ...) 

-h  As  ^(^  ■+"  A.r,  v  "+"  Ay9z  -+-  9i  Az9  . . .) 


puis,  en  divisant  par  a  les  deux  membres  de  la  formule  (8),  faisant 
converger  a  vers  la  limite  zéro,  et  ayant  égard  aux  équations  (5), 
(6),  (7),  on  trouvera 

(9)       du-=zy(x9y,z9  ...)dx  +  %(x9y9zf  . .  .)dy  +  ty{x,y9z9  . . .)  dz -+- 
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En  vertu  de  l'équation  (9),  la  différentielle  de  la  fonction  u  se  trouve 
complètement  déterminée  dès  que  l'on  fixe  les  valeurs  des  quan- 
tités dx9  dy9  dz Mais  ces  dernières  quantités,  qui  représentent 

les  différentielles  des  variables  indépendantes,  restent  entièrement 
arbitraires,  et  on  peut  les  supposer  égales  à  des  constantes  finies 

quelconques  h9  k9  l 

La  démonstration  précédente  de  la  formule  (9)  suppose  implicite- 
ment que  les  variables  x9  y9  z9  ...  et  la  fonction  u  sont  réelles,  ainsi 
que  leurs  accroissements  et  leurs  différeqtielles.  Mais  il  e$t  facile  de 
modifier  cette  démonstration  de  manière  à  la  rendre  applicable  au 
cas  même  où  la  fonction  u9  les  variables  x9  y9  s,  . ..,  les  accroisse- 
ments A#,  Aj,  As,  ...  et  les  différentielles  dx9  dy,  dz9  . . .  deviennent 
imaginaires.  En  effet,  lorsque  A#,  Ay9  As,  ...  sont  infiniment  petits, 
on  tire  de  la  formule  (5ï)  de  la  treizième  Leçon 

/(.r  +  Ai-j,?, )  —f(x9y9  s, )  —  A.r [<p ( x9  y9z9 )  4-  I  ], 

f(x  4-  Ax9  y  4-  Av,  z9  ..  : )—/(*  •+-  Ax9y9  5, )  =  Ay  [z{x  +  Ax9y,z9 . . . .)  -+-  J  ], 

/( x  4-  Ax9y  4-  Ay,  z  4-  As,  . . .)  —  f(x  4-  Ax9y  4-  A/,  s,  . . .)  =  As  [ty(x  4-  Ax,y-hAy9  z9  . . .)  -r  K], 

I,  J,  K,  ...  devant  s'évanouir  avec  Ax9  Ay9  As, On  a  donc,  par 

suite, 

/  /{x-r-  Ao?,j4-  Av,  5 -h  As,  . ..)—  f(x9y9s9  ...) 

—      [?(**•>/> -»  . ..)+  I]  Ax 
(10)  >  4-[z(*4-Ajr,yts,  ...)+J]A,y 

4-[<K*4-Axf  V4-  Aj%sf  ...)-+-K]A- 


Or  il  suffît  de  diviser  par  a  les  deux  membres  de  l'équation  (10)  et 
de  faire  ensuite  converger  a  vers  la  limite  zéro  pour  retrouver  la  for- 
mule  (9). 

En  appliquant  la  formule  (9)  à  des  cas  particuliers,  on  en  tirera 

d(  x  4-  y  4-  s  -r  .  . .  )  --  dx  4-  dy  4-  dz  4- . . . ,         d(x  —  y)~dx  —  dy9 
d(ax  4-  by  -+-  cz  4- . . . )  =r  adx  4-  bdy  -+-cdz  4- . . . , 
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3,    -    a   -                     i.           /    <fa"        .  dy         dz  \ 

d{xaybzc . . .)  —  xayb ze. . .  (  a h  b—  4-  c h. . .  ), 

,/x\        y  dx —  x  dv 

"(?)=      y'  ' 

d.xï  —  yxY—x  dx  •+-  X*  1  x  dy,         . . . , 

d(x  -h y  \J —  i)  =  dx  -+-  \f—  i  d[y, 
d.ex+yy/"1        ^ex+yJ^idx-irdy^—i), 

II  est  important  d'observer  que,  dans  la  valeur  de  <///  donnée  par 
l'équation  (9),  le  terme 

«  <t(x9jr9*t  ...)dx 

est  précisément  la  différentielle  qu'on  obtiendrait  pour  la  fonction 

en  considérant  dans  cette  fonction  a?  seule  comme  variable  etj,  z, . . . 
comme  constantes.  C'est  pour  cette  raison  que  le  terme  dont  il  s'agit 
se  nomme  la  différentielle  partielle  de  la  fonction  u  par  rapport  à  x.  De 

même 

%(*>y>*>    ")dy9    ty(*,y,z,  ...)dz,    ... 

sont  les  différentielles  partielles  de  u  par  rapport  à  y  par  rapport 

à  -, Si  l'on  indique  ces  différentielles  partielles  en  plaçant,  au 

bas  de  la  lettre  d,  les  variables  auxquelles  elles  se  rapportent,  comme 
on  le  voit  ici, 

dxii,     dyit,     d.ti,      ..., 


on  aura 


/  x      dxu 


(1,)  /X^^'---)--^> 


et  l'équation  (9)  pourra  être  présentée  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 

Œuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  65 
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formes 

(12)  du  z=zdxu  -h  cl y  u  ■+•  dzu  -f- .  .  . , 

(  1 3  )  <7//  zz:  —,—  dx  H — ,—  dy  H ,«  as  -f- . .  . . 

o\r  dy  dz 

Il  résulte  de  la  formule  (12)  que  les  différentielles  partielles  dxu, 
dyu,  dzu,  . . .  sont  les  diverses  parties  de  la  différentielle  totale  du,  que 
l'on  peut  aussi  nommer  simplement  la  différentielle  de  la  fonction  w. 

Pour  abréger,  on  supprime  ordinairement,  dans  les  formules  (n), 
les  lettres  que  nous  avons  placées  au  bas  de  la  caractéristique  d,  et 
Ton  représente  simplement  les  dérivées  partielles  de  u  prises  relati- 
vement a  x,  y,  5,  . . .  par  les  notations 

,  du       du       du 

(I:|)  SU*    7ty'    dz''    '"" 

Alors  -r-   nTest  pas  le  quotient  de  du  par  dx;  et  pour  exprimer  la 

différentielle  partielle  de  u,  prise  relativement  à  x,  il  faut  employer 
la  notation 

du 


dx 


dx, 


qui  n'est  point  susceptible  de  réduction,  à  moins  qu'on  ne  rétablisse 
la  lettre  x  au  bas  de  la  caractéristique  d.  Lorsqu'on  admet  ces  con- 
ventions, la  formule  (i3)  se  réduit  à 

/  -  %  ^        du  j     .   du  du 

(  1 D  )  du  .—  —-  dx  -\-  —  dy  -t-  —  dz  + .  . . . 

Mais,  comme  il  n'est  plus  permis  d'effacer  dans  cette  dernière  les  dif- 
férentielles dx,  dy,  dz,  ... ,  rien  ne  remplace  la  formule  (12). 

En  terminant  cette  Leçon,  nous  indiquerons  un  moyen  fort  simple 
de  ramener  le  calcul  des  différentielles  totales  à  celui  des  fonctions 
dérivées.  Si  l'on  prend 

A.r  —  a  dx, 

a.  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  la  différentielle  totale  du 
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sera  déterminée  par  la  formule  (7),  pourvu  que,  en  s'approchant 
de  zéro,  les  accroissements  àx,  A/,  As,  ...  deviennent  sensiblement 
ou  même  rigoureusement  proportionnels  aux  différentielles  dx,  dy% 
dz, Donc,  la  formule  (7)  subsistera  si  Ton  pose 

■ 

(  1  G)  A*r  —  a  dx,         Ay  —  a  dy9         As  z=  xdz,         . . . , 

en  sorte  qu'on  aura 

,      v         ,         ,.      /(.r  -f-  ar/.r,  y  -4-  xdv,  z  4-  xdz%  .  . .)  —  /(.r,  v,  s,  .  .  .) 

(17)  du  =  lim  — -^ — - — —L- - 

D'autre  part,  si,  dans  l'expression 

/(.r-h  <xdxt  y  -+-  a*//,  5  h-  «(/;,  . . .), 

on  considère  a  comme  seule  variable,  et  si  Ton  fait,  en  conséquence, 

(18)  f(x  -+-  <*dxfy  ■+-  <xdy,  z  -+-  otdz,  . .  .)  =  F(a), 

on  aura,  non  seulement 

(19)  «  =  F(o)f 


mais  encore 


et,  par  suite, 


A/*r-:F(a)  —  F(o) 


/      x  ^         i-      F(a)  — *(o)       „,,    . 

(20)  du  =  hm  — - — =  F'(o). 

a 

Ainsi,  pour  former  la  différentielle  totale  du,  il  sullira  de  calculer  la 
valeur  particulière  que  reçoit  la  fonction  dérivée  F'(a)  dans  le  cas  où 
l'on  prend  a  =  o. 
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(SAGE   DES    DÉRIVÉES   PARTIELLES   DANS  LA   DIFFÉRBNTIATION   DES   FONCTIONS  COMPOSÉES. 
DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS  IMPLICITES.  THEOREME  DBS  FONCTIONS  HOMOGÈNES. 


Soi! 

5  =  F  (a,  r,  tr,  . . .) 

une  fonction  quelconque  des  variables  w,  v9  w>  ...  que  nous  suppo- 
serons être  elles-mêmes  des  fonctions  des  variables  indépendantes  x, 
y,  z,  ...  ;  s  sera  une  fonction  composée  de  ces  dernières  variables;  et, 
si  Ton  désigne  par  Ax,  Aj,  As,  ...  des  accroissements  arbitraires 
simultanément  attribués  à  x9  y,  zf  ...,  les  accroissements  corres- 
pondants Ah,  Ae,  Atp,  . . . ,  As  des  fonctions  u,  r,  w,  . . . ,  5  seront  liés 
entre  eux  par  la  formule 

(i)  As  =  ¥(u  -+-  Af/,  p  -h  Ai»,  w-f-  A«%  . . .)  —  F  (m,  r,  wf  . . .). 

Soient  d'ailleurs 

4>(«,  r,  w%  . .  .),     X(t/f  c,  w,  . . .),     V(i#f  r,  «%  . . .),     ... 

les  dérivées  partielles  de  la  fonction  F(a,  y,  «\ . . .)  prises  successive- 
ment par  rapport  à  it,  r,  w, Comme  l'équation  (8)  de  la  Leçon 

précédente  a  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  des  variables  x,  v, 
z,  ...  et  de  leurs  accroissements  Ax,  Ay,  As,  . . . ,  on  en  conclura,  en 
remplaçant  x,  y,  z,  ...  par  //,  e,  w,  . . . ,  et  la  fonction  /  par  la  fonc- 
tion F, 

'  F(«  -h  Am,  t>-+-  Ap,  w  -+-  A^,  . . .)  —  F  (m,  v,  tv,  . . .) 
=      Au  <b(u  -+-  0,  Au,  r,  w,  . . .) 
<*)  <  -h  Ae  X(«h-  Au,  r-hBjAr,  w,  ...) 

4-  Aw  V(  u  -h  Ai/,  p  4-  Av,  w  -h  0,  Aiv,  . . .  ) 

4- 

Dans  cette  dernière  équation,  6,,  02,  0a,  ...  désignent  toujours  des 
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nombres  inconnus,  mais  inférieurs  à  l'unité.  Si  maintenant  on  pose 

(  3  )  Ax  =  a  dx,        Ay  =  a  dy,         As  =  a  dz,         . . . , 

a  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  on  aura,  en  vertu  de  la 
formule  (17)  de  la  Leçon  précédente, 

Aw  Ai*  Au'  A? 

(4)  du  —  lim  —  y       dv  —  Mm — >       *Av  =  lim — ,       ..-1       ds?  :\\m-  : 

a  a  a  a  ' 

puis,  en  divisant  par  a  les  deux  membres  de  l'équation  (2)  et  passant 
aux  limites,  on  trouvera 

(5)  ds  =  Q(u,  v,  iv,  . .  ,)du-+-X(u,  ç,  iv9  . . .)  di*  H-  *F(«,  r,  11%  . .  .)</«>-+- 

La  valeur  de  d!r  fournie  par  l'équation  (5)  est  semblable  à  la  valeur 
de  du  fournie  par  l'équation  (9)  de  la  Leçon  précédente.  La  princi- 
pale différence  consiste  en  ce  que  les  différentielles  dx,  dy,  dz, 
comprises  dans  la  valeur  de  du,  sont  des  constantes  arbitraires,  tandis 
que  les  différentielles  du,  dv,  dw,  . . .  sont  de  nouvelles  fonctions  des 
variables  indépendantes  x,  y,  z, ...  combinées  d'une  certaine  manière 

avec  les  constantes  arbitraires  dx,  dy,  dz, 

La  démonstration  qu'on  vient  de  donner  de  la  formule  (5)  suppose 
implicitement  que  les  fonctions  u,v,w,  . . . ,  s  sont  réelles,  ainsi  que 
leurs  accroissements  et  leurs  différentielles.  Si  ces  fonctions,  ces 
accroissements  et  ces  différentielles  devenaient  imaginaires,  il  sufli- 
rait,  pour  établir  la  formule  (5),  de  recourir  £1  l'équation  (10)  de  la 
Leçon  précédente.  En  effet,  comme  cette  dernière  équation  subsiste, 
quelles  que  soient  les  valeurs  finies,  réelles  ou  imaginaires,  attri- 
buées aux  variables  x,  y,  z,  . . . ,  et  les  valeurs  infiniment  petites 
attribuées  à  leurs  accroissements  Ax,  Ayf  As,  ...,  on  en  conclura, 
en  remplaçant  x,  y,  z,  ...  pai*w,  v,  w,  ...,  et  la  fonction  f  par  la 
fonction  F, 

F(m-h  A//,  u  -h  Ar,  w  H- Air,  . . .)  —  F(w,  r,  «»,  . . .) 
=      [$(",  c%  «%  ...)  4-I]Am 

(6)  {  +[X(«  ■+-  An,  vf  w,  ...)  -h  J]  Ai* 

-h  [*F(m  4-  Ah,  v  4-  Ai»,  w,  ...)  +  K]  Air 

-f- 
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Dans  la  formule  (6),  I,  J,  K,  ...  désignent  toujours  des  quantités 
qui  s'approchent  indéfiniment  de  zéro,  en  même  temps  que  &x,  Ay, 

As, Si  d'ailleurs  on  assigne  à  Aœ,  Aj,  As,  ...  les  valeurs  que 

déterminent  les  équations  (3),  il  suffira  évidemment  de  diviser  par  a 
les  deux  membres  de  la  formule  (6),  et  de  passer  aux  limites  pour 
retrouver  la  formule  (5). 
En  appliquant  la  formule  (5)  à  des  cas  particuliers,  on  en  tirera 

d(u  -f-  v)  =  du  -f-  dv9        d(u  —  v)=du —  dv9        d(au  -f-  bv)—adu-\-  bdv9 

d(  au  -+-  bv  -h  c\v  -h . . .)  =  a  du  -+■  b  dv  -+-  c  d\v  -h  .  .  . , 

d(uv)  =  u  dv  -h  v  du,        d(uvi\\ . .)  —  vw. .  .du -h  uw. .  .dv  -+-  uv. .  .dw-\-. . ., 

,/«\       du        u  dv       v  du  —  u  dv             .                    ,   ,              . 
d    -  )  =z —  = ,  d.uv—  vuv~l  du -h  uv\u  du,         

\v  J  v.  V*  V1 

Nous  avions  déjà  obtenu  ces  équations  (voir  la  seconde  Leçon),  en 
supposant  u9  v,  tv9 . ..  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante  a:; 
mais  on  voit  qu'elles  subsistent,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  u  fonction  de  la  seule 
variable  x9  v  fonction  de  la  seule  variable  v,  w  fonction  de  la  seule 
variable  z9  ...,  on  peut  arriver  directement  à  l'équation  (5),  en 
partant  de  la  formule  (9)  de  la  Leçon  précédente.  En  effet,  en  vertu 
de  cette  formule,  on  aura  généralement 

( 7 )  ds  —  dxs  -h  drs  -h  dzs  -t- . . .  . 

De  plus,  comme,  parmi  les  quantités  u,  v,  w9  ...,  la  première  est, 
par  hypothèse,  la  seule  qui  renferme  la  variable  x9  en  considérant* 
comme  une  fonction  de  fonction  de  (fette  variable,  et  ayant  égard  à  la 
formule  (10)  de  la  première  Leçon,  on  trouvera 

dxs  —  dx  F(w,  i',  w,  . . .)  :=:<&(*/,  v,  w,  . .  .)dxu  =:  G>(m,  v9w9  . .  .)du. 

On  trouvera  de  même 

dys  —  \(  w,  v9  u»,  . .  .)dv9        dzs  —  *F(«,  v9  w>,  . .  .)d\v9         
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Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  dxs,  dys,  dzs,  . . .  dans  la  formule  (7), 
elle  coïncidera  évidemment  avec  l'équation  (i5). 

Soit  maintenant  r  une  seconde  fonction  des  variables  indépen- 
dantes x,  y,  z, Si  Ton  a  identiquement,  c'est-à-dire  pour  des 

valeurs  quelconques  de  ces  variables, 

(8)  5  =  r, 

on  en  conclura 

(9)  •  ds  •=  dr. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  r  se  réduit,  soit  à  zéro,  soit  h 
une  constante  c,  on  trouve 

dr  —  o  ; 

et  par  suite  l'équation 

(lO)  S  =  0  OU  Sz=zC 

entraîne  la  suivante  : 

(11)  ds  =  o. 

Les  équations  (9)  et  (11)  sont  du  nombre  de  celles  que  Ton  nomme 
équations  différentielles.  La  seconde  peut  être  présentée  sous  la  forme 

(12)  <!>(#,  *',  **'.  •  •  .)du  -+-  X (*/,r,  w%  . . .)  dv  ■+-  W(u9  r,  w>,  . .  .)dw  -h. .  .=  o, 

0 

et  subsiste  dans  le  cas  même  où  quelques-unes  des  quantités  w,  i\ 
tt>,  . . .  se  réduiraient  à  quelques-unes  des  variables  indépendantes  a\ 
y9  z Ainsi,  par  exemple,  on  trouvera  :  en  supposant  F(a\  v)  =  o, 

0(x,  v)  dx  -+-  X(jt,  y )£/<•  =  o; 
en  supposant  F(#,  j,  w)  =  o, 

<fc(.r,y,  w)dx-\-  X(x,  y,  tv)  dv  -+-  W(x,  y,  w)  dw  -_-  o; 

etc. 

* 

Dans  ces  dernières  équations,  v  est  évidemment  une  fonction  impli- 
cite de  la  variable  x,  w  une  fonction  implicite  des  variables  x,  y  ; 

De  même,  si  l'on  admet  que  les  variables  x,  y,  z,  . . . ,  cessant  d'être 
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indépendantes,  soient  liées  entre  elles  par  une  équation  de  la  forme 

(i3)  /(*,/,  s,  ...)~o, 

« 

alors,  en  Faisant  usage  des  notations  adoptées  dans  la  Leçon  précé- 
dente, on  obtiendra  l'équation  différentielle 

(i4)     o(x,y,  z,  ...)<fo-t-x(.r,7,£,  . . .)  dy -hty(x,y,  z,  . .  .)dz  H-. .  .  =  o, 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  déterminer  la  différentielle  de  l'une 
des  variables  considérée  comme  fonction  implicite  de  toutes  les  autres. 
Ainsi,  par  exemple,  on  trouvera  :  en  supposant  x2  -f- v2  =  a2, 

x  dx  -f-  y  dy  =r  o,  dy  •=. dx  ; 

en  supposant  y2  —  x2  =  a2, 

y  dy  —  x  dx  —  o,  dy  —  —  dx; 

en  supposant  x2-\-y2  -+-  s2  =  a2, 

x  dx  -h  v  dy  -h  z  dz  —  o,         dz  =  —  —  cfcc  —  ~  dy. 

Comme  on  aura  d'ailleurs,  dans  le  premier  cas, 

y  —  âz  sja1  —  x*  9 

et,  dans  le  second, 

on  conclura  des  formules  précédentes 

(.5)  d(y/a*-x*)  =  --***-,  d(^^x^^-fdx 


y/a*  —  x1  sja}  -h  x1  ' 

re  qu'il  est  aisé  de  vérifier  directement. 

Lorsqu'on  désigne  par  u  la  fonction  f(x,y,z,  ...),  les  équa 
lions  (c3)  et  (i4)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

(  f  G  )  u  —  o, 

(17)  du  —  o. 


DIX-SEPTIEME  LEÇON.  521 

Si  les  variables  x,  y,  z,  . . . ,  au  lieu  d'être  assujetties  à  une  seule 
équation  de  la  forme  u  =  o,  étaient  liées  entre  elles  par  deux  équa- 
tions de  cette  espèce,  telles  que 

(18)  u  =  o,         v  =  o, 

alors  on  aurait  en  même  temps  les  deux  équations  différentielles 

(19)  rftt^O,         <ft»=o, 

à  l'aide  desquelles  on  pourrait  déterminer  les  différentielles  de  deux 
variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de  toutes  les  autres. 
En  général,  si  n  variables  x,  y,  z,  ...  sont  liées  entre  elles  par 
m  équations,  telles  que 

(  20  )  M  —  O,  V  =  O,  W  =z  O,  .  .  . , 

alors  on  aura  en  même  temps  les  m  équations  différentielles 

(21)  du  —  o,         dvz=o9         dw~oy         ..., 

à  l'aide  desquelles  on  pourra  déterminer  les  différentielles  de  m  va- 
riables considérées  comme  fonctions  implicites  de  toutes  les  autres. 

Les  principes  ci-dessus  établis  relativement  à  la  différentiation  des 
fonctions  composées  fournissent  encore  le  moyen  de  démontrer  une 
proposition  digne  de  remarque,  et  que  Ton  nomme  théorème  des  fonc- 
tions homogènes. 

On  dit  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  est  homogène  lorsque, 
en  faisant  croître  ou  décroître  toutes  les  variables  dans  un  rapport 
donné,  on  obtient  pour  résultat  la  valeur  primitive  de  la  fonction  mul- 
tipliée par  une  puissance  de  ce  rapport.  L'exposant  de  cette  puissance 
est  le  degré  de  la  fonction  homogène.  En  conséquence,  f(x%  r»  s, .  • .) 
sera  une  fonction  de  x,  y,  z,  ...  homogène  et  du  degré  a,  si,  /  dési- 
gnant une  nouvelle  variable,  on  a,  quel  que  soit  /, 

(22)  f(tx,ty9tz,  ,..)  —  t(lf{x9y,z,  . ..). 

OEuvretde  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  66 


522  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  DIFFERENTIEL. 

Cela  posé,  le  théorème  des  fonctions  homogènes  peut  s'énoncer  comme 
il  suit. 

Théorèmk.  —  Si  l'on  multiplie  les  dérivées  partielles  d'une  fonction 
homogène  du  degré  a  par  les  variables  auxquelles  elles  se  rapportent , 
la  somme  des  produits  ainsi  formés  sera  équivalente  au  produit  qu'on 
obtiendrait  en  multipliant  par  a  la  fonction  elle-même. 

Démonstration.  —  Soient 

u—f(x9y9z9 ...) 
la  fonction  donnée  et 

ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  x9  à  v,  à  z,  etc.  Si  Ton  différentie 
les  deux  membres  de  l'équation  (22),  en  y  considérant  /  comme  seule 
variable,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (5), 

o(tx9  ty9  tz9 . .  .)xdt  -+-  y^{tx9  ty9  tz%  . .  .)y  dt 

-+-ty(tx9ty9tz9...)zdt-h..  .~ata-lf(x,  v,  z9  . .  .)dt; 

puis,  en  divisant  par*//  et  posant/  —  1,  on  trouvera 

\  xo(x9r9z,  ...)A-yy^{x9y9z9  .  ..)  +  zty{x9y9  z9  ...)-+-... 
f       -  af(x9y,  z9  .  ..) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,  %  du  du  du 

Corollaire.  —  Pour  une  fonction  homogène  d'un  degré  nul,  on  aura 

du  du  du 

Exemples.  —  Si  Ton  pose 

u  .     -  (  Ajr'-h  Bj*-h  C3*-h  aDtvs  -4-  ïEzx  -h  aFx/), 


DIX-SEPTIÈME  LEÇON.  523 

l'équation  (24)  donnera 

{\jr-h  F  >  4-  Ez).v  4-  (F^  4-  By  4-  I)s)/  -4-  (Ex  4- \)y  4-  Cz)z 
~  Ajr*-h  B/54-  Cz1  4-  aD/s  4-  2E5JC  4-  2F1Z7. 


//  =  L  —  > 


Si  Ton  pose  au  contraire 

y 
l'équation  (20)  sera  réduite  à 


I  J7 

-•*• ;  J  —  °< 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES    DES   DIVERS   ORDRES   POUR   LES   FONCTIONS    DE   PLUSIEURS   TARIARLRS. 


Soit 

u=f{x,y,z,  ...) 

une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  x9  y9  z9  —  Si 
Ton  différence  cette  fonction  plusieurs  fols  de  suite,  soit  par  rapport 
à  toutes  les  variables,  soit  par  rapport  à  Tune  d'elles  seulement,  on 
obtiendra  plusieurs  fonctions  nouvelles  dont  chacune  sera  la  dérivée 
totale  ou  partielle  de  la  précédente.  On  pourrait  même  concevoir  que  < 
les  différentiations  successives  se  rapportent  tantôt  à  une  variable, 
tantôt  à  une  autre.  Dans  tous  les  cas,  le  résultat  d'une,  de  deux,  de 
trois,  . . .  différentiations,  successivement  effectuées,  est  ce  que  l'on 
appelle  une  différentielle  totale  ou  partielle  du  premier,  du  deuxième, 
du  troisième,  . . .  ordre.  Ainsi,  par  exemple,  en  différentiant  plusieurs 
fois  de  suite  par  rapport  à  toutes  les  variables,  on  formera  les  diffé- 
rentielles totales  du9  ddu9  dddu9  ...  que  l'on  désigne,  pour  abréger, 
par  les  notations  du9  d2u9  d*u9  ....  Au  contraire,  en  différentiant 
plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  la  variable  x9  on  formera  les  dif- 
férentielles partielles  dxu9  dxdxu9  dxdxdxu9  ...  que  l'on  désigne  par 

les  notations  dxu9  dxu9  dxu9  En  général,  si  n  est  un  nombre 

entier  quelconque,  la  différentielle  totale  de  l'ordre  n  sera  repré- 
sentée par  dnu9  et  la  différentielle  du  même  ordre  relative  à  une 

seule  des  variables  x9  y9  z9  ...  par  d"u9  d"u9  d'lu9 Si  l'on  diffé- 

rentiait  deux  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  deux  ou  à  plu- 
sieurs variables,  on  obtiendrait  les  différentielles  partielles  du  second 
ordre,  ou  des  ordres  supérieurs,  désignées  par  les  notations  dxdyu9 
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dydxu,  dxdzii,  . . . ,  dxdydzu, Or  il  est  facile  de  voir  que  les  diffé- 
rentielles de  cette  espèce  conservent  les  mêmes  valeurs  quand  on 
intervertit  l'ordre  suivant  lequel  les  différentiations  relatives  aux 
diverses  variables  doivent  être  effectuées.  On  aura,  par  exemple, 

(  i  )  dxdyu  =  dydxit. 

C'est  effectivement  ce  que  l'on  peut  démontrer  comme  il  suit. 

Concevons  que  l'on  indique  par  la  lettre  x9  placée  au  bas  de  la 
caractéristique  A,  l'accroissement  que  reçoit  une  fonction  de  x,  y, 
z,  . ..  lorsqu'on  fait  croître  x  seule  d'une  quantité  infiniment  petite 
adx.  On  trouvera 

(2)     lxu=f(x  +  adx,y,z9  . . .)  —  f(x,  y,  5,  . . .),         dxit  =  \'im-^> 

oc 

(  3  )  kxdyll=zdy(U    -h    &XU)    dylt    Z=    dybXU 

et,  par  suite, 

bxdyii  _  dy A x II  _    ,   A, u 

a  a  J    a 

puis,  en  faisant  converger  a  vers  zéro,  et  ayant  égard  à  la  seconde  des 
formules  (q),  on  obtiendra  l'équation  (1).  On  établirait  de  la  même 
manière  les  équations  identiques  dxdtw—  dzdxu9  dydzu  =  dzdyii> 

Exemple.  —  Si  l'on  pose  u  =  arc  tang  ->  on  trouvera 

dxii  =  —-ï -dxt     dYu=z— -dv,     dYdxii  =  dxdyu  =  - — r ——.dxdy. 

L'équation  (1)  étant  une  fois  démontrée,  il  en  résulte  que,  dans  une 
expression  de  la  forme  dxdydz...u9  il  est  toujours  permis  d'échanger 
entre  elles  les  variables  auxquelles  se  rapportent  deux  différentiations 
consécutives.  Or  il  est  clair  que,  à  l'aide  d'un  ou  de  plusieurs  échanges 
de  cette  espèce,  on  pourra  intervertir  de  toutes  les  manières  possibles 
l'ordre  des  différentiations.  Ainsi,  par  exemple,  pour  déduire  la  dif- 
férentielle dzdydxu  de  la  différentielle  dxdydzii,  il  suffira  d'amener 
d'abord  par  deux  échanges  consécutifs  la  lettre  a?  à  la  place  de  la 
lettre  z9  puis  d'échanger  les  lettres  y  et  z,  afin  de  ramener  la  lettre  y 
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à  la  seconde  place.  On  peut  donc  affirmer  qu'une  différentielle  de  la 
forme  dxdydz..  .u  a  une  valeur  indépendante  de  Tordre  suivant  lequel 
sont  effectuées  les  différentiations  relatives  aux  diverses  variables. 
Cette  proposition  subsiste  dans  le  cas  même  où  plusieurs  différentia- 
tions se  rapportent  à  Tune  des  variables,  comme  il  arrive  pour  les  dif- 
férentielles rfx^rfx«»  dxdydxdxu9 Lorsque  cette  circonstance  se 

présente,  et  que  deux  ou  plusieurs  différentiations  consécutives  sont 
relatives  à  la  variable  x9  on  écrit,  pour  abréger,  dx  au  lieu  de  dxdx% 
dx  au  lieu  de  dxdxdX9 Cela  posé,  on  aura 

dx dy u  =  dxdydxu9         dxdydz u  =  dx dy dxdz dxii  =zdydxdztt  =:. . . , 
dxd\  u  —  d*dxu%  dxd\d\  a  —  dxd\d\  a  =  d\dxdl  u=... 

et  généralement,  /,  m,  n,  ...  étant  des  nombres  entiers  quelconques, 

(4)  dxdyd'ï...u  —  dxdzfdy1.. .  m  =  dydxdnz.. .  u  ~ . . .. 

Comme,  en  différentiant  une  fonction  des  variables  indépendantes  x9 
y9z9  ...  par  rapport  à  l'une  d'elles,  on  obtient  pour  résultat  une  nou- 
velle fonction  de  ces  variables  multipliée  par  la  constante  finie  dx, 
ou  dy,  ou  dz9 . . . ,  et  que,  dans  la  différentiation  d'un  produit,  les  fac- 
teurs constants  passent  toujours  en  dehors  de  la  caractéristique  d; 
il  est  clair  que,  si  l'on  effectue  l'une  après  l'autre,  sur  la  fonc- 
tion u=/(x9y9z9 ...),  /  différentiations  relatives  à  x,  m  différen- 
tiations relatives  à  y,  n  différentiations  relatives  à  z,  etc.,  la  différen- 
tielle qui  résultera  de  ces  diverses  opérations,  savoir  dxd™dnz...u9 
sera  le  produit  d'une  nouvelle  fonction  de  x,  y,  z,  ...  par  les  fac- 
teurs dx9  dy,  dzf  . . .  élevés,  le  premier  à  la  puissance  /iemc,  le  second 
à  la  puissance  Awieu,p,  le  troisième  a  la  puissance  n,eme,  etc.  La  nouvelle 
fonction  dont  il  s'agit  ici  est  ce  qu'on  nomme  une  dérivée  partielle  de  u9 
de  Y  ordre  l  -+-  m  -h  n  -h  . . . .  Si  on  la  désigne  par  u(x9y9  z, . . .),  on  aura 

(  5  )  d^d^d? . . .  u  =  bj(x,  j,  z,  . . .  )  dx  d™  dzn . . . 

et,  par  suite, 

6)  w(x,y9z,  ...)=      *   >     ~ 


dxldy"ldz". . 
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Il  est  facile  d'exprimer  les  différentielles  totales  d2u,  (Pu,  ...  à  l'aide 
des  différences  partielles  de  la  fonction  u  bu  de  ses  dérivées  partielles. 
En  effet,  on  tire  de  la  formule  (12)  (seizième  Leçon) 

d*  u  —  ddu  —  dxdu  4-  dydu  4-  d.du  4- . . . 

■=:      dx(dxti  4-  dyU  4-  dzii  -i- . . . ) 
4-  dy(dxii  4-  dyu  4-  dtu  4- .  .  . ) 

et,  par  suite, 

(7)  d1  u  zr  d*  u  4-  d\.u  H-  d\  u  -h. ..H-  2  dxdyu  4-  2  dxd.u  4-. ..4-  2  dydzu  4-.  .  . 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(8)  f 

j  dxdyu   .      ,  dxd-u   .      .  dyd.u 

f  4-  2  - — ^-- dxdy  4-2  -,—- V- dxdz  -h. .  .-h  2,  ->     ,    dydz  -h. . .. 

dxdy  J  dxdz  dy  dz    J 

On  obtiendrait  avec  la  même  facilité  les  valeurs  de  rf'w,  rf1//, 

Exemples  : 

d*  (  .rj'5  )  —  i(x  dy  dz  -h  y  dz  dx  -+-  z  dx  dy),         dl(  xyz  )  —  6  dx  dy  dz, 

di(xt-hyi-^-Zi-h...)  -—  l{dx*  -\-  dy*  +-  dz*  +  .  .  .), 
d3  (  -P S  "4"  7  '  +  - 3  '  "H .  .  •  )  —  6  (  dx*  4-  <r 3  H-  rf* a  -H  •  •  •  ) , 


Pour  abréger,  on  supprime  ordinairement,  dans  les  équations  (G), 
(8),  etc.,  les  lettres  que  nous  avons  écrites  au  bas  de  la  caractéris- 
tique d,  et  Ton  remplace  le  second  membre  de  la  formule  (6)  par  la 
notation 


(9) 


dx1 dym~dzH... 


Alors  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  se  trouvent  représentées 
par 

d*u       d*u       d^u  jPu__         d'u  d'-tt 

dx1        dy*        dz1  dxdy       dxdz  dy  dz 


528  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

les  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  par 

d3u         d*u  cPu 

dx*       dx2  dy       dx  dy1 

et  la  valeur  de  d*u  se  réduit  à 


j*«  =  £^+a£«>',+  Sî 


dz1  -f- . . . 
]  dx*  ay*   "         az* 

(10) 


d'il     ,      .  d*u     ,     ,  cFu     .     , 

-+-  2  -= — j-  dx  dy  4-  a  —. — 7-  dx  dz  -+- ...  4-  a  -= — -=-  a  k  a-  -h . . . . 
dxdy         J  dxdz  dy  dz   J 

Mais  il  n'est  plus  permis  d'effacer,  dans  cette  valeur,  les  différen- 
ts H       Jt  u 

tielles  dx,  dy,  dz,  ...,  attendu  que  -i-p  TTlf'  """  ne  désignent  pas 

les  quotients  qu'on  obtiendrait  en  divisant  d'il  par  dx2  ou  par 
dxdy,  .... 

Si,  au  lieu  de  la  fonction  u  =f(x,  y,  z, . . .),  on  considérait  la  sui- 
vante 

(u)  s  =  F(u,  v,w,  ...), 

les  quantités  u,  v,  w, . . .  étant  elles-mêmes  des  fonctions  quelconques 
des  variables  indépendantes  x,  y,  z,  . . . ,  les  valeurs  de  d2s,  d*s,  . . . 
se  déduiraient  sans  peine  des  principes  établis  dans  la  dix-septième 
Leçon.  Effectivement,  en  différentiant  plusieurs  fois  la  formule  (n), 
on  trouverait 


i 


du  dv 

d¥(  «,  i\iv,  . ..)  ,      é 
H .— dw  -h . . . , 

a«  ac  du 
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Exemples  : 

d" (u  ■+-  v)  —  dn u  -h  dn  vy         dn  ( u  —  v)  —  dn u  —  dn  v, 
dn  (au  -h  bv  -h  cw  4- . . .  )  =  a  dn  u  h-  b  d"  v  ■+-  c  rf* ii>  ■+- 

Parmi  les  équations  que  l'on  peut  déduire  des  formules  (12),  on 
doit  distinguer  celles  qui  déterminent  les  différentielles  d'une  fonc- 
tion s  de  plusieurs  variables  u,  c>,  i*>,  ...  dont  chacune  est  à  son  tour 
une  fonction  linéaire  d'autres  variables  supposées  indépendantes. 
Soient,  en  effet,  a,  b,  c,  ...,  k  des  quantités  constantes,  et 

(i3)  «£fli;  +  6^  +  c:+...+  ^ 

une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes  x,  y,  z, La  dif- 
férentielle 

(  1 4  )  du  =  a  dx  -+-  b  dv  -f-  c  dz  -h  . . . 

sera  elle-même  une  quantité  constante,  et  par  suite  les  différen- 
tielles d*u,  rf3w,  ...  se  réduiront  toutes  à  zéro.  On  conclut  immédia- 
tement de  cette  remarque  que  les   différentielles   successives  des 

fonctions 

F  (u),     F(//,  r),     F(m,  r,  <r,  ...) 

conservent  la  même  forme  dans  le  cas  où  w,  *»,  «>,  ...  sont  considé- 
rées comme  variables  indépendantes,  et  dans  le  cas  où  uf  c>,  «\  ... 

sont  des  fonctions  linéaires  des  variables  indépendantes  x,  y,  z9 

Ainsi  on  trouvera  dans  les  deux  cas,  pour  s  =  F(//)f 

lds  =  V'(u)dti,        d*s=z¥'{tt)du*t        d*s=z¥\u)dtt\ 

(  '  5  )     \ 

(  dns  —  Fn)(u)dun; 

■ 

pour  s  =  F(u,v), 

d*i  s  —  J_! —  dun  -f- 7 — —r-r-  duni  dv  4- .  . . 

du"  1     du"-ldv 

(16)       , 

n  d»F(u,v)   .     ,  „    .       dnF(u,v)   . 

\  1     dud\>"~1  dv'1  ' 

OKuvreS  de  C.  —  S.  II,   l.  IV.  67 
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m 

pour*  =  F(e/)F(t>), 

l  d*s  =  F<n'{u)¥(v)du"+  "-Fi"-"  (u)  F'(v)  du'*'1  dv  -h .. . 

(»7)  ; 

f  4-  -F'(«)F(""l,(t,)^*ll"l^-F(ll)F(.",(^)^,": 

etc. 

Ces  diverses  équations  subsistent,  lors  même  que,  u,  i\  w,  . . .  étant 
fonctions  linéaires  de  x%  y,  zf  .  .  .  ,  les  constantes  a,  b,  c%  . .  . ,  X\ 
comprises  dans  //,  y,  w, . . .  deviennent  imaginaires.  On  a,  par  exemple, 

pour  s  =  F(œ-hyyJ—  i), 

j  rf5    =     F'(*  4-7^^)  (<**  -*-  Ve-""»  «fr). 
(18) 

(  rf" 5  =  F'») ( x  -+-  y  ^~i)  (rfx  -t-  v/=ri  dy)"x 

» 

pour  ^  —  F(j?  —  y  y'  — - 1), 

tds    =     F'(x-y)f~i)(dx->J-~idy), 

09)  j  ' 

(  rf«*  =  F"1' {x  —  y  \f—i)  (dx  —  \l- ~\  dv)n; 

pour  s  =  F(x-hy\f—  i)Y(œ  —y^—  i)f 

/  rf«*  -  f(n)(jt.+yy/~i)  F(x—y  \/-~\)(dx  +y[ZT[dyy 

-r  "  F^-')(x  4-^ ^ITÏ)  F'(j?  -  fc>V~î)(<to  4-  V^-  î  rfv)""'^  -  V/Z-  «  rfv) 

C*o)  <  ■+-•-. 

4-  -  F'O  4-^-1)  F<*-!,(.r  -  y  y/-^7)(e£r  -f-  y/-  T  dy){dx  -  v/11""  rf/ )""' 

4-  F(.r  4- y  V1-^)  ^Kn) (x~y ij~i)(dx  —  y/— 7 dy)m. 

On  obtiendrait  encore  avec  la  plus  grande  facilité  les  difleren- 
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tielles  des  fonctions  implicites  de  plusieurs  variables  indépendantes. 
Il  suffirait  de  différentier  une  ou  plusieurs  fois  les  équations  qui 
détermineraient  ces  mêmes  fonctions,  en  considérant  comme  con- 
stantes les  différentielles  des  variables  indépendantes,  et  les  autres 
différentielles  comme  de  nouvelles  fonctions  de  ces  variables. 
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DIX-NEUVIÈME  LEÇON. 


MÉTHODES  PROPRES  A  SIMPLIFIER  LA  RECHERCHE  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES  POUR 
LES  FONCTIONS  DR  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES.  VALEURS  SYMBOLIQUES 
DE   CES    DIFFÉRENTIELLES. 


Soit  toujours 

u—f(x,y9z,  ...) 

une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  x,  y,  s,  ...;  et 
désignons  par 

ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  relatives  à  x,  h  y,  à  z% 

Si  Ton  fiait,  comme  dans  la  seizième  Leçon, 

(i)  F(a)  =f(x  +  adx,y  +  xdy,z  +  <xdz,  ...), 

puis,  que  l'on  différence  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  par  rap- 
port k  la  variable  a,  on  trouvera 

F'( a )  —  o ( x  -f-  a dx, y  -f-  a fl(y,  :  +  arf;,  . . . )  dx 
-±-X(x-T-<xdx,y-\-xdy,z->rxdz,  ...)dy 
-h  ty(x  -\-  a. dx,  y  -+-  a dy,  5  4-  a  <ate,  . . . )  dz 


Si,  dans  cettç  formule,  on  pose  a  =  o,  on  obtiendra  la  suivante 

(  F'(o)  —  9(.r,  v,5,  ...)^4-x(x,  v,5,  ...)<T 


(3) 


(  -+-  ']>(#, y 9  zf  . .  ,)dz  h-,  .  .  =  */*/, 


laquelle  s'accorde  avec  l'équation  (20)  de  la  seizième  Leçon.  De  plus, 
il  résulte  évidemment  de  la  comparaison  des  équations  (1)  et  (2)  que, 


DIX-NEUVIÈME  LEÇON.  533 

en  différentianti  par  rapport  à  a,  une  fonction  des  quantités  variables 

(4)  x-\-<xdx9    y  -h  cndy9     z-hotdz,     . .., 

on  obtient  pour  dérivée  une  autre  fonction  de  ces  quantités  com- 
binées d'une  certaine  manière  avec  les  constantes  dx9  dy9  dz9  — 
De  nouvelles  différentiations,  relatives  à  la  variable  a,  devant  pro- 
duire de  nouvelles  fonctions  du  même  genre,  nous  sommes  en  droit 
de  conclure  que  les  expressions  (4)  seront  les  seules  quantités 
variables  renfermées,  non  seulement  dans  F(a)  et  F'(a),  mais  aussi 
dans  F"(a),  F"(a),  . . . ,  et  généralement  dans  F(/,,(a),  n  désignant  un 
noVnbrc  entier  quelconque.  Par  suite,  les  différences 

F(a)-F(o),     F'(«)  —  F'(o),     F"(a)  -  F^o),     ...,     F<»>(«)  -  F<»>(o) 

seront  précisément  égales  aux  accroissements  que  reçoivent  les  fonc- 
tions de  x9y9  z9  ...  représentées  par 

F(o),    F'(o),    F'(o),     ...,    F<«>(o), 

lorsqu'on  attribue  aux  variables  indépendantes  les  accroissements 
infiniment  petits  adx9  ady,  <x.dz9  —  Cela  posé,  comme  on  a 

F(o)  =  «, 
on  trouvera  successivement,  en  faisant  converger  a  vers  la  limite 


zéro, 


™,   v         ..     F(a)  — F(o)  ..     Au  . 

F'(o)    —  lim-^ —  =lim —  —du, 


a 


F'(o)    =lim?M.rI^}  =  |ta**!       =  ddu      =  *.. 


a  se 


F'(o)  =limF"(«)-F'(o)  =  Um**a.     =d+H    =*„, 


a  a 


F<»>(o)  -  lim {-^l— \ïl  =  lim  —  — -  =  rfd*->  u  =  d*u. 

En  résumé,  on  aura 

{       w.-F(o),         rfii  =  F'(o),        rf*ii  =  Ff(o), 

\d*U  =  V"(o)f  ,  rf"ll  =  F<«>(0). 
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Ainsi,  pour  former  les  différentielles  totales  du,  dru,  . . . ,  d"u,  il  suf- 
fira de  calculer  les  valeurs  particulières  que  reçoivent  les  fonctions 
dérivées  F'(a),  F"(a),  . . . ,  Fw)(a),  dans  le  cas  où  la  variable  a  s'éva- 
nouit. 

Parmi  les  méthodes  propres  a  simplifier  la  recherche  des  différen- 
tielles totales,  on  doit  encore  distinguer  celles  qui  s'appuient  sur  la 
considération  des  valeurs  symboliques  de  ces  différentielles. 

En  Analyse,  on  appelle  expression  symbolique  ou  symbole  toute  com- 
binaison de  signes  algébriques  qui  ne  signifie  rien  par  elle-même,  ou 
à  laquelle  on  attribue  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle  doit  natu- 
rellement avoir.  On  nomme  de  même  équations  symboliques  toutes 
celles  qui,  prises  à  la  lettre,  et  interprétées  d'après  les  conventions 
généralement  établies,  sont  inexactes  ou  n'ont  pas  de  sens,  mais  des- 
quelles on  peut  déduire  des  résultats  exacts,  en  modifiant  ou  altérant, 
selon  des  règles  fixes,  ou  ces  équations  elles-mêmes,  ou  les  symboles 
qu'elles  renferment.  Dans  le  nombre  des  équations  symboliques  qu'il 
est  utile  de  connaître,  on  doit  comprendre  les  équations  imaginaires 
(voir  Y  Analyse  algébrique,  Chapitre  VII)  et  celles  que  nous  allons 
établir. 

Si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  ...  des  quantités  constantes,  et  par 
/,  m,  n,  . ..,  p,  q,  r,  ...  des  nombres  entiers,  la  différentielle  totale 
de  l'expression 

(  6  )  a  d'xd™  dnz  .  . .  u  -+-  b  dxd^drz  . . .  u  -f- . . . 

sera  donnée  par  la  formule 

,  d(adxd™dz'...u  +  bdxd'y'drz...u-h...) 

=      dx(adx  d'Ç  dnz  .  . .  u  -+-  b  dx  dry  d'z [. .  .  u  + . . .) 
-f-  dy{adx  d'Jldzl...u-+-  b  dpx  d*  drz  . .  .  a  -+-...  ) 

■ 

-f-  dz  (  a  dx  d™  d'ï . . .  u  -t-  b  dx  dy  drz  . . .  u  -+- . . .)  -h . . . 
=  a  d'/1  d'?  dnz...u  +  adlx  d™*1  dnz...u+-a  dxd?  d'!+l . . .  u  -+- .  . . 
-r-bd£+ldy1d:...u+.... 

De  cette  formule,  réunie  à  l'équation  (4)  de  la  dix-huitième  Leçon, 
on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 


<•:) 
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Théorème é  —  Pour  obtenir  la  différentielle  totale  de  l'expression  (6), 
il  suffit  de  multiplier  par  d  le  produit  des  deux  facteurs 

adxdnyl  d?...  +-bdxdqy  drz.  ..-h...     et     u, 
en  supposant 

d  —  dx-\-dy-\-  dz-\- . . . , 

et  opérant  comme  si  les  notations  d,  dx9  dy9  dz9  ...  représentaient  de  véri- 
tables quantités  distinctes  les  unes  des  autres,  de  développer  le  nouveau 
produit,  en  écrivant,  dans  les  différents  termes,  les  facteurs  a9b9  c9  . . . 
à  la  première  place,  et  la  lettre  u  à  la  dernière;  puis  de  concevoir  que ; 
dans  chaque  terme,  les  notations  dx%  dy,  dz9  ...  cessent  de  représenter 
des  quantités,  et  reprennent  leur  signification  primitive. 

Exemples.  —  En  déterminant,  à  l'aide  de  ce  théorème,  la  différen- 
tielle totale  de  l'expression 

( 8 )  dxii  H-  dyu-\-  dzu-\- . . . , 

on  obtiendra  précisément  la  valeur  de  ddu  ou  de  d2u  que  fournit 
l'équation  (7)  de  la  Leçon  précédente.  En  appliquant  de  nouveau  le 
théorème  à  cette  valeur  de  dxu9  on  obtiendra  celle  de  d*u9  et  ainsi 
de  suite. 

» 

Nota.  —  Lorsqu'on  ne  fait  qu'indiquer  les  multiplications  a  l'aide 
desquelles  on  peut,  d'après  le  théorème,  calculer  la  différentielle 
totale  de  l'expression  (fi),  on  obtient,  au  lieu  de  l'équation  (7),  la 
formule  symbolique 

\  d(adxd'yndzt...u  +  bdxdy'd:...u  +  ...) 
9         I       —  (  a  dx  d'yn  d?. . .  -+-  b  dx  d^  </:...  +  ...)(  <*r  -+-  dr  -h  d.  -h . . .  )  m  . 

Comme,  dans  la  formule  (9),  les  notations  dx9  dy9  dZ9  ...  sont  em- 
ployées pour  représenter  des  différentielles,  cette  formule,  prise  à 
la  lettre,  n'a  aucun  sens;  mais  elle  redevient  exacte  des  qu'on  a  déve- 
loppé son  second  membre  à  l'aide  des  règles  ordinaires  de  la  multi- 
plication algébrique,  et  en  opérant  comme  si  dx9  d}9  dz9  ...  étaient 
de  véritables  quantités. 


536  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

Lorsqu'à  l'expression  (6)  on  substitue  l'expression  (8),  et  que  l'on 
différentie  cette  dernière  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtient  par  les 
mêmes  procédés  les  valeurs  symboliques  des  différentielles  totales  d2u, 
rf3*/,  . ..,  savoir 

(djc+dy-+-ds-h. . .)  (dx-\-  dy-hd.-h. .  .)u, 

(dx-hdy-hdz-h. . .)  (dx-hdy-hd:-h.. .)  (dx-h  dy-h  tf5-h. . .)u, 


En  joignant  à  ces  valeurs  symboliques  celle  de  du,  puis  écrivant,  pour 
abréger, 

(^+^  +  rf:  +  ...)î    au  lieu  de    (dx-hdy-hdz-h. . .)  (dx-h  dy-hdz-h. ..), 
(dj.-hdy-i-d.-h...)*     au  lieu  de     (dx-\-  dy-h  dz  + . . .)  (dx-h  dy-h  dz-h . . .)  {dx-h  dy-h  dz-h. . .  U 

•     '''..t........     ..m,     ......................................................     %m...     ...,.,...    f 

on  formera  les  équations  symboliques 

(du    —(dx-hdy-hd--h. .  .)uf 
d*u  -:  id.~A-  (1 
(10) 


d1  u  -z  (dx-h  dy-h  dz~h . .  .)*«, 


d}  u  —  (  dx  -h  dy  4-  dz  -h . . .  )*  it. 


et  l'on  aura  généralement,  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque, 

(ii)  d*  u  zzzz  (dx-h  dy-h  dz-h . .  .)n  u. 

Soit  maintenant 

(12)  S  —  ¥(tl,  V,  w,  ...), 

//,  t>,  w\  ...  étant  des  fonctions  des  variables  indépendantes  x,  y, 
z, On  trouvera  encore 

(i3)  dns  —  (dx-+-dy-hdz-h. .  .)"*- 

Il  est  très  facile  de  développer  le  second  membre  de  cette  dernière 
équation,  dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  u  fonction  de  x 
seule,  t>  fonction  de  y  seule,  w  fonction  de  z  seule,  etc.  D'ailleurs, 
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pour  passer  de  ce  cas  particulier  au  cas  général,  il  suffira  évidem- 
ment de  remplacer 

dxit,  dxu,  d%u,  ...  par  du,  d*u,  d*u,  ..., 
dyVy  d^v,  ...,  ...  par  dv,  d*v,  ...,  ..., 
» »• » 

c'est-à-dire  d'effacer  les  lettres  x,  y,  z,  ...  placées  au  bas  de  la  carac- 
téristique d.  Donc  il  sera  facile,  dans  tous  les  cas,  de  tirer  de  la  for- 
mule (i3)  la  valeur  de  dns.  Prenons,  pour  fixer  les  idées,  s  =±  uv.  En 
opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  on  trouvera  successivement 

04)      dn(uv)  —  ud^v  -+-  -  dxud*~*v-h  7  ^  d% ud*~*v  -h. . .  4-  -  dyvdx'1  ti  -+-  vdxii, 

A  M    m   A  1 

(i5)      da(uv)=zudnv  H — dudn"xv   -\ '(/!«rf',-Jc4-..H dvd*-xu    -hvdnu. 

i  j  .  2  n 

La  dernière  formule  subsiste,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  w,  r 
et  x,  y,  et  dans  le  cas  même  où  i/,  c  se  réduisent  a  deux  fonctions 
de  x. 

Exemple  : 

j„leax\       aneaxY  n         n(n  —  i)        n(n  —  i)  (n  —  2)  ^  n(n  —  1). .  .3.2.  il   ,   „ 


Œuvre»  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  68 
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VINGTIÈME  LEÇON. 


MAXIMA   ET   MINIMA   DBS   FONCTIONS   DB  PLUSIEURS   VARIABLES. 


Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  x,  y, 
z9  ...  atteint  une  valeur  particulière,  mais  réelle,  qui  surpasse  toutes 
les  valeurs  réelles  voisines,  c'cst-a-dirc  toutes  celles  qu'on  obtien- 
drait en  faisant  varier  x,  y,  s,  ...  en  plus  on  en  moins  de  quantités 
très  petites,  cette  valeur  particulière  de  la  fonction  est  ce  qu'on 
appelle  un  maximum. 

Lorsqu'une  valeur  particulière  d'une  fonction  de  x,  y,  5,  ...  est 
réelle  et  inférieure  à  toutes  les  valeurs  réelles  voisines,  elle  prend 
le  nom  de  minimum. 

La  recherche  des  maxima  et  minima  des  fonctions  de  plusieurs 
variables  se  ramène  facilement  à  la  recherche  des  maxima  et  minima 
des  fonctions  d'une  seule  variable.  En  effet,  supposons  que 

u=f(x,yrz,  ...) 

devienne  un  maximum  pour  certaines  valeurs  particulières  des  va- 
riables x,  y,  s,  En  attribuant  a  ces  valeurs  particulières  des 

accroissements  infiniment  petits  \xr  A/,  As,  ...  choisis  de  manière 

que  l'expression 

/(x-*- Ar,/-+-  Ay,z-hbz,  ...) 

reste  réelle,  on  devra  trouver  constamment 

(0  f(x  +  Ax,'y  +  ly,z  +  &z,  ...)<f{x,y9z,  ...)• 

D'ailleurs,  pour  que  les  accroissements  àxf  by9  As,  ...  deviennent 
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infiniment  petits,  il  suffit  de  prendre 

ùkX  •=.  a  dx9        A/  =  a  dy9        As  =  a  dz9         . . . , 

m 

dx9  dy9  ds  pouvant  être  des  quantités  finies  quelconques,  et  a  dési- 
gnant une  quantité  positive  ou  négative,  mais  infiniment  petite.  Par 
conséquent,  dans  l'hypothèse  admise,  on  aura 

(2)  f(x  +  *dx9y  +  ady9z  +  adzt  ...)<f(x9y9z9  ...), 

quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  dxf  dy9  dz,  ...,  pourvu 
qu'on  les  choisisse  de  manière  à  rendre  réel  le  premier  membre  de 
la  formule  (2).  Or,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

(3)  f(x  4-  adx9y  h-  <xdy,z  -+-  adz9  . . .)  =  F(a), 

la  formule  (2)  se  trouvera  réduite  à  la  suivante  : 

(4)  F(«)<F(o). 

Celle-ci  devant  subsister,  quel  que  soit  le  signe  de  a,  il  en  résulte 
que,  si  a  seule  varie,  F(a),  considérée  comme  fonction  de  cette 
unique  variable,  deviendra  toujours  un  maximum  pour  a  =  o. 

On  reconnaîtra  de  même  que,  si/(x9y9  s9 . . .)  devient  un  minimum 
pour  certaines  valeurs  particulières  attribuées  kx9y9  s9  . . . ,  la  valeur 
de  F(a)  sera  toujours  un  minimum  pour  a  =  o. 

Réciproquement,  si  l'on  attribue  à  x9  y9  z9  ...  des  valeurs  telles 
que  F(a)  devienne  un  maximum  ou  un  minimum  pour  a  =  o,  quelles 
que  soient  dx9  dy9  ds9  ...,  ces  valeurs  produiront  évidemment  un 
maximum  ou  un  minimum  de  la  fonction  /(^9y9  s, . . .). 

Observons  maintenant  que,  si  les  deux  fonctions  F(a),  F'(a)  sont 
Tune  et  l'autre  continues  par  rapport  à  a,  dans  le  voisinage  de  la 
valeur  particulière  a  =  o,  cette  valeur  ne  pourra  fournir  un  maximum 
ou  un  minimum  de  la  première  fonction  qu'autant  qu'elle  fera  éva- 
nouir la  seconde  (voir  la  septième  Leçon),  c'est-à-dire  qu'autant  que 
l'on  aura 

(5)  F'(o)  =  o.   . 
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Comme  on  aura  d'ailleurs  [voir  la  formule  (20)  de  la  seizième  Leçon] 

(6)  F'(o)  =  rfii, 

l'équation  (5)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(7)  ûfr/  =  0. 

Enfin,  comme  les  fonctions  F(a)  et  F'(a)  sont  ce  que  deviennent  u 
et  du,  quand  on  y  remplace  x  par  x  -h  ftdx,  y  par  y  -h  ady,  z  par 
:  +  a  dz,  ...  9  il  est  clair  que,  si  ces  deux  fonctions  sont  discontinues 
par  rapport  à  a,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  a  =  o, 
les  deux  expressions  u  et  du,  considérées  comme  fonctions  des 
variables  x,  y,  z,  . . . ,  seront  discontinues  par  rapport  à  ces  variables 
dans  le  voisinage  des  valeurs  particulières  qui  leur  sont  attribuées. 
En  rapprochant  ces  remarques  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  nous 
devons  conclure  que  les  seules  valeurs  de  x,  y,  z,  . ..,  propres  à 
fournir  des  maxima  ou  des  minima  de  la  fonction  u,  sont  celles  qui 
rendent  les  fonctions  u  et  du  discontinues*  ou  bien  encore  celles  qui 
vérifient  l'équation  (7),  quelles  que  soient  les  constantes  finies  dx, 
dy,  dz,  ....  Ces  principes  étant  admis,  il  sera  facile  de  résoudre  la 
question  suivante  : 

Problême.  —  Trouver  les  maxima  et  les  minima  d'une  fonction  de 
plusieurs  variables. 

Solution.  —  Soit  u  =f(x,y,z, .. .)  la  fonction  proposée.  On  cher- 
chera d'abord  les  valeurs  de  x,  y,  z',  ...  qui  rendent  la  fonction  u 
ou  du  discontinue,  et  parmi  lesquelles  on  doit  compter  celles  que 
l'on  déduit  de  la  formule 

(8)  du=±ac. 

On  cherchera,  en  second  lieu,  les  valeurs  de  x,  y,  z,  ...  qui  vérifient 

l'équation  (7),  quelles  que  soient  les  constantes  finies  dx,  dy,  dz, 

Cette  équation,  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

du    ,         du    ,         du    . 

(9)  dx^^Ty^^di^^-^0' 
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entraine  évidemment  les  suivantes 

du  du  du 

(,0)  5Ï  =  0'       ^  =  0>       dï=ù>        •"' 

dont  on  obtient  la  première  en  posant  dx  =  i9  dy  =  o9  dz  ==  o,  ...  ; 
la  seconde  en  posant  dx  =  o9  dy  =  \9  dz  =  of  —  Remarquons, 
en  passant,  que,  le  nombre  des  équations  (10)  étant  égal  à  celui 
des  inconnues  x% y9  z9  ...,  on  n'en  déduira  ordinairement  pour  ces 
inconnues  qu'un  nombre  limité  de  valeurs. 

Concevons  k  présent  que  l'on  considère  en  particulier  un  des  sys- 
tèmes de  valeurs  que  les  précédentes  recherches  fournissent  pour  les 
variables  x9  y,  s, La  valeur  correspondante  de  la  fonction 

sera  un  maximum,  si,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  a 
et  pour  des  valeurs  quelconques  de  dx,  dy9  dz,  . . . ,  la  différence 

(ii)  /(a?  +  a^,;  +  «rf/,2  +  arf;,  •••)— /(^>7>  s,  . ..) 

est  constamment  négative.  Au  contraire, 

f(x9y9z9  ...) 

deviendra  un  minimum,  si  cette  différence  est  constamment  positive. 
Enfin,  si  cette  différence  passe  du  positif  au  négatif,  tandis  que  l'on 
change  ou  le  signe  de  a,  ou  les  valeurs  de  dx9  dy9  dz9  . . . ,  la  valeur 
trouvée  de 

J\x*y* s*  •  •  •  ) 

ne  sera  plus  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 

Nota.  —  La  nature  de  la  fonction  u  peut  être  telle  que,  à  une  infi- 
nité de  systèmes  différents  de  valeurs  attribuées  à  x9  y9  s,  ...  cor- 
respondent des  valeurs  de  u  égales  entre  elles,  mais  supérieures  ou 
inférieures  à  toutes  les  valeurs  voisines,  et  dont  chacune  soit  en  con- 
séquence une  sorte  de  maximum  ou  de  minimum.  Lorsque  cette  cir- 


542  LEÇONS1  SUR  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

constance  a  lieu  pour  des  systèmes  dans  le  voisinage  desquels  les 
fonctions  u  et  du  restent  continues,  ces  systèmes  vérifient  certaine- 
ment  les  équations  (10).  Ces  équations  peuvent  donc  quelquefois 
admettre  une  infinité  de  solutions.  C'est  ce  qui  arrive  toujours  quand 
elles  se  déduisent  en  partie  les  unes  des  autres. 

Il  est  facile  de  reconnaître  les  avantages  que  peut  offrir  la  considé- 
ration des  différentielles  totales  des  divers  ordres,  dans  la  recherche 
des  maxima  et  minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables.  En  effet, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  pour  que  certaines  valeurs  attribuées 
aux  variables  indépendantes  x,  y,  s,  . . .  produisent  un  maximum  ou 
minimum  de  la  fonction 

il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  valeur  correspondante  de 

F(a)  =/(#  4-  adx9y  -\-ady9  z  4-  «<afa,  . . .) 

devienne  toujours  un  maximum  ou  un  minimum,  en  vertu  de  la  sup- 
position a  =  o.  Or  F(a)  deviendra  effectivement  un  maximum  ou 
un  minimum  pour  a  =  o,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  différen- 
tielles dxf  dy,  ds,  ...,  si,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ces 
différentielles,  la  première  des  quantités  F'(o),  F"(o),  F"(o),  ...  qui 
ne  sera  pas  nulle  correspond  à  un  indice  pair,  et  conserve  toujours 
le  même  signe  (voir  la  septième  Leçon).  Ajoutons  que  F(o)  sera  un 
maximum,  si  la  quantité  dont  il  s'agit  est  toujours  négative,  et  un 
minimum,  si  elle  est  toujours  positive.  Lorsque  celle  des  quan- 
tités F(o),  F"(o),  F"(o)  qui  cesse  la  première  de  s'évanouir  cor- 
respond à  un  indice  impair,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de 
dx,  dy,  dz,  . . . ,  ou  seulement  pour  des  valeurs  particulières  de  ces 
mêmes  différentielles;  ou  bien  encore,  lorsque  cette  quantité  est 
tantôt  positive,  tantôt  négative;  alors  F(o)  ne  peut  plus  être  ni  un 
maximum,  ni  un  minimum.  Si  maintenant  on  a  égard  aux  équa- 
tions (5)  de  la  dix-neuvième  Leçon,  savoir 

F(o)  =  w,        F'(o)  =rfii,        P(o)=rfl«l 
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on  déduira  des  remarques  que  nous  venons  de  faire  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  I.  —  Soit  u  =f(x9y9  s, . . .)  une/onction  donnée  des  variables 
indépendantes  x9  y9  z9  ....  Pour  décider  si  un  système  de  valeurs  de  x9 
y,  z9  . . . ,  propre  à  vérifier  les  formules  (10),  produit  un  maximum  ou 
un  minimum  de  la  fonction  u9  on  calculera  les  rmleurs  de  d2u9  d*u9 
d*u,  ...  qui  correspondent  à  ce  système,  et  qui  seront  évidemment  des 
polynômes  dans  lesquels  il  n'y  aura  plus  d'arbitraire  que  les  différen- 
tielles dx9  dy9  ds9  ....  Soit 

/     v      j.         d"u  -i  »      d*u   .  M  n       dau        ,  _t   , 

(,3)    d"8  =  ^rfx+^^+-+TS^rf^^  +  -' 

le  premier  de  ces  polynômes  qui  ne  s'évanouira  pas,  n  désignant  un 
nombre  entier  qui  pourra  dépendre  des  valeurs  attribuées  aux  différen- 
tielles dx9  dy9  ds9  . . . .  Si,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ces  dif- 
férentielles, n  est  un  nombre  pair  et  dnu  une  quantité  positive,  la  valeur 
proposée  de  u  sera  un  minimum.  Elle  sera  un  maximum,  si,  n  étant 
toujours  pair,  dnu  reste  toujours  négative.  Enfin,  si  le  nombre  n  est 
quelquefois  impair,  ou  si  la  différentielle  dnu  est  tantôt  positive,  tantôt 
négative,  la  valeur  calculée  de  um  ne  sera  ni  un  maximum,  ni  un 
minimum. 

Nota.  —  Le  théorème  précédent  subsiste,  en  vertu  des  principes 
ci-dessus  établis,  toutes  les  fois  que  les  fonctions  F(a),  F'(a),  . .., 
F(/I)(a)  sont  continues  par  rapport  à  a,  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
particulière  a  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  toutes  les  fois  que  u, 
du9  d2u,  ...,  dnu  sont  continues,  par  rapport  aux  variables  x9  y9 
z9  ...,  dans  le  voisinage  des  valeurs  particulières  attribuées  a  ces 
mêmes  variables. 

Corollaire  I.  —  Concevons  que,  pour  appliquer  le  théorème,  on 
forme  d'abord  la  valeur  de  l'expression 

(,3)  *"  =  2£ï<fa*+-^rfJ',+-"+a2i4?<torf'>r_K-- 
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en  substituant  les  valeurs  de  x,  y,  s,  ...  tirées  des  formules  (10) 

dans  les  fonctions  dérivées  -j-r>  -r-r»  •••>    ,     ,  »  ••••  On  trouvera 

dxx     dy2  dx  dy 

zéro  pour  résultat,  si  toutes  ces  dérivées  s'évanouissent.  Dans  l'hypo- 
thèse contraire,  d2u  sera  une  fonction  homogène  des  quantités  arbi- 
traires dx,  dy,  dz,  ...;  et,  si  l'on  fait  alors  varier  ces  quantités,  il 
arrivera  de  trois  choses  l'une  :  ou  la  différentielle  d2u  conservera 
constamment  le  même  signe,  sans  jamais  s'évanouir,  ou  elle  s'éva- 
nouira pour  certaines  valeurs  de  dx,  dy,  dz,  ...,  et  reprendra  le 
même  signe  toutes  les  fois  qu'elle  cessera  d'être  nulle,  ou  elle  sera 
tantôt  positive  et  tantôt  négative.  La  valeur  proposée  de  u  sera  tou- 
jours un  maximum  ou  un  minimum  dans  le  premier  cas,  quelque- 
fois dans  le  second,  jamais  dans  le  troisième.  Ajoutons  que  l'on 
obtiendra,  dans  le  second  cas,  un  maximum  ou  un  minimum,  si, 
pour  chacun  des  systèmes  de  valeurs  de  dx,  dy,  dz,  . . .  propres  à 
vérifier  l'équation 

d*u=zo9 

la  première  des  différentielles  d*u,  d*u,  ...  qui  ne  s'évanouit  pas 
est  toujours  d'ordre  pair  et  affectée  du  même  signe  que  celles  des 
valeurs  de  d2u  qui  diffèrent  de  zéro. 

Corollaire  IL  —  Si  la  substitution  des  valeurs  attribuées  à  x,  y, 
z,  ...  réduisait  à  zéro  toutes  les  dérivées  du  second  ordre,  alors, 
d2u  étant  identiquement  nulle,  il  ne  pourrait  y  avoir  ni  maximum,  ni 
minimum,  à  moins  que  la  même  substitution  ne  fit  encore  évanouir 
d*u,  en  réduisant  à  zéro  toutes  les  dérivées  du  troisième  ordre. 

Corollaire  III.  —  Si  la  substitution  des  valeurs  attribuées  à  x,  y, 
z,  ...  faisait  évanouir  toutes  les  dérivées  du  second  ordre  et  du  troi- 
sième, on  aurait  identiquement 

d%u-=zot        d*u  =  o9 

et  il  faudrait  recourir  à  la  première  des  différentielles  dKu,  d*u,  ... 
qui  ne  serait  pas  identiquement  nulle.  Si  c%tte«  différentielle  était 
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d'ordre  impair,  il  n'y  aurait  ni  maximum,  ni  minimum.  Si  elle 
était  d'ordre  pair  ou  de  la  forme 

il  pourrait  arriver  de  trois  choses  l'une  :  ou  la  différentielle  dont  il 
s'agit  conserverait  constamment  le  même  signe,  pendant  que  l'on 
ferait  varier  dx%  dy,  dz,  ...  sans  jamais  s'évanouir;  ou  bien  elle 
s'évanouirait  pour  certaines  valeurs  de  dx,  dy%  dz,  ...,  et  repren- 
drait le  même  signe  toutes  les  fois  qu'elle  cesserait  d'être  nulle;  ou 
elle  serait  tantôt  positive,  tantôt  négative.  La  valeur  proposée  de  u 
serait  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  dans  le  premier  cas» 
quelquefois  dans  le  second,  jamais  dans  le  troisième.  De  plus,  afin 
de  décider,  dans  le  second  cas,  s'il  y  a  maximum  ou  minimum,  il 
faudrait,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  dxf  dy,  dzf  . . .  propres 
a  vérifier  l'équation 

dlm  tt  =  o, 

chercher  parmi  les  différentielles  d'un  ordre  supérieur  à  2/w,  celle 
qui  la  première  cesse  de  s'évanouir,  et  voir  si  cette  différentielle  est 
toujours  d'ordre  pair  et  affectée  du  même  signe  que  les  valeurs  de 
d2mu  qui  différent  de  zéro. 

II  est  essentiel  d'observer  que  la  valeur  de  d'2,nu,  donnée  par  la  for- 
mule (i4)>  étant  une  fonction  entière,  et  par  conséquent  continue, 
des  quantités  dx,  dy,  dz,  . . . ,  ne  saurait  passer  du  positif  au  négatif, 
tandis  que  ces  quantités  varient,  sans  devenir  nulles  dans  l'intervalle. 
Remarquons  en  outre  que,  si  la  quantité  u  était  une  fonction  impli- 
cite des  variables  x,  y,  z,  ...,  ou  si  quelquesrunes  de  ces  variables 
devenaient  fonctions  implicites  de  toutes  les  autres,  chacune  des 
quantités  du,  d2u,  d*u,  ...  se  trouverait  déterminée  par  le  moyen 
d'une  ou  de  plusieurs  équations  différentielles,  en  fonction  des  dif- 
férentielles des  variables  indépendantes. 

Exemples.  —  Pour  montrer  une  application  des  principes  ci-dessus 
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établis,  supposons 

(i5)  m:=  Ax*-h  280:/-+-  C/2-h2D*r  -+-  2Ey-h  F. 

La  fonction  u  et  ses  différentielles  du  premier  et  du  second  ordre, 
savoir 

(16)  du  =  2(\x  +  Ky  +  D)  dx  -h  2{Hx  +  Cy  +  E)  dy 

et 

(17)  d*u  —  *(/Ldx*+2Tidxdy  +  Cdy*)9 

resteront  continues  pour  des  valeurs  finies  quelconques  des  va- 
riables x,  y.  De  plus,  comme  d2u  sera  une  quantité  constante,  rf3*/, 
d*u,  ...  s'évanouiront.  Par  suite,  les  seules  valeurs  de  x  et  y  qui 
pourront  produire  un  maximum  ou  un  minimum  de  la  fonction  11 
seront  celles  que  déterminent  les  équations 

(18)  A^  +  B/  +  D=rof        B-r-hCy-hEr^o, 


savoir 

09) 

BE-CD 
x~  AC-B'' 

BI)  -  AE 

y  ~  AC  -  B* 

D'autre  part,  la  valeur  de  dau,  fournie  par  l'équation  (17),  pourra 
être  présentée  sous  la  forme 

(20)  dUi  —  2AÏ(dx^jdyy^(kC-Bi)(^dyy\ 

à  moins  que  la  constante  A  ne  s'évanouisse.  Cela  posé,  il  est  clair  que 
la  fonction  (i5)  admettra  un  maximum  ou  un  minimum,  si  la  condi- 
tion 

(21)  AC-Bs>o 

est  remplie,  savoir  un  minimum,  dans  le  cas  où  Ton  aura 

(22)  A>o,       AC  — B^o, 

et  un  maximum  dans  le  cas  où  l'on  aura 

(23)  A<o,        AC  —  B*>o. 
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En  effet,  les  équations  (19)  fourniront,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  des 
valeurs  finies  et  déterminées  de  x,  y;  et,  de  plus,  l'expression  (20) 
restera  positive  dans  le  premier  cas,  négative  dans  le  second,  quelles 
que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  différentielles  dx9  dy.  Ajou- 
tons que  la  condition  (21)  ne  peut  subsister  qu'autant  que  la  con- 
stante A  diffère  de  zéro. 

Concevons  maintenant  que  les  constantes  A,  B,  C  vérifient  la  con- 
dition 

(24)  AC-B*<o, 

qui  se  réduit,  quand  A  s'évanouit,  à 

(a5)  Bs>o. 

Les  équations  (19)  fourniront  encore  des  valeurs  finies  et  déterminées 
de  x9  y.  Mais  l'expression  (17)  ou  (20)  changera  de  signe,  tandis 
qu'on  changera  les  valeurs  des  différentielles  dx%  dy.  En  effet,  si 
l'on  a 

(26)  A::o,       B2>o, 
l'expression  (17),  réduite  au  produit 

(27)  2(iBdx  -h  lldy)dy9 

changera  de  signe  avec  dx,  lorsque  dy  différera  très  peu  de  zéro;  et, 
si  l'on  a 

(28)  A*>o,         AC-Bs<o, 

l'expression  (20)  acquerra  deux  valeurs  de  signes  contraires  quand 
on  prendra  successivement 

(  29  )  djr  -h  ~  dy  z=  o,  dy*  >  o 

et 

(3o)  (  dx-h  y  dy  \  >  o,        dy~o. 
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Il  suit  do  ces  remarques  que,  si  la  condition  (24)  est  satisfaite,  la 
fonction  (i5)  n'admettra  plus  ni  maximum,  ni  minimum. 

Concevons  enfin  que  les  constantes  A,  B,  C  vérifient  la  condition 

(3i)  ÀC-B*=o. 

Si  Ton  n'a  pas  en  même  temps 

(32)  BE  — CD  — o        et        AE  —  BD  _  o, 

Tune  des  équations  (19)  fournira  une  valeur  infinie  de  x  ou  de  y,  et 
la  fonction  (i5)  n'admettra  point  encore  de  maximum  ou  de  minimum. 
Si,  au  contraire,  les  conditions  (3i)  et  (32)  sont  satisfaites,  on  devra 
distinguer  le  cas  où  Ton  aura 

(33)  BJ>o 

et  celui  où  l'on  aura 

(34)  B«=o. 

Dans  le  premier  cas,  les  formules  (3i)  et  (33)  donneront 

(35)  AC>o,        A'C'X), 

par  conséquent 

(36)  A*>o        et        Cf>o; 

et  l'on  tirera  des  formules  (3i),  (32) 

B1  B 

(37)  C=ii,         E  =  |D, 

puis  de  l'équation  (r5) 


(38) 


uz=.  Af  Jf -+-  -ryj  -+-  2Ï)(x:-h  -/j  -f- F 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(39)  ^A^+jjr+^4-— A  — 
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Cela  posé,  toutes  les  valeurs  de  x  et  y  propres  à  vérifier  la  formule 

(4o)  ^^  Â^^Â"0 

produiront  évidemment  des  valeurs  de  la  fonction  u  égales  entre  elles, 

ainsi  qu'au  rapport 

AF-D* 

et  dont  chacune  pourra  être  considérée  comme  un  minimum  si  l'on  a 
A  >  o,  ou  comme  un  maximum  si  Ton  aA<o. 

Lorsque  la  condition  (34)  sera  vérifiée  en  même  temps  que  les  con- 
ditions (3i)  et  (32),  les  trois  produits 

AC,    AE,    Cl) 

s'évanouiront,  et  par  suite  on  aura  nécessairement  ou 

(40  A=.-o,       B=:o,       C  =  o, 

(fa)  u=:2\)x -hiEy -hF, 

ou 

(43)  A  =  o,        B  =  o,        D  =  o, 

(44)  u  =  Cyi+*Ey-i-F, 

ou  bien 

(45)  B  =  o,        C~o,        E  =  o, 

(46)  u  —  Ax*+2Ï)x-hF. 

Or  il  est  clair  que  la  fonction  w,  déterminée  par  l'équation  (42). 
n'admet  ni  maximum  ni  minimum,  tandis  que  les  fonctions  (44) 
et  (46)  admettent,  la  première  une  infinité  de  maxima  ou  de  minima 

égaux  à  — ^ —  et  correspondants  à  une  valeur  finie  de  y,  mais  à  des 

valeurs  quelconques  de  x,  la  seconde  une  infinité  de  maxima  ou  de 

minima  égaux  à  — - —  et  correspondants  à  une  valeur  finie  de  x, 

mais  à  des  valeurs  quelconques  de/. 
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Pour  montrer  une  seconde  application  des  formules  précédemment 
obtenues,  prenons 

(47)  u  —  (cy  —  bz  4-  /)*-+-  (az  —  ex  4-  m)1 -h  (bx  —  ay  4-  n)-, 

a,  b,  c9  /,  m,  n  désignant  des  constantes  dont  les  trois  premières  dif- 
fèrent de  zéro.  Les  équations  (10)  donneront  seulement 

cy —  bz  4-  /       az  —  ex  4-  m       bx  —  ay -h  n 

(48)  - = -. — : 

v  a  b  c 

D'ailleurs  à  chacun  des  systèmes  de  valeurs  de  x%  yf  z  qui  vérifieront 
les  équations  (4#)»  correspondront  des  valeurs  positives  de  d2u, 
égales  à  celles  que  détertnine  la  formule 

(4g)  d2u—  (cdy  —  bdz)*  +  (a dz  —  c dx)* -h  (b dx  —  ady)*. 

Donc  les  valeurs  correspondantes  de  w,  qui  seront  toutes  égales  entre 
elles  et  au  rapport 

(al  4-  bm  4-  en)* 


(5o) 


a1  -h  b%  4-  c 


.s 


pourront  être  considérées  comme  représentant  chacune  un  minimum 
de  la  fonction  proposée. 

Nous  terminerons  cette  Leçon  entétablissant  une  proposition  digne 
de  remarque  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  II.  —  Soit  f (s)  une  fonction  de  z  qui  se  présente  sous  forme 
réelle,  de  telle  sorte  que,  a\  y,  R,  T  désignant  des  quantités  réelles, 
i  équation 

( 5i )  f(x  4- v  \f~i)  -  R(cosT  4-  y/~\  sinT) 

entraîne  toujours  la  suivante  : 

(5a)  f(x  —  y\'—  1)  —  R(,cosT  —  y/—  i  sinT). 

Si  la  fonction  f(z)  et  ses  dérivées  des  divers  ordres  restent  finies  et  con- 
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tinues,  pour  des  valeurs  finies  quelconques  réelles  ou  imaginaires  de  5, 
si  d'ailleurs  ces  dérivées,  savoir 

(53)  f'(z),    /'(*).    /"(;)>     •••> 

ne  peuvent  s'évanouir  toutes  à  la  fois,  le  module  R  n'admettra  pas  de 
valeur  minimum  qui  ne  se  réduise  à  zéro. 

Démonstration.  —  Les  valeurs  minima  du  module  R,  s'il  en  existe, 
seront  évidemment  les  racines  carrées  du  produit 

(54)  *=V(*+y\/~)/(*--y)/zr0  =  W- 

Cela  posé,  concevons  que  le  module  R  admette  un  minimum  corres- 
pondant à  une  certaine  valeur  réelle  ou  imaginaire  de    ' 
/ 


(55)  „  s=x+y\/  —  i, 

et  soit,  pour  cette  même  valeur,  /(//)(s)  la  première  des  dérivées 
de  f(z)  qui  ne  s'évanouira  pas.  Comme  on  aura  nécessairement 

é 

(  /'(^-f/v/^^o.        r{x^ryyJ^\)=io9 
(56) 

et,  par  suite, 

(57)  )  ,  , , 

si,  dans  la  formule  (20)  de  la  dix-huitième  Leçon,  on  remplace  F 
par  /,  cette  formule  donnera,  pour  la  valeur  de  z  en  question, 

(58)  ds  —  o,         rf!i  =  o,         rf's  — o,         ...,         dn~ls  =  o, 

(  dns=fw(x+ysJ~\)f(x  —  y>J~i)(dx+-dysf^i)n 
(5g)       j  

f(x  -H  y  y/—  1)  /(w)( x  -  y  \/—  1)  (dx  —  dy  \J—  1)"; 


puis,  en  représentant  par  r,  p,  R„  les  modules  des  expressions  ima- 
ginaires 


X 


-+-y\fII~h      dx+-dy\J^-i,     rn)(x+y^i), 
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et  posant  en  conséquence 

|     x  -+-   y\l—  i  =/'(cos*-+-  \f—  i  sin*), 

(60)  j 

!  dx%-\-  dy\/ '—  1  —  p(cosTH- v^—  1  sinr), 

(61)  /<»'(*  +  .r  v71^)  =  R«(cosT„4-  ^=7  sinT„), 
on  tirera  de  l'équation  (5g) 

(62)  ^5  =  aRR„cos(Tfl-T-f-/iT). 

Or,  si  la  valeur  minimum  de  R  n'était  pas  nulle,  l'expression  (62) 
serait  évidemment  la  première  des  différentielles  ds,  d2s,  d*s9  . .  . 
qui  ne  s'évanouirait  pas,  et  cette  expression  devrait  rester  toujours 
négative,  quelles  que  fussent  les  valeurs  attribuées  aux  différen- 
tielles dx,  dy,  et  par  conséquent  à  l'angle  t.  Mais  il  arrive,  au  con- 
traire, que,  dans  le  cas  où  R  diffère  de  zéro,  ainsi  que  R„,  le  second 
membre  de  la  formule  (62)  change  de  signe,  tandis  que  l'on  rem- 
place t  par  ?  -h  -^ — — ,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
Donc  chaque  valeur  minimum  de  s  ou  de  R  ne  saurait  différer  de  zéro. 

Nota.  —  Lorsque  le  module  R  de  la  fonction 

(63)  f(z)  —  R(cosT  -+- \T^i  sinT) 

devient  infini  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  du  module  R  de  la 
variable  z,  on  peut  affirmer  que  R  admet  une  valeur  minimum  ou  des 
valeurs  minima  correspondantes  à  des  valeurs  finies  de  r,  et  il  résulte 
du  théorème  II  que  l'équation 

(64)  /(*)=o 

admet  une  ou  plusieurs  racines  réelles  ou  imaginaires.  On  se  trouve 
ainsi  ramené  au  théorème  I  de  la  quatorzième  Leçon. 
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DES  CONDITIONS  QUI  DOIVENT  ÊTRE  REMPLIES  POUR  QU'UNE  DIFFÉRENTIELLE  TOTAL* 
NE  CHANGE  PAS  DE  SIGNE,  TANDIS  QUE  LON  CHANGE  LES  VALEURS  ATTRIBUÉES 
AUX   DIFFÉRENTIELLES    DES   VARIABLES   INDÉPENDANTES. 


D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  la  Leçon  précédente,  si  l'on  désigne 
par  u  une  fonction  des  variables  indépendantes  x9  y9  z9  . . . ,  et  si  Ton 
fait  abstraction  des  valeurs  de  ces  variables  qui  rendent  discontinue 
l'une  des  fonctions  u9  du9  d2u9  ...,  la  fonction  u  ne  pourra  devenir 
un  maximum  ou  un  minimum  que  dans  le  cas  où  Tune  des  différen- 
tielles totales  d*u9  d*u9  d*u,  . . . ,  savoir  :  la  première  de  celles  qui  ne 
seront  pas  constamment  nulles  conservera  le  même  signe  pour  toutes 
les  valeurs  possibles  des  quantités  arbitraires  dx9  dy%  dz9  . . . ,  ou  du 
moins  pour  les  valeurs  de  ces  quantités  qui  ne  la  réduiront  pas  à  zéro. 
Ajoutons  que,  si  quelques  systèmes  de  valeurs  de  dx9  dy9  dz9  . . .  sont 
propres  à  faire  évanouir  la  différentielle  totale  dont  il  s'agit,  chacun 
de  ces  systèmes  devra  changer  une  autre  différentielle  totale  d'ordre 
pair  en  une  quantité  affectée  du  signe  que  conserve  la  première  diffé- 
rentielle, tant  qu'elle  ne  s'évanouit  pas.  D'ailleurs  les  différentielles 
d1u9  d*u9  d*u9  ...  se  réduisent,  pour  des  valeurs  données  de  x9  v, 
z9  ...,  à  des  fonctions  entières  et  homogènes  des  quantités  arbi- 
traires dx9  dy9  dz9  ....  De  plus,  si  l'on  appelle  r,  s9  /, . . .  les  rapports 
de  la  première,  de  la  seconde,  de  la  troisième,  ...  de  ces  quantités,  à 
la  dernière  d'entre  elles,  la  différentielle 

dtm  u  ,  „       dim  u  ,  .        dim  u  ,  m 

dlm  u  =  -—r-  dx-m  -H  -T-T-  dytm  -h  -r-r-  dz*m  -f* . . . 
dxim  %dyt,n   J  dzi,n 

2  m       d*mu        .  .      .    . 
i     dx1"1-1  dy  J 

OEuvrt*  <fe  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  70 
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sera  évidemment  affectée  du  même  signe  que  la  fonction  entière  de  r, 
.v,  /,  ...  à  laquelle  on  parvient  en  divisant  d2mu  par  la  puissance  im 
de  la  dernière  des  quantités  dx,  dy,  ds9  . ..,  c'est-à-dire  du  même 
signe  que  le  polynôme 

,    v      (Pm  u    ,         dlm  u  ,  ,       dtnt  ti   ,  2  m      dtm  tt       _      . 

v    ;     ^r*"1  <Yy"«  rfw1/M  i     J*'"-1  c/r 

Kn  substituant  un  polynôme  de  cette  espèce  à  chaque  différentielle 
d'ordre  pair,  on  reconnaîtra  que  la  recherche  des  maxima  et  minima 
exige  la  solution  des  questions  suivantes. 

Problème  I.  —  Trouver  les  conditions  qui  doivent  être  remplies,  pour 
qu'une  fonction  entière  des  quantités  r,  s,  t,  ...  ne  cltange  pas  de  signe, 
tandis  que  ces  quantités  varient. 

Solution.  —  Soit  F(r,s9t9  ...)  la  fonction  donnée,  et  supposons 
d'abord  les  quantités  r,  s9  /,  ...  réduites  à  une  seule  r.  Pour  que  la 
fonction  F(r)  ne  change  jamais  de  signe,  il  sera  nécessaire  et  il  suf- 
fira que  l'équation 

(3)  F(r)  =  o 

n'ait  pas  de  racines  réelles  simples,  ni  de  racines  réeHes  égales  en 
nombre  impair.  En  effet,  si,  r0  désignant  une  racine  réelle  de  l'équa- 
tion (3),  m  un  nombre  entier,  et  R  un  polynôme  non  divisible  par 
r  —  r0,  on  avait 

F(r)  =  (r  — r0)R         on         F(r)  ~  (r  -  r0 )«"»••-■  R, 

il  est  clair  que,  pour  deux  valeurs  de  r  très  peu  différentes  de  r0, 
mais  l'une  plus  grande  et  l'autre  plus  petite,  la  fonction  F(r)  obtien- 
drait  deux  valeurs  de  signes  contraires.  De  plus,  comme  une  fonction 
continue  de  r  ne  saurait  changer  de  signe,  tandis  que  r  varie  entre 
deux  limites  données,  sans  devenir  nulle  dans  l'intervalle,  il  est 
permis  d'affirmer  que,  si  l'équation  (3)  n'a  pas  de  racines  réelles, 
«on  premier  membre  conservera  toujours  le  même  signe,  sans  jamais 

m 

s'évanouir,  et  qu'il  s'évanouira  quelquefois  sans  jamais  changer  de 
signe,  s'il  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  de  la  forme  (r  —  r0) 


3  m 


VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON.  555 

par  un  polynôme  qui  ne  puisse  se  réduire  à  zéro,  pour  aucune  valeur 
réelle  de  r. 

Revenons  maintenant  au  cas  où  les  quantités  r,  $,  /,  ...  sont  en 
nombre  quelconque.  Alors,  pour  que*  la  fonction  F(/\  s,  /,  . . .)  ne 
puisse  changer  de  signe,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  l'équa- 
tion 

(4)  F(r,*,  tt  ...)  =  o, 

résolue  par  rapport  à  r,  ne  fournisse  jamais  de  racines  réelles  simples, 
ni  de  racines  réelles  égales  en  nombre  impair,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  s,  /, 

Corollaire  L  —  La  fonction  ¥(r)  ou  F(r,  sf  /, . . .)  conserve  constam- 
ment le  même  signe,  lorsque  l'équation  (3)  ou  (4)  n'a  pas  de  racines 
réelles.  D'ailleurs,  les  conditions  qui  expriment  qu'une  équation  algé- 
brique n'a  point  de  racines  réelles  peuvent  être  aisément  déduites  de 
la  méthode  que  j'ai  développée  dans  le  dix-septième  Cahier  du  Journal 
de  lf École  Polytechnique,  p.  /p7  ('). 

Corollaire  IL  —  Soit  u  =f(x,y).  La  différentielle  totale 
conservera  constamment  le  même  signe,  si  l'équation 

,CK        •   .  d*u    .  diu  d*u 

n'a  pas  de  racines  réelles,  c'est-à-dire  si  l'ort  a 

dUidUt       /  dtu   y 

(7)  ~d^dyi~\7L^dï)>°' 

La  même  différentielle  pourrait  s'évanouir  sans  jamais  changer  de 
signe,  si  le  premier  membre  de  la  formule  (7)  se  réduisait  h  zéro, 

(>)  OEuvres  de  Cauc/tj;  S.  II,  f .  I. 
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et  admettrait  des  valeurs  de  signes  opposés  si  ce  premier  membre 
devenait  négatif. 

Corollaire  III.  —  Soit  u  =/Çx,y9  s).  La  différentielle  totale 

d*u   ,  „      d1u    .  .      d*u 
1  rt'u  = 

(8) 


d'"='dT>^,+  7FdSt+7Èdzi 


* 


d*u      .     ,  d  u     *      *  d*u      .     . 

H-  2  -= — s—  dx  r/y  +  a  —. — r-  dx  a;  +  a  -= — =-  dy  dz 
dx  dy         J  dx  dz  dy  dz    J 

conservera  constamment  le  même  signe,  si  l'équation 

,    v        d*u    ,         /  dUt  d*u  \         d*u  9  d*u  d*a 

w/        dx1  \dxdy         dx  dz )  dy1  dy  dz  dz1 

résolue,  par  rapport  a  r,  n'a  jamais  de  racines  réelles,  c'cst-k-dire  si 
Ton  a,  quelle  que  soit  s, 


ïd*u  d*u 


Idx*  dy* 

(io) 


\dxdy)  y 


/d*u    dUi    __    dru_    d*u  \         d^u  <Pu  __  /  d*u  y 
\^/xî  dy  dz       dx  dy  dxdzj         dx1  dz*        \dxdzj 

Cette  dernière  condition  sera  elle-même  satisfaite  quand  on  aura 

■ 

d*_ud*_u  _  /   dUt  y 
r/x8  rf/1        \dxdyj 

et 

[//.r8  rfyf        \dx~dy)  J  [^^  «k1        \dxdz)  J 

y^/x*  dy  dz       dx  dy  dx  dz  ) 

Scotie.  —  Soit  w  =/(a\  j,  5,  . . .)  une  fonction  de  /i  variables  indé 
pendantes  a\  y,  z,  ...  et  posons 

F(r,M,...  )  =  ^/'-*-  —  ,«4-^  *«  +  ... 

(i*)       / 

rf*  u  d*  u  d1  u 

-f-  2  -= — r-  rs  -H  îf  -5 — j-  ri  -h  a  -j — j-  si 
dx  dy  dx  dz  dy  dz 
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en  sorte  qu'on  ait 

rî/    x  d'u   -  d'u  d'u 

F(r)  =^r  +  3^r+ay' 


(•3)    \  d'u    ,  d'u  d'u  ,         /  d'u  d'u     \       d'u 

¥ir's)=d^rt+2d^^rs  +  dyst+2{dTTsr+djd-ss)  +  dï 

Soit  de  plus  D„  le  polynôme  qui  a  pour  premier  terme  le  produit 

dlu  d'u  d'u 


3 


04) 


dx'  dy'   dz' 


et  qui  représente  le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  dx,  dy, 
dz,  . . .  tirées  des  n  équations 

d'u    w  d'u  dlu 

dx1 


(i5) 


,  d'u      .  dlu     .  »fdu\ 

dx     +  dx^dy  ^  dx~T-dz  ^  '  '  ~d\dx') 

d'u     ,        d'u   ,  d'u     ,  .(du\ 

dirai dx+d^dy   +d7T-d:i+'=d\dïr 


d'u     ,  d'u     ,  d'u   ,  j/du\ 

dFd~-       + dVT- dy  + d* dz     ~t~"=rfl^)' 


en  sorte  qu'on  ait 
D  -dtu 


(.6) 


__  d'_u  cPu  __  /  d'u  y 
*~  dx'  ~df       \dxdy)  ' 

^  _^_u  d^u  d'u       d'u/  d'u  y  d'u/  d'u  \* 

s~  dx1  dy'   dz'        dx'  \dydz)  dy'  \dzdx) 

d'u/  d'u  \'  d'u      d'u      d'u 

!  !    _j_  2 

dz'  \  dx  dy)  dy  dz  dz  dx  dx  dy 


Pour  que  le  signe  de  la  différentielle  totale  d*u  ou  de  la  fonc- 
tion F(r,  s,t,  . . .)  reste  indépendant  des  valeurs  attribuées  à  dx, 
dy,  ds,  ...,  il  suffira  que  les  rapports 

,  D,       D,      D,  IX, 

K  7)  d;'    d?'    Df    '"'    Df; 
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soient  tous  positifs,  c'est-à-dire  que,  parmi  les  expressions 

(18)  D„    I)„    1)„     ...,    Dn, 

celles  qui  correspondent  à  des  indices  pairs,  soient  positives,  les 
autres  étant  affectées  du  même  signe  que  Df.  C'est  ce  que  l'on 
démontrera  sans  peine  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Supposons  d'abord  que  les  variables  ar,  y,  s,  ...  se  réduisent  à 
deux,  x  et  y.  Alors,  si  la  quantité 

ne  s'évanouit  pas,  il  suffira  d'attribuer  à  la  variable  r  de  très  grandes 
valeurs  numériques,  pour  que  cette  quantité  D,  et  la  fonction 

_,    .        (Pu    .  (Pu  d*u         ./(Pu       2     d*u  1    diu\ 

(9o)      F(/)  =  r/-Tr»4-3^-rf-r+^-?  =  ,«^1+77/-rf--+-7,^Tj 

soient  affectées  du  même  signe  ou,  en  d'autres  termes, pour  que  le 
rapport 

F(r) 


(21) 


D, 


soit  positif.  Ajoutons  que  ce  rapport,  qui  varie  avec  r  par  degrés 
insensibles,  croîtra  indéfiniment  avec  r2.  Donc  il  admettra  une  valeur 
minimum  correspondante  à  une  valeur  finie  de  r  et  sera  toujours 
positif  si  cette  valeur  minimum  est  positive.  Or  la  valeur  minimum 
dont  il  est  ici  question  sera  nécessairement  déterminée  par  la  for- 
mule 

de  laquelle  on  tirera,  en  la  combinant  avec  l'équation  (20), 

<t*  u  dlu   _ 

d.r*  dx  dy.         ' 

(23)  {  J 

d*u  d*u  „. 

-/ — /-|,+  T"Î       =F('*) 
dx  dy  dy* 


F(r) 

F(/) 

D, 

D. 

-D« 
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et,  par  conséquent, 

(24) 
(25) 

Donc  le  rapport  (21)  restera  positif,  quel  que  soit  r,  et  la  fonc- 
tion F(r)  sera  constamment  affectée  du  même  signe  que  D,,  si  la 
première  des  fractions  (17)  est  positive  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
si  Ton  a 

(26)  I)s>o. 

Cette  dernière  condition  coïncide  avec  la  formule  (7). 

Considérons  en  second  lieu  le  cas  où  la  fonction  u  renferme  trois 
variables  indépendantes  x,  y,  z.  Alors,  si  Ton  suppose  D,  différent 
de  zéro  et  D2  positif,  la  fonction  F(r),  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 
restera  toujours  affectée  du  même  signe  que  D,,  et  l'on  pourra  en 
dire  autant  de  la  fonction 

v    '  '  \  s  )       dx*  dx  dy  dy1 

Cela  posé,  il  suffira  évidemment  d'attribuer  aux  deux  quantités  r,  .ç, 
ou  seulement  k  l'une  des  deux,  des  valeurs  numériques  très  considé- 
rables, pour  que  la  quantité  D,  et  la  fonction 

dUt    ,  d'-u  d*u  m         (  dUi  d'u     \       d1  u 

)  Ad^t        2/      d^t  dlu  \         1    /  .dUt  d*tt  d*u\'\ 

soient  affectées  du  même  signe  ou,  en  d'autres  termes,  pour  que  le 
rapport 

<»9)  -1}- 
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soit  positif.  Ajoutons  que  ce  rapport,  qui  varie  avec  r  et  s  par  degrés 
insensibles,  croîtra  indéfiniment  avec  r2  et  avec  s2.  Donc  il  admettra 
une  valeur  minimum  correspondante  à  des  valeurs  finies  de  r  et  de  s, 
et  sera  toujours  positif  si  cette  valeur  minimum  est  positive.  Or  la 
valeur  minimum  dont  il  est  ici  question  sera  nécessairement  déter- 
minée par  les  formules 

(3o)  ____o,         _^_=o, 

desquelles  on  tirera,  en  les  combinant  avec  l'équation  (28), 

cPu  dxu  dlu    

dx1  dxdy         dx  dz         f 

,„  v  .    d*u  (Pu  d}u 

(3,)  <dFdpr+d^S      +  1^=°' 


dx  u  d*u  (Pu      

dxdz  dydz  dz% 


et,  par  conséquent, 

(32) 


(33) 


f(o  =  £> 

». 

F(r)         D, 
1),    "D.D,- 

_  »î 
"  », 

»î 

Donc  le  rapport  (29)  restera  positif,  quelles  que  soient  les  valeurs 
de  r,  s,  et  la  fonction  F(r,$)  sera  constamment  afTcctée  du  même 
signe  que  D,  si  les  deux  premières  des  fractions  (17),  savoir 

D,       1^ 
D}'     D}' 

sont  positives  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  Ton  a 

(34)  D,>o,       DfD,>o. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  conditions  (3/|)  coïncident 
avec  les  formules  (1 1). 
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En  étendant  les  mêmes  raisonnements  et  les  mêmes  calculs  au  cas 
où  la  fonction  u  renfermerait  quatre,  cinq,  six,  . . .  variables  indépen- 
dantes, on  prouvera  généralement  :  i°  que  les  maxima  ou  minima  des 
fonctions 

(35)  F(r),    V(r,s),     ¥(r9s9t)9     .-.,     F(rf  *,<,...) 

sont  égaux  aux  différents  termes  de  la  suite 

D,      D,      D4  D*  . 


(36) 


D/     D,7     D,'  '     Dn_V 


2°  que,  si  ces  différents  termes  sont  des  quantités  affectées  du  même 
signe  que  Di ,  on  pourra  en  dire  autant  de  chacune  des  expressions  (35). 
D'ailleurs,  pour  que  D,  et  les  expressions  (36)  soient  des  quantités  de 
même  signe,  il  suffit  évidemment  que  les  rapports  (17)  soient  tous 
positifs. 

Problème  II.  —  Étant  données  deux  /onctions  entières  des  variables  r9 
s9  t9  . .. ,  trouver  les  conditions  qui  doivent  être  remplies,  pour  que  la 
seconde  fonction  conserve  un  signe  déterminé,  toutes  les  fois  que  la  pre- 
mière s'évanouit. 

Solution.  —  Soient  F(r,  s9 19 . . .)  la  première  fonction ,  et  R  =  é(r9  s9 1% . . .) 
la  seconde.  On  éliminera  r  entre  les  deux  équations  F(r,  s9  /,...)  =  o, 
et  R  =  $(r9  s9t9 . . .).  L'équation  résultante ,  étant  résolue  par  rapport 
à  R,  devra  fournir  pour  cette  quantité  une  valeur  affectée  du  signe 
convenu,  toutes  les  fois  que  Ton  attribuera  aux  variables  s9  t9  ... 
des  valeurs  réelles  auxquelles  correspondra  une  valeur  réelle  de  la 
variable  r. 
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VINGT-DEUXIEME  LEÇON. 

USAGE  DES  FACTEURS  INDÉTERMINÉS  DANS  LA  RECHERCHE  DES  HAX1HA  ET  MINIMA. 


Soit 

(i)  u=zf(x,y,s,  ...) 

une  fonction  de  n  variables  x%  y,  s,  Mais  concevons  que  ces 

variables,  au  lieu  d'être  indépendantes  les  unes  des  autres,  comme 
on  Ta  supposé  dans  la  vingtième  Leçon,  soient  liées  entre  elles  par 
m  équations  de  la  forme 

(  2  )  l>r=0,  IV  —  o,  .... 

Pour  déduire  de  la  méthode  que  nous  avons  indiquée  les  maximaet 
les  minima  de  la  fonction  ut  il  faudrait  commencer  par  éliminer  de 
cette  fonction  m  variables  différentes  à  l'aide  des  formules  (2).  Après 
cette  élimination,  les  variables  qui  resteraient,  au  nombre  de  n  —  m, 
devraient  être  considérées  comme  indépendantes,  et  il  faudrait  cher- 
cher les  systèmes  de  valeurs  de  ces  variables  qui  rendraient  la  fonc- 
tion u  ou  la  fonction  du  discontinue,  ou  bien  encore  ceux  qui  vérifie- 
raient, quelles  que  fussent  les  différentielles  de  ces  mêmes  variables, 
l'équation 

(3)  du=^o. 

Or  la  recherche  des  maxima  et  minima  qui  correspondent  à  l'équa- 
tion (3)  peut  être  simplifiée  par  les  considérations  suivantes. 

Si  Ton  différentie  la  fonction  u,  en  y  conservant  toutes  les  variables 
données  x,y,  s,  . . . ,  l'équation  (3)  se  présentera  sous  la  forme 

/  /  v  du  ,        du  ,        du 

(4>  -cbcdx  +  dïdy+d:ds+-=0> 
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et  renfermera  les  n  différentielles  dx9  dy,  dz, Mais  il  importe 

d'observer  que,  parmi  ces  différentielles,  les  seules  dont  on  pourra 
disposer  arbitrairement  seront  celles  des  n  —  m  variables  regardées 
comme  indépendantes.  Les  autres  différentielles  se  trouveront  déter- 
minées en  fonction  des  premières  et  des  variables  elles-mêmes  par 
les  formules  dv  =  o,  dw  =  o9  . ..  qui,  lorsqu'on  les  développe,  de- 
viennent respectivement 

dv    ,  dv  j         dv  , 

-7-  a x  -+-  -j-  dy  -f-  -=-  dz  -+- . . .  =  o, 

dx  dy   J        dz 

w)  \  dw  ,         dw   ,         dw  . 

-j-  dx  -h  —r  dv  ■+■  -j~  dz  -+- . . .  =  o, 
dx  dy    J        dz 


Cela  posé,  puisque  l'équation  (4)  doit  être  vérifiée,  quelles  qire  soient 
les  différentielles  des  variables  indépendantes,  il  est  clair  que,  si  l'on 
élimine  de  cette  équation  un  nombre  m  de  différentielles  à  l'aide 
des  formules  (5),  les  coefficients  des  n  —  m  différentielles  restantes 
devront  être  séparément  égalés  à  zéro.  Or,  pour  effectuer  l'élimina- 
tion, il  suffit  d'ajouter  à  l'équation  (4)  les  formules  (5)  multipliées 
par  des  fadeurs  indéterminés,  —  X,  —  jx,  . . . ,  et  de  choisir  ces  fac- 
teurs de  manière  à  faire  disparaître  dans  l'équation  résultante  les 
coefficients  de  m  différentielles  successives.  Comme  d'ailleurs  l'équa- 
tion résultante  sera  de  la  forme 

,-.      (du       .  dv  dw  \   ,         (du      ^  dv  dw  \   , 

(6)     \&-l7nc-*dï---T*+\Ty-*dï-*lTy---')dy+''=0' 

et  que,  après  y  avoir  fait  disparaître  les  coefficients  de  m  différen- 
tielles, il  faudra  encore  égaler  à  zéro  ceux  des  différentielles  res- 
tantes, il  est  permis  de  conclure  que  les  valeurs  de  X,  (x,  v,  . . .  tirées 
de  quelques-unes  des  formules 

.    .         du       -  dv  dw  du       .  dv  dw 

(7)      dï-^dï-v-dï-'  '=0'     dy-^dp-f'dj—^0'     ••■' 

devront  satisfaire  à  toutes  les  autres.  Par  conséquent,  les  valeurs  de 
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x%  y9  z9  . . . ,  propres  à  vérifier  les  formules  (4)  et  (5),  devront  satis- 
faire aux  équations  de  condition  que  fournit  l'élimination  des  indé- 
terminées X,  jx,  v, . . .  entre  les  formules  (7),  Le  nombre  de  ces  équa- 
tions de  condition  sera  n  —  m.  En  les  réunissant  aux  formules  (2), 
on  obtiendra  en  tout  n  équations»  desquelles  on  déduira  pour  les 
variables  données  x9  y9  s,  ...  plusieurs  systèmes  de  valeurs,  parmi 
lesquels  se  trouveront  nécessairement  ceux  qui,  sans  rendre  discon- 
tinue Tune  des  fonctions  u  et  du9  fourniront  pour  la  première  des 
maxima  ou  des  minima. 

11  est  bon  de  remarquer  que  les  équations  de  condition  produites 
par  l'élimination  de  X,  jx,  v,  ...  entre  les  formules  (7)  ne  seraient 
altérées  en  aucune  manière  si  Ton  échangeait  dans  ces  formules  la 
fonction  u  contre  une  des  fonctions  v9  w9  ....  Par  suite,  on  arriverait 
toujours  aux  mêmes  équations  de  condition  si,  au  Heu  de  chercher 
les  maxima  et  minima  de  la  fonction  u,  en  supposant  v  =  of  w  =  o9 ..., 
on  cherchait  les  maxima  et  minima  de  la  fonction  p,  en  supposant 
u  =  o,  w  =  o,  . . . ,  ou  bien  ceux  de  la  fonction  w9  en  supposant  u  =  o, 
v  =  o,  ...  ;  etc.  On  pourrait  même,  sans  altérer  les  équations  de  con- 
dition, remplacer  les  fonctions  u9v9w9  ...  par  les  suivantes,  1/  —  a, 
v  —  b9  w  —  c9  ...;  a9  b9c9  ...  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  veut  obtenir  les  maxima  ou  les 
minima  de  la  fonction  u,  en  supposant  x9  y9  5,  ...  assujetties  à  une 
seule  équation 

(8)  *>  =  o, 

les  formules  (7)  deviennent 

du       *  dv  du       ~  dv  du       ~  dv 

(q)  —. A-j— =of    -j À-j-z^O,    -= A-^-=o,     ..., 

vy'  dx         dx         '  dy         dy  dz  dz         ' 

et  Ton  en  conclut,  par  l'élimination  de  X, 

dx    '      du  du 

(10) 


du 

dy         dz    __ 

dv 

—    dv          dv 

dx 

dy          dz 
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Cette  dernière  formule  équivaut  à  n  —  i  équations  distinctes,  les- 
quelles, réunies  à  l'équation  (8),  détermineront  les  valeurs  cher- 
chées de  x9  y%  zr 

Exemple  I.  —  Supposons  que,  a,  6,  c9 . . . ,  r  désignant  des  quantités 
constantes,  et  xf  y,  z%  ...  des  variables  assujetties  à  l'équation 

&*-+-  yx -t--5* -*-...=  r*         ou         a?' H-/1 -h  5*-+-. . .—  /•*=  o, 

on  demande  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction 

u  =  a x  -+-  by  -4-  es  ■+- . . . . 

Dans  cette  hypothèse,  la  formule  (io)  se  trouvant  réduite  à 

/     \  abc 

(n)  -  =  -  =  -=:..., 

a:       y       z 

on  en  conclura  (voir  V Analyse  algébrique,  Note  II)  (') 


ax-\-  by-t-  cz  4-...        .   s/a*-h  6S-+-  c1 -+-...  2/        L  i/^+^+^+.m 

s£ »-  1 qU  =  -£   I 


<*' -*-/'-+--*+...         ^.I-t-J^-t-sl-t- 


•  •  • 


et,  par  conséquent, 

(12)  u=±.  rv/a'-hW-hc1-*-. ... 

Pour  s'assurer  que  les  deux  valeurs  de  u  données  par  l'équation  (12) 
sont  un  maximum  et  un  minimum,  il  suffit  d'observer  qu'on  aura 
toujours 

(  (ax-+-  by  +  C5  4-...)'-+-(£#  —  ay)%-+-(cx  —  az)*-\-,„+(cy  —  bz)%+... 

(*3) 

(       =  (a*  4-6»  4-  c*4-.  ..)(«*  -«-y1 4-  z*  -*-...)> 

et,  par  suite, 

a,<(al+6,+  c,  +  ...)r!, 

à  moins  que  les  valeurs  de  x,  y,  z9  ...  ne  vérifient  la  formule  (11). 
Exemple  IL  —  Supposons  que,  a,  b,  c,  ...,  k  désignant  des  quan- 
ta OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  Illr  p.  36o. 
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tités  constantes,  et  x9  y9  z,  ...  des  variables  assujetties  à  l'équation 

ax  -\-  by-+~cz+. .  .=  k9 

on  cherche  le  minimum  de  la  fonction  u  =  x*-hy*-h  s2  4- Dans 

cette  hypothèse,  on  obtiendra  encore  la  formule  (u),  de  laquelle  on 

conclura 

*  — -4-  V^a>H~  6*4- c*  4-. .- 

et,  par  suite, 

kx 

(■4)  u~-î T5 * 

Si  les  variables  x9  y,  s,  ...  se  réduisent  à  trois  et  désignent  des  coor- 
données rectangulaires,  la  valeur  de  \/u,  donnée  par  l'équation  (i4)> 
représentera  évidemment  la  plus  courte  distance  de  l'origine  à  un 
plan  fixe. 

Exemple  III.  —  Supposons  que,  a9  b9  c,  . . . ,  k9  p,  q,  r,  . . .  dési- 
gnant des  constantes  positives,  et  x9  y9  z9  ...  des  variables  assu- 
jetties à  l'équation 

ax  4-  by  4-  cz  4- . . .  n=  k9 

on  cherche  le  maximum  de  la  fonction 

u  =  xPy*zr 

On  trouvera 

du  dx         dy         dz 

—  =  p ha—  4-  r h.., 

u        r  x        *  y  z 

et  par  suite  on  tirera  de  la  formule  (10) 

P  —  JL  —  JL  —      —  />  +  y  +  r+... 

ax       by       cz  k 

p  k  q  k  r  k 

x-=— j      J=\ y     *= • 

ap  +  g  +  r  +  ...        '       6  />  4-  ?  4-  r  4- . . .  c  />  4-  ?  4-  /•  4- . . . 

Comme  les  valeurs  précédentes  de  x9  y9  z9  ...  rendront  du  con- 
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stamment  nulle,  et  (Pu  constamment  négative,  elles  fourniront  un 
maximum  de  la  fonction  u. 

Exemple  IV.  —  Concevons  que  Ton  cherche  les  demi-axes  d'une 
ellipse  ou  d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  représentée  par 
l'équation 

À*,-haB.r/-hCyî=K. 

Chacun  de  ces  demi-axes  sera  un  maximum  ou  un  minimum  du  rayon 
vecteur  r,  mené  de  l'origine  à  la  courbe,  et  déterminé  par  la  formule 
r2  =  x2  -h y1.  Cela  posé,  comme  on  aura 

dr=-{xdx+ydy)9 

on  ne  pourra  faire  évanouir  dr  qu'en  supposant 

/•  — oo        ou        xdx  +  ydy  =  o. 

La  première  hypothèse  ne  peut  être  admise  que  pour  une  hyperbole. 
En  admettant  la  seconde,  on  tirera  de  la  formule  (10) 


X 

cy 

y 

Bx 

x(k, 

xi-hyt 

*-hB<y)4-iy(C/H- 

Bx) 

r1 

A 

X-+- 

B/" 

~K 

K 

— 

A  = 

X 

K.        ^       «.  x 
~  —  G  =  B-, 

rl                                        y 

(«5)  (£-a)(£-c)=B«. 

Observons  maintenant  qu'à  des  valeurs  réelles  de  r  correspondront 
toujours  des  valeurs  positives  de  r2,  et  que  l'équation  (i5)  fournira, 
pour  r2,  deux  valeurs  positives,  si  Ton  a  AK>o,  AC  —  B2>o;  une 
seule,  si  Ton  a  AC  —  B2<o.  Effectivement,  la  courbe,  étant  u.nc 
ellipse  dans  le  premier  cas,  aura  deux  axes  réels;  tandis  que,  dans  le 
second  cas,  elle  se  changera  en  hyperbole,  et  n'aura  plus  qu'un  seul 
axe  réel. 
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VINGT-TROISIÈME  LEÇON. 


DÉVELOPPEMENT   DES  FONCTIONS   DE  PLUSIEURS  VARIABLES.   EXTENSION   DU  THÉORÈME 

DE  TAYLOR  A  CBS  MÉMBS  FONCTIONS. 


Soit 
(i)  u  =  f(x,y,z,  ...) 

une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  a?,  y%  s,  . ..,  et 
posons,  comme  dans  la  dix-neuvième  Leçon, 

(a)  F(«)  =/(#-+-  *dxfy  +  ady9x  -+-  adz,  . .  .). 

La  formule  (8)  de  la  page  353  donnera 


(3) 


F(«)  =  F(o)  -+-  -F'(o)  +  —  F'(o)  4-  . . . 


a*"1  „._   ..,   .  a* 


1.2.3. ..(ft —  I)  *     '  1.2.3. ..ft 


6  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  D'ailleurs,  comme  on  Ta 
remarqué  dans  la  dix-neuvième  Leçon, 

(4)  F(«),    F'(«),    F'(«),     ...,    F<»>(«) 

seront  des  fonctions  de  xf  y,  s,  ...  et  a,  qui  renfermeront  les  seules 
quantités  variables 

(  5  )  x  4-  a  dx,    y  -+-  a  dy%     z-hadzf     . . . , 

et  qui,  pour  a  =  o,  se  réduiront  à 

(6)    F(o)  =  u,        F(o)=zdu,        F"(o)  =  e/'n,         ...,        F<»>(o)=:<Pii. 

Donc,  pour  déduire  de  la  différentielle  totale  dnu  les  valeurs  de 
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F;"}(a)  et  de  F(/°(ôa),  il  suffira  de  remplacer  dans  cette  différentielle 
les  variables  x%  y,  z9  ...  par  les  expressions  (5)  ou  par  les  suivantes  : 

(  7  )  x  -h  0a  dx9    y  -f-  Sa  dy9     z  -f-  Sol  dz9     .... 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  ($„  la  valeur  de  F{":(6a)  ainsi  obtenue, 
l'équation  (3),  combinée  avec  les  formules  (2)  et  (6),  donnera 

(  /(  x  -\-  a  dx9  y  -+-  a  dyf  z  -+-  a  dz9  . .  .  ) 

i        =«  -h  -du  H </*!<+.. .H 5 — -rffl-'MH h CD*. 

\  1  1.2  1.2.6. ..(n  —  1)  1.2.6. ..n 

Donc,  si  Ton  attribue  aux  variables  x9  y,  z9  ...  les  accroissements 

(  9  )  Hx  =  a  dx9         Ay  =  a  dy ,         As  ==  a  rfs,  . . . , 

l'accroissement  correspondant  de  la  fonction  u  =  f(x9  y,  z,  . . .), 
savoir 

(  àu=f(x-h  Ax,/-+-  A/,  5  H- As,  ...)  —f(x,y9z9  ...) 

(IO)  i 

(         n=/(  jr  -h  a  ^/.r,  j  +  a  <//,  s  -h  a  <Ys,  ...)  —  «, 

pourra  être  développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a  à  l'aide 
de  la  formule 

V 

a  a*    ,  a',_l  ,  a" 

(II)      Att  =  -rf«H ^«+..H 5 ; rd«-lii-{ 0 (t)/t. 

i  1.2  I  .  2  .  O  .  .  .  (  fl  —  I  )  I  .  2  .  O  .  .  .  /l 

Si  l'on  suppose  en  particulier  n  =  1,  alors,  en  faisant 

.  du  du  du  - 

(12)    —  =<p(.r,j,5,  ...),       ^-  =x(j:,iy,  s,  ...),       j£=y(Xjy*3t—)9      —, 

on  trouvera 

(i3)     du  —  y(x,y9z,  ...)^  +  x(^7»^  *  •  -)df  +  +  (*>  7»  ~>  ...)^-f-...; 

et  les  deux  formules  (8),  (i  1)  donneront  respectivement 

(i4)  f(x  -h  acte,  /  -h  a*/y,  5-f-  acte,  ,,.)  =  «  +  «të),, 

-(i5)  Aa  =  «(J0,, 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  J2 
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<&,  représentant  le  polynôme  dans  lequel  se  transforme  le  second 
membre  de  l'équation  (i3)f  quand  on  y  remplace  x  par  a:-+-  Qa<£r, 
y  par  y  -h  6a  dy9  z  par  z  -h  6a  dz9  etc. 
Lorsque,  dans  la  formule  (8),  le  produit 


a" 


(16)  — — -(ôn 

I  •  2  .  O  .  .  ,  fi 

décroit  indéfiniment  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  alors/ en 
posant  n  —  x>,  on  tire  de  cette  formule 


a  ,  a* 


( 1 7  )     /(•*■  ■+"  a  ^>  /  +  *  dV»  :  +  arf;,  ...)-«H tf"  H dlu-*r 

Concevons  maintenant  que  Ton  prenne  a  =  i.  Les  accroissements 
Ax9  Ay9  As,  . . .  des  variables  indépendantes  se  réduiront  à  leurs  dif- 
férentielles dx9  dy9  dz,  . ..,  que  l'on  pourra  d'ailleurs  considérer 

comme  représentant  des  quantités  finies  quelconques  h9  k9  /, 

Alors  aussi  on  tirera  des  formules  (8)  et  (i  î) 

l  /(x  +  dx9y  -h  dy9  z  -h  dz9  . .  .  ) 
(18)         \  du       dUi  d«-*u  (0„ 


i 


(19)  Au  — 1 -+- 


1  1.9    1 . 2 . 3 . . . ( /1  —  1)    '    1.2.3. . .  /i 

du       d*u  dn'xu  (0, 


n 


I  1.2  "  1.2.3.  ..(/I  —  l)  1.2.3.  ../# 

c0„  étant  ce  que  devient  la  différentielle  totale  dnu  quand  on  y  rem 
place  x  par  ic  +  O  dx9  y  par  y  -h  6  û[y,  5  par  z  ■+-  6  rfs, Si  l'on  sup- 
pose en  particulier/*  =  1,  on  trouvera 

f(x  -+-  dx9  y  -4-  dy9  z  4-  dz9  . . .  ) 

-z/(x9  y9  s,  . . .)  -+■  <p  (.r  h-  9dx9  y  -f-  $dy9  z  -+-  9dz9  . . .)  dx 
(20)     [  -+-*£(x  +  9dx,  y  +  9dy,  z -+- 9dz9  . .  .)dy 

ty(x  -\-  9  dx9  y  -h  9  dy9  z  -h  9  dz9  . . . )  dz 


Ajoutons  que,  si  Œ>„  s'approche  indéfiniment  de  zéro  pour  des  valeurs 
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croissantes  de  /i,  les  formules (i 8)  et  (19)  entraîneront  les  suivantes: 

,     x      +,  ,  t  iv  du      d*u        d3u 

(ai)     f(x  -+-  dx,  y  -+-  dv,  z  -h  dz,  ...    -«H 1 1 0-  -h. . .,  % 

V,/N  J  J  1  1.2  1.2.3 

A  e/«       */2w         dlu 

(22)  Att  z= ! 1 5  -+- 

11.21.2.3 

L'équation  (21)  et  celle  qu'on  en  déduit  lorsqu'on  y  remplace  x,  y9 
z,  . . .  par  zéro,  puis  dx,  dy,  dz,  . . .  par  x,  y,  z,  . . . ,  fournissent  le 
moyen  d'étendre  les  théorèmes  de  Taylor  et  de  Maclaurin,  ou  plutôt 
de  Stirling  ('),  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Concevons  à  présent  que,  dans  la  formule  (3)  ou  (8),  la  quantité  a 
devienne  infiniment  petite;  il  en  sera  de  même  de  la  différence 

(23)  FW(eot)-Fi»)(o)  =  (Ûn  —  dnu; 

et,  en  désignant  par  (3  cette  différence,  c'est-à-dire  en  posant 

(2^)  &n=:d*U-hP, 

on  conclura  des  formules  (8),  (11) 

1  /( x  -+-  a  dx,  y  H-  a  dy,  z  -h  <xdz,  . .  .  ) 

K~    '      j         =U+-dtl+---d''U+...-h  £-. d»-*U  + ^—(,/« //  +  £), 

F  I  1.2  I.2.3...(/i —  1)  i.2.â...n 


(26)        A//=  -du-h  —  ^«-h...H T"—( :rf'«-l«+  — ~ (</•«  +  ?). 

v      '  1  j .  2  1 . 2 . 3 . .  .  (  /*  —  1  )  1 . 2. .  .1 . .  .  /* 

S'il  arrive  que,  pour  certaines  valeurs  de  x,  y,  z, . . . ,  les  différentielles 
(27)  t/«,    ^«j     ...,    dnlu 

s'évanouissent  toutes,  la  formule  (26)  donnera  simplement 

(!)  M.  Peacock  a  remarque  que  le  théorème,  généralement  attribué  au  géomètre  anglais 
Maclaurin,  avait  été  donné,  dès  1717,  par  son  compatriote  Stirling,  dans  -l'Ouvrage  intitulé  : 
Lincœ  tertii  ordinis  Newtonianœ. 
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Si  l'on  suppose  en  particulier  n  =  i,  les  équations  (26)  et  (28)  coïn- 
cideront avec  la  suivante 

(^.9)  lu=zx(du  +  (3), 

et,  par  conséquent,  avec  la  formule  (3)  de  la  seizième  Leçon.  Ajou- 
tons que  les  formules  (28),  (29)  comprennent  la  théorie  des  maxima 
et  minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  et  que  le  théorème  I 
de  la  vingtième  Leçon  pourrait  être  immédiatement  déduit  de  la  for- 
mule (28). 


FIN    DU    CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 
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NOTE 

SUR    LA   DÉTERMINATION   APPROXIMATIVE    DES   RACINES   DUNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

OU   TRANSCENDANTE. 


Soit 

(i)  yv)=o 

une  équation  dans  laquelle  f{x)  représente  une  fonction  quelconque 
algébrique  ou  transcendante  de  la  variable  x.  Désignons  d'ailleurs 
par  a  la  valeur  approchée  réelle  ou  imaginaire  d'une  racine  de  cette 
équation,  et  par  i  une  expression  réelle  ou  imaginaire,  mais  dont  le 
module  soit  très  petit.  La  formule  (49)  de  la  page  45o  donnera 

(a)     ] 


le  module  de  I  devant  lui-même  très  peu  différer  de  zéro.  Donc,  pour 
que  le  binôme  a  -h  i  se  réduise  a  la  racine  en  question,  il  suffira  que 
l'on  ait 


i   ...    .  i1 


I  1*4 


(3) 

f  + 


,«-i  /» 


I.2.3. ..(/t  —  i)J  v    '       1.3.3.  ..nLJ      v    '        J 


Si,  dans  la  dernière  formule,  on  néglige  I  vis-à-vis  de /'"'(a),  on 
obtiendra  la  suivante 


i  ...   .        i1 


(4) 


1  &     •   4a 


;«-!  f-n 


i .  2 .  o . .  .  (  /i  —  i  ) y  i  .  a .  o . .  .  n 
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qui  se  réduira,  pour  n  —  1 ,  à 

(3)  /(«)  +  «/'(«)  =o, 

pour  n  =  2,  à 


i* 


(6)  /(«)  +  '/'(«) +-/'(«)  =  o, 


pour  /*  =  3,  à 


«*  -     .       ** 


etc. 

Si  maintenant  on  substitue,  dans  le  binôme  a  -f-  i>  la  valeur  unique 
de  «propre  à  vérifier  l'équation  (5),  savoir 

/ox  '  .•_       f(a) 

(8)  l-~7^)J 

ou  si,  parmi  les  valeurs  de  i  propres  à  vérifier  Tune  des  équations  (6), 
(7),  . . . ,  on  choisit  celle  qui  a  le  plus  petit  module,  le  binôme  a  -h  i 
représentera  en  général  non  la  valeur  exacte,  mais  une  seconde  valeur 
approchée  de  la  racine  que  l'on  considère;  et  Ton  pourra  même,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  apprécier  le  degré  d'approximation  de  cette 
seconde  valeur  à  l'aide  des  principes  que  je  vais  établir. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction  f(x)  et  la  quantité  a  soient 
réelles.  On  démontrera  sans  peine  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  la  fonction  f(x),  étant  continue  entre  les  limites 

(  9  )  x  =  a,         x  =  a  -f-  2 i, 

acquiert  à  ces  deux  limites  des  valeurs  de  signes  contraires,  si  d'ailleurs 
la  fonction  dérivée  f(x)  ne  change  pas  de  signe  entre  les  limites  dont 
il  s'agit,  l'équation  (1)  admettra  une  racine  réelle,  mais  une  seule,  corn- 
prise  entre  ces  mêmes  limites. 

Démonstration.  —  En  effet,  la  fonction  f{x)  ne  changeant  pas  de 
signe  entre  les  limites  x  =  a,x  =  a  -h  zi,  la  fonction  f(x),  supposée 
continue,  croîtra  ou  décroîtra  constamment  depuis  la  première  limite 
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jusqu'à  la  seconde,  en  variant  avec  x  par  degrés  insensibles,  et 
acquerra  ainsi  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre  les  valeurs 
extrêmes.  Donc,  puisque  ces  valeurs  sont  de  signes  contraires,  la 
fonction  f(x)  s'évanouira,  mais  une  fois  seulement,  entre  les  limites 
x  =  a,  x  =  a  -+-  zi. 

Théorème  II.  —  Concevons  que,  la  quantité  i  étant  déterminée  par 
V équation  (5)  ou  (8),  on  nomme  B  un  nombre  égal  ou  supérieur  à  la 
plus  grande  valeur  numérique  que  peut  acquérir  la  fonction  /"(x)  entre 
les  limites  x  =  a,  x  —  a  -+-  ii.  Si  la  valeur  numérique  de  la  quantité 
j\a)  est  supérieure  à  celle  du  produit 

(io)  aB*, 

V équation  (i)  admettra  une  seule  racine  réelle,  renfermée  entre  les 
limites  a,  a  -+-ii. 

m 

Démonstration.  —  En  effet,  si  Ton  pose 

(ii)  x  —  a  -+-  i  -h  z, 

on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (5)  et  des  formules  (47)»  08)  de  la 
huitième  Leçon, 


(12) 


(i3)  /'W»/'(fl)  +  (i  +  s)/,[a  +  e(i  +  :)]l 

0,  0  désignant  des  nombres  inférieurs  à  l'unité.  Or,  si  la  condition 
énoncée  dans  le  théorème  II  est  remplie,  la  fonction  f{x)  conser- 
vera évidemment  le  même  signe  que /'(a)  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  comprises  entre  les  limites  z  —  —  i,  z  =  -+-  i ,  par  conséquent, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  a,  a  h-  2i\ 
tandis  que  les  valeurs  extrêmes  de  la  fonction  f(x),  savoir 

(■4)  -«/'(«)    et    «[/'(a) +  ai/'(« +  a0O], 


576  NOTE  SUR  LA  RÉSOLUTION 

seront  affectées  de  signes  contraires.  Donc»  en  vertu  du  théorème  I, 
l'équation  (i)  aura  une  seule  racine  réelle  comprise  entre  les  limitesa, 
a  -+-  21. 

Théorème  III.  —  Concevons  que,  la  quantité  i  étant  déterminée  par 
la  formule  (8),  on  pose 

(  1 5  )  b  =  a  -+-  i 

et 


(16)  y  = 


/'(*) 


Soient  d'ailleurs  A  la  plus  petite  valeur  numérique  que  puisse  acquérir  la 
fonction  f'ix)  entre  les  limites  x  =  a,  x  =  a  -H  2i\  et  B  la  plus  grande 
valeur  numérique  que  puisse  acquérir  entre  les  mêmes  limites  la  fonc- 
tion f"(x).  Si  la  valeur  numérique  du  rapport 

(«7)  -A- 

est  inférieure  à  l'unité,  celle  de  j  ne  surpassera  pas  le  produit 

(-8)  £«\ 

et  l'équation  (i)  admettra  une  racine  réelle  comprise  non  seulement  entre 
les  limites  a,  a  -h  21,  mais  encore  entre  les  limites  b,  b  -h  ij\ 

Démonstration.  —  Si,  comme  on  le  suppose,  la  valeur  numérique 
du  rapport  (17)  reste  inférieure  à  l'unité,  la  valeur  numérique  de 
2B*  ne  surpassera  pas  celle  de /(a).  Donc,  en  vertu  du  théorème  II, 
l'équation  (1)  offrira  une  racine  réelle,  mais  une  seule,  renfermée 
entre  les  limites  a,  a  -h  '±i.  De  plus,  en  désignant  par  0  un  nombre 
compris  entre  les  limites  o,  1,  et  ayant  égard  à  la  formule  (5),  on 
trouvera 
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puis. on  tirera  de  l'équation  (19).  combinée  avec  les  formules  (i5) 
et  (16), 

(30)  y= •"--       ■'-  — • 


et  comme,  par  hypothèse,  les  valeurs  numériques  des  quantités 

/'(«H-  Oi)9    /'(a  +  «) 

seront,  la  première  inférieure  à  B,  la  seconde  supérieure  à  A,  il  est 
clair  que  la  valeur  numérique  dey  ne  surpassera  pas  celle  du  produit 


2À 


i\ 


Donc  la  quantité/  sera  renfermée  entre  les  limites 


B    ._  B    ,9 

aA  2A 


et  la  quantité  y  entre  les  suivantes 


Bi.  Bi. 


*  • 

par  conséquent  entre  les  limites  —  ->  -\ —  Donc 


3         2 


b  4-  2/  =  a  -+-  i  -h  ij 

sera  renfermé,  ainsi  que  b9  entre  les  limites  a9  a -h  ni;  et,  si  Ton 
fait  varier  x  depuis  x  =  b  jusqu'à  x  =  b-\-2j\  les  valeurs  numé- 
riques des  fonctions  f'(x)9  /"{x)  demeureront,  la  première  supé- 
rieure à  A,  la  seconde  inférieure  à  B.  Enfin,  comme,  y  étant  infé- 
rieur à  1,  et  A  supérieur  à/'(6)  (abstraction  faite  des  signes),  la 
valeur  numérique  du  produit  2B/  ne  surpassera  pas  celle  du  pro- 
duit 2B1  qui  est  inférieure  à  A,  ni,  à  plus  forte  raison,  celle  de/'(ô), 
on  prouvera  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  à  l'aide  des- 
quels on  a  établi  le  théorème  II,  que  la  racine  réelle  déjà  men- 
tionnée est  renfermée  entre  les  limites  b,  b  -t-  2/. 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IV.  73 
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Corollaire  I.  —  On  voit  par  ce  qui  précède  comment,  étant  dojnnée 
la  valeur  approchée  a  d'une  racine  réelle  de  l'équation  (i),  on  peut, 
à  l'aide  de  la  formule  (5)  ou  (8),  obtenir  de  nouvelles  valeurs  appro- 
chées et  resserrer  de  plus  en  plus  les  limites  entre  lesquelles  la  racine 
se  trouve  comprise.  C'est  dans  l'emploi  de  cette  même  formule  que 
consiste  la  méthode  de  Newton  pour  la  résolution  approximative  des 
équations  numériques.  11  est  bon  d'observer  que  les  différences  entre 
la  racine  cherchée  et  ses  deux  premières  valeurs  approchées  a,  b 
seront  respectivement  inférieures,  l'une  à  la  valeur  numérique  de  21, 
l'autre  à  la  valeur  numérique  de  2/,  et,  à  plus  forte  raison,  au  produit 

B  ..      B  i  ,    .  v 

Donc,  si  l'on  désigne  par  p  la  valeur  numérique  de  1,  et  celle  de  la 
quantité  — r-  par 

les  différences  dont  il  s'agit  ne  surpasseront  pas  les  nombres 

B  , 

De  même,  si  l'on  nomme  c,  d, ... .  les  troisième,  quatrième, . . .  valeurs 
approchées  de  la  racine  en  question,  elles  n'en  différeront  que  de 
quantités  qui  ne  surpasseront  pas  les  nombres 

B  B 

Donc  les  erreurs  que  l'on  pourra  commettre  en  substituant  à  la  racine 
cherchée  ses  valeurs  approchées  successives 

(22)  a,     by     c,     d,     ... 

seront  respectivement  inférieures  aux  divers  termes  de  la  suite 

(a3)  ap,     ape,     apes,     ape7,     
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Ajoutons  que  ces  termes  se  réduisent  à 

(a4)  ke,     Are*,     Are*,     Are8,     ..., 

lorsqu'on  y  transporte  la  valeur  de  p  tirée  de  l'équation  (21),  en  fai- 
sant pour  abréger 

(>5)  *  =  **. 

Supposons  maintenant  que  le  nombre  e  ne  surpasse  pas  une  unité 
décimale  de  l'ordre  n,  en  sorte  qu'on  ait 


(26)  e< 


Si  l'on  suppose  en  même  temps 


(=)' 


<»7>  *<(£) 


±m 


m  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  les  termes  de  la  série  (24) 
seront  respectivement  inférieurs  aux  nombres 

(w    \n±m         /  T   \%n±m         /  ,   \kndzm          /  ■    \%n±m 
w  •  u)  -  U)  ■  (»)  

Donc,  parmi  les  chiffres  qui  suivront  les  unités  de  Tordre  m,  si  l'on  a 


(»9)  *< 


te) 


m 


ou  les  unités  décimales  de  l'ordre  m,  si  l'on  a 

(3o)  *<(io)*f 

le  nombre  de  ceux  sur  lesquels  on  pourra  compter  sera  égal  à  n  dans 
la  première  valeur  approchée  de  la  racine  réelle  de  l'équation  (i)t  à 

2/i  dans  la  seconde  valeur  approchée,  à  l\n  dans  la  troisième, 

Donc  ce  nombre  sera  doublé  à  chaque  opération  nouvelle.  La  propo- 
sition que  nous  venons  d'énoncer  s'accorde  avec  celles  auxquelles 
M.  Fourier  est  parvenu  dans  le  Bulletin  de  la  Société philomalhique  de 
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mai  1818,  en  cherchant  le  nombre  de  décimales  exactes  que  fournit 
à  chaque  opération  nouvelle  la  méthode  de  Newton. 
Si  l'on  a 

(3i)  *<i, 

les  termes  de  la  série  (28)  deviendront  respectivement 


8A 


(£)■■     (f.)"'     (*)"       (fo) 

et  par  conséquent  le  nombre  des  décimales  sur  l'exactitude  desquelles 
on  pourra  compter  sera  doublé  pour  le  moins  à  chaque  opération  nou- 
velle. 

Corollaire  II.  —  Comme,  en  vertu  de  la  formule  (21),  la  valeur 
numérique  de  l'expression  (17),  savoir 

aBp 


se  réduit  à  l\t,  il  est  clair  que  cette  valeur  numérique  sera  inférieure 
a  l'unité,  si  Ton  a 

(33)  £<i. 

Corollaire  III.  —  11  est  bon  d'observer  encore  que,  si  la  condition 
énoncée  dans  le  théorème  III  se  trouve  remplie,  si  d'ailleurs  la  fonc- 
tion/"^) ne  change  pas  de  signe  entre  les  limites  x  =  a,  x=  a  -f-  21, 

la  valeur  de 

j  =  c  —  b, 

déterminée  par  l'équation  (20),  sera  une  quantité  affectée  du  même 
signe  que  le  rapport 

Comme  on  pourra  en  dire  autant  de  chacune  des  différences 

c  —  b,    d  —  c,     . . . , 
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il  est  clair  que  toutes  ces  différences  seront  des  quantités  de  même 
signe  et  que  les  valeurs  approchées 

C/j  Csa  ^*)  •     •"   •" 

formeront  une  série  croissante  ou  une  série  décroissante.  Cette 
remarque  s'accorde  encore  avec  Fune  de  celles  que  M.  Fourier  a 
énoncées  dans  le  Bulletin  déjà  cité. 

Supposons  a  présent  que  Ton  prenne  pour  *,  non  plus  la  racine 
unique  de  l'équation  (5),  mais  celle  des  racines  de  l'équation  (6) 
qui  s'approche  indéfiniment  de  zéro  en  même  temps  que  la  quan- 
tité/(a),  savoir 

(34)  ,  =  -^*> 


Alors  les  théorèmes  II  et  III  devront  être  remplacés  par  ceux  que  je 
vais  énoncer. 

Théorème  IV.  —  Concevons  que,  la  quantité  i  étant  déterminée  par 
la  formule  (34),  on  nomme  C  un  nombre  égal  ou  supérieur  à  la  plus 
grande  valeur  numérique  que  peut  acquérir  la  fonction  f*(x)  entre  les 
limites  x  =  a,  x  =  a  -h  ai.  Si  les  deux  expressions 

(35)  f'(a),    /'(a)  +  a i/'(«) 

sont  des  quantités  de  même  signe,  et  offrent  des  valeurs  numériques  qui 
surpassent  celle  du  produit 

(36)  a  Ci1, 

l'équation  (i)  admettra  une  seule  racine  réelle  renfermée  entre  les 
limites  a,  a  -+-  21. 

Démonstration.  —  En  effet,  si  l'on  pose 
on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (6)  et  des  formules  (48),  (49)  de  la 
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huitième  Leçon, 

/(*)  =/(a)  +  (,-  +  ,)/'(„)  +  (±±^>î/'(a) 

(37)  {  +^£î!/-[a  +  fl(i  +  *)] 

=  (8/'(a)  +  ,(«  +  £)/»(a)  +  ^^/'[«  + »(!-  +  «)], 

(38)  /'(*)=/»(«)  +  («•  +  *)/*(«)  +  ^^  /'[«  +  •<«'  +*)], 

0»  6  désignant  des  nombres  inférieurs  à  l'unité.  Or,  si  les  conditions 
énoncées  dans  le  théorème  IV  sont  remplies»  la  fonction  f\x)  con- 
servera évidemment  le  même  signe  que  f'(a)  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  comprises  entre  les  limites  z  =  —  i,  z  =  i,  par  conséquent  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x  =  a,  x  =  a  -t-  ai, 
tandis  que  les  valeurs  extrêmes  de  la  fonction  f(x)9  savoir 

(3g)     -*[/'(*)  +  ^ /'(«)]>        «[//(«)  +  Y/f(«)H-^/*(«  +  a»0]. 

seront  affectées  de  signes  contraires.  Donc,  en  vertu  du  théorème  I, 
l'équation  (i)  aura  une  seule  racine  réelle  comprise  entre  les  limites 
a,  a-\-  ai. 

Théorème  V.  —  Concevons  que,  la  quantité  i  étant  déterminée  par  la 
formule  (34)»  on  pose 

(4o)  b~a  +  i 

et 

(40  >  =  -■*•> 


w  ' (6) 


Soient  d'ailleurs  A  /a  ^>/u$  petite  valeur  numérique  que  puisse  acquérir  la 
fonction  f(x)  entre  les  limites  x  =  a,  x  =  a  -+-  2 1,  c/  B,  C  fe*  />/oî 
grandes  valeurs  numériques  que  puissent  acquérir,  entre  les  mêmes 
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limites,  les  fonctions  f"(x),  /"(^O*  Si  les  rapports 

,,   x  2B1       aC/8  2C1* 

(42)  -r->       -r-, 


A±:aBï' 


restent,  abstraction  faite  des  signes,  inférieurs  à  l'unité,  la  valeur  numé- 
rique de  j  ne  surpassera  pas  celle  du  produit 

(43)  ±\fi, 

et  l'équation  (  1  )  admettra  une  racine  réelle  comprise,  non  seulement  entre 
les  limites  a,  a  -h  21,  mais  encore  entre  les  limites  b,  b  -h  2/. 

Démonstration.  —  Si,  comme  on  le  suppose,  les  valeurs  numériques 
des  rapports  (42)  restent  inférieures  à  l'unité,  les  expressions  (35) 
seront  des  quantités  de  même  signe,  et  leurs  valeurs  numériques 
surpasseront  le  produit  2C1*.  Donc,  en  vertu  du  théorème  IV,  l'équa- 
tion (1)  offrira  une  racine  réelle,  mais  une  seule,  renfermée  entre  les 
limites  a,  a  -+-  ai.  De  plus,  en  désignant  par  0  un  nombre  inférieur 
à  1,  et  ayant  égard  à  la  formule  (6),  on  trouvera 

(44)  <  £*  P  i* 

I  =/(a)  +  if\a)+-±r(a)+-r:^/'-{a  +  Qi)  =  -B/"(a  +  ei), 

puis  on  tirera  de  cette  dernière,  combinée  avec  les  formules  (/»o) 
et  (40» 

ji    f*(a  +  Qi)  1 

(45)  j  =  -g    S-^-TyJl 


3    f'(a  +  i)  a  /        ?  /V-+-0  f(a  +  0Y) 

1  -t- A 


I  _  £»  f'(a-hi)  f(a  +  0T 
V  '       3  /'(a-hi)    f'(a-hi) 


D'autre  part,  comme  les  valeurs  numériques  des  quantités  f\a  -h  1), 
f"(a  +  81)  ne  surpasseront  pas  les  nombres  B,  C,Ja  valeur  numérique 

de  l'expression 

j*  /'(fl  +  i)  fla  +  Oi) 

3  /'(«+0    f'(a  +  i) 
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ne  surpassera  pas  celle  du  produit 

_i_  aB<  aC** 
12    A       A 

inférieure  elle-même,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise,  à  la  fraction 

i 

■  ■  ■■  • 
12 

Par  suite,  la  valeur  numérique  dey  ne  surpassera  pas  celle  du  produit 

ll c  i  _       2       C  , 

3  A  -  /         f  ~"  6  +  ^33  A l  ' 


\r-j-* 


ni,  à  plus  forte  raison,  celle  du  produit 


2   C  , 
ii  A 


Donc  la  quantité  ay  sera  renfermée  entre  les  limites 

2    2 Ci1  .       2    2 C«*  . 

""n'A"1'    77  "Â"1' 

auxquelles  on  pourra  substituer  les  deux  suivantes 

2  .       a  . 

1,     — i, 

ii         ii 

et  la  somme  b  -h  2y  =  a  -h  i  -t-  2y  entre  les  limites 

a  +  (I"n)1"'  a  +  (1+*rr)£' 

par  conséquent,  entre  les  quantités  a,  a  -t-  21.  Donc,  si  Ton  fait 
varier  x  entre  les  limites  b9  b  +  2j9  les  fonctions  f'(x),  f"(x\ 
fm(x)  resteront  (abstraction  faite  des  signes)  la  première  supérieure 
à  A,  la  seconde  inférieure  à  B,  la  troisième  inférieure  à  C,  et  les  deux 
expressions 

(46)  /'(*),    f'(b)  +  V'f"{b) 
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seront  des  quantités  de  même  signe,  dont  les  valeurs  numériques, 
supérieures  au  plus  petit  des  deux  nombres 


A,     A  ±.2 


By>(.-£)A. 


surpasseront,  à  plus  forte  raison,  le  produit 
(47)  aCy"<  —  C**<-^-A. 

'  J  121  121 

Cela  posé,  on  prouvera,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  à 
l'aide  desquels  on  a  établi  le  théorème  IV,  que  la  racine  réelle  déjà 
mentionnée  est  comprise  entre  les  limites  b,  b  4-  ij. 

Corollaire  L  —  On  voit,  par  ce  qui  précède,  comment,  étant  donnée 
la  valeur  approchée  a  d'une  racine  de  J'équation  (1),  on  peut,  à  l'aide 
de  la  formule  (6)  ou  (34),  obtenir  de  nouvelles  valeurs  approchées, 
et  resserrer  de  plus  en  plus  les  limites  entre  lesquelles  la  racine  se 
trouve  comprise.  C'est  dans  l'emploi  de  cette  formule  que  consiste  la 
méthode  de  Halley  pour  la  résolution  approximative  des  équations 
numériques.  Il  est  bon  d'observer  que  les  différences  entre  la  racine 
cherchée  et  ses  deux  premières  valeurs  approchées  a\  b  seront  res- 
pectivement inférieures  l'une  à  la  valeur  numérique  de  ai,  l'autre  à 
la  valeur  numérique  de  y\  et  à  plus  forte  raison  à  celle  du  produit 

1 1  A  1 1 A 

Donc,  si  l'on  désigne  par  p  la  valeur  numérique  de  1,  et  celle  de  la 

2  C«* 
quantité — -z-  par 

<»»  '=7t£ 

les  différences  dont  il  s'agit  ne  surpasseront  pas  les  nombres 


'■.C 


2p'    77ÂP        p  * 
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De  même,  si  l'on  nomme  c,  d,  . . .  les  troisième,  quatrième,  ... 
valeurs  approchées  de  la  racine  en  question,  elles  n'en  différeront 
que  de  quantités  qui  ne  surpasseront  pas  les  nombres 


•   ■   •  • 


« 

Donc  les  erreurs  que  Ton  pourra  commettre  en  substituant  à  la  racine 
cherchée  ses  valeurs  approchées  successives 

a9     b9     Cj     d, 

seront  respectivement  inférieures  aux  divers  termes  de  la  suite 

(49)  •  2P>     2p£»,     ape8,     ape",     

Ajoutons  que  ces  termes  se  réduisent  à 

(50)  ke,     kt*,    /*£9,     Xf£î7,     ..., 

lorsqu'on  y  transporte  la  valeur  de  p  tirée  de  l'équation  (48),  en  sup- 
posant e  positif,  et  faisant  pour  abréger 


(5,) 


/n  A 


Concevons  maintenant  que  le  nombre  £  ne  surpasse  pas  une  unité 
décimale  de  l'ordre  n,  en  sorte  qu'on  ait 


(5.)  .<(£)"• 

Si  Ton  suppose  d'ailleurs 

(53)  *<(£) 


rfc/rt 


m  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  les  termes  de  la  série  (5<0 
seront  respectivement  inférieurs  aux  nombres 


,-/,  (  l  \n±,n     (  l  Vn±m     (  !  Vn±m     (  l  V7 


n±.m 


m    m    *    • 
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Donc,  parmi  les  chiffres  qui  suivront  les  unités  de  l'ordre  m,  si  l'on  a 


(55)  k< 


(*)■  ■ 


ou  les  unités  décimales  de  Tordre  m,  si  Ton  a 

(56)  *<(io)'«, 

le  nombre  de  ceux  sur  lesquels  on  pourra  compter  sera  égal  à  n  dans 
la  première  valeur  approchée  de  la  racine  réelle  de  l'équation  (i), 
à  3/î  dans  la  seconde  valeur  approchée,  à  gn  dans  la  troisième,  etc. 
Donc  ce  nombre  sera  triplé  à  chaque  opération  nouvelle. 
Si  Ton  a 

(57)  *<i, 

les  termes  de  la  série  (54)  deviendront  respectivement 


<«>  "  .  &)••  ter  &t-  ter 


•  •  •  > 


et  par  conséquent  le  nombre  des  décimales  sur  lesquelles  on  pourra 
compter  sera  triplé  pour  le  moins  à  chaque  opération  nouvelle. 

,     Corollaire  II.  —  Il  est  bon  d'observer  encore  que,  si  les  conditions 

énoncées  dans  le  théorème  V  sont  remplies,  si  d'ailleurs  la  fonction 

fm(x)  ne  change  pas  de  signe  entre  les  limites  x  =  a,  x  =  a  -+-  ai,  la 

valeur  de 

j—c  —  b, 

déterminée  par  l'équation  (45)»  sera  une  quantité  affectée  du  même 
signe  que  le  produit 


Donc,  si  le  rapport 

(»9) 

est  positif,  les  différences 

i  =  b  —  a,        j fzz  c  —  b, 


/*(«> 
/'(«) 
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seront  des  quantités  de  même  signe,  et  les  valeurs  approchées  a,  b, 
c,  d,  ...  formeront  une  série  croissante  ou  décroissante.  Le  contraire 
arriverait  si  le  rapport  (69)  devenait  négatif. 

Des  raisonnements  semblables  à  ceux  que  nous  avons  développés 
ci-dessus  suffiraient  pour  faire  voir  que  les  formules  (7)  et  suivantes, 
appliquées  à  la  détermination  approximative  des  racines  de  l'équa- 
tion (1),  fournissent  pour  ces  racines,  et  sous  certaines  conditions, 
des  valeurs  approchées  successives  dans  lesquelles  le  nombre  des 
chiffres  exacts  est  quadruplé,  quintuplé,  etc.,  à  chaque  opération 
nouvelle. 

11  nous  reste  à  montrer  de  quelle  manière  on  doit  modifier  les  prin- 
cipes que  nous  venons  d'exposer,  pour  les  rendre  applicables  à  la 
.  recherche  des  racines  imaginaires  des  fonctions  algébriques  ou  trans- 
cendantes. Nous  établirons,  à  ce  sujet,  les  propositions  suivantes  : 

Lemme  I.  —  Si  Von  désigne  par  a,  (3,  y,  ô  quatre  quantités  réelles,  la 
somme 

(60)  «y  -h  (3d 
sera  toujours  comprise  entre  les  limites 

(61)  -  (a* -h  P)*(y*+  **)\     (a* -H  $%Y(f+  <*')*■ 

Démonstration.  —  On  aura  identiquement 

(62)  (ay  +  (3Ô)'+-  (a3  -  (3y)*=  («*+-  (3* )(y«-t-  <$') 

et,  par  suite, 

(63)  («y-»-lM>f<(*1  +  P,)(y,-»-*i)- 

Donc  la  valeur  numérique  de  la  somme 

07  -+-  |3â 

sera  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  au  produit 

et  par  conséquent  cette  somme  sera  renfermée  entre  les  limites  (61). 
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Scolie.  —  On  prouverait  de  même  que  la  somme 

offre  une  valeur  numérique  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à  celle  du 
produit 

(65)  («f-*-Pf+y1-»-..-)*(«î  +  PÎ  +  yï +.-•)*• 

quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  de  a,  (î,  y,  ... ,  a,,  [5,,  y,, 

Lemme  II.  —  La  somme  de  deux  expressions  imaginaires  offre,  ainsi 
que  leur  différence,  un  module  compris  entre  la  somme  et  la  différence 
de  leurs  modules. 

Démonstration.  —  En  effet,  soient 

(66)  a+py^TT,     y4-aV/^7 

les  expressions  imaginaires  proposées.  Leur  somme  et  leur  différence 


(67)  a-h  y-+-(fi-hà)\/—  !»     «  —  y -+-  (P  —  à)\f^î 

offriront  pour  modules  les  deux  quantités 

(68)  |  [a'  +  P'  +  ^ay  +  P^  +  y'+a1]*, 

I  [a*+P1-2(ay-hp3)-t-y,-h3ï]S 

qui,  d'après  le  lemme  I,  seront  Tune  et  l'autre  renfermées  entre  les 
deux  limites 

/a   %     )  (a'+P'-av/a'H-PV^^+y'H-^ 

\^9)     \ x  

(  (aî+p8+av^f  +  PVy,+  *+y,-*-*,),=      v/*' -*- P* + vV +- ôî > 

c'est-à-dire  entre  la  somme  et  la  différence  des  modules  des  expres- 
sions (66). 

Lemme  III.  —  Si  l'on  désigne  par  a,  (î,  u9  v  des  quantités  réelles,  et 
par  0  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  le  module  de  V expression  imagi- 
naire 


(70)  a  -+-  Ou  -+-  (P  4-  Qv)  \f—i 
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sera  compris  entre  les  modules  des  deux  suivantes  : 

(70  a  4- (3^--»»     a -h  h -f- (  |3  4- v  )  ^1 . 

Démonstration.  —  Comme  le  module  de  l'expression  (70),  savoir 

(72)  a*  4-  (3*4-  2  9(au  4-  (3r)  4-  6*{u*  +  c1), 

peut  être  présenté  sous  la  forme 

,    _                              [(«t4-«',)0  4-aii4-pf]14-(ap  — P«)s 
17*)  -,^ji » 

il  est  clair  qu'il  croit  ou  décroît  constamment,  tandis  que  l'on  fait 
croître  0  entre  les  limites  0  =  o,  0  =  1.  Donc  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  valeurs  qu'il  reçoit  alors  sont  celles  qui  correspondent  à 
ces  limites,  c'est-à-dire  les  modules  des  expressions  (71). 

Théorème  VI.  —  Soient 

une  variable  imaginaire, 

a  z=z  1  4-  fx  v^ —  ' 

une  valeur  particulière  de  cette  variable,  et 


i  =z  <x  4-  p  v^—  ' 

un  accroissement  attribué  à  la  valeur  a.  Concevons  d'ailleurs  que,  p,  q, 
X,  (x,  a,  P  e/a/i/  cfa  quantités  réelles,  on  désigne  par 


(74)  p  =  («f  +  P5) 


le  module  de  a  4-  (3  ^—  1  »  /Kir  /(a?)  une /onction  dont  les  dérivées  ne 
puissent  s'évanouir  toutes  à  la  fois,  et  par  ç(/>,  y),  /,(/>»  y)  deux  fonc- 
tions réelles  de  p  et  de  q  propres  à  vérifier  la  formule 

Enfin,  posons 

(76)  xz=a  -hi  -hs 
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et 

(77)  ^)  =  9.{piÇ))        d-1^3}=x'{p,q). 

Si  la  fonction  f(x)  reste  continue ,  ainsi  que  sa  dérivée  f'(x),  et  conserve 
un  module  supérieur  à  celui  de  l'expression 

(78)  /(«H-0, 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z  qui  offrent  un  module 
égal  à  p,  si  de  plus  les  valeurs  correspondantes  du  rapport 

(79)  ^7) 

sont  telles  quon  ne  puisse  trouver  parmi  ces  dernières  deux  quantités 
dont  le  produit  se  réduise  à  —  1,  V équation  (i)  admettra  une  seule 
racine  imaginaire  de  la  forme  a  -+-  i  4-  s,  le  module  de  z  étant  infé- 
rieur à  p. 

Démonstration.  —  En  effet,  si,  dans  la  fonction 

on  fait  varier  z  par  degrés  insensibles,  mais  de  manière  que  le  module 
de  z  ne  dépasse  pas  la  limite  p,  on  obtiendra  pour  cette  fonction  une 
infinité  de  valeurs  dont  l'une  offrira  un  module  plus  petit  que  toutes 
les  autres.  Soient  zQfp0,  q0  les  valeurs  de  z,p,  q  correspondantes  à  ce 
plus  petit  module,  en  sorte  qu'on  ait 

(80)  a  -h  i-h  z0  =  p0  +  7oV/_  '• 

Le  module  de  z0  sera  plus  petit  que  p,  et  l'expression 

(80  /(*  -+-  i  H-  -0)  =f(po  +  7o  \/~-^~i) 

s'évanouira  nécessairement;  car,  si  le  contraire  arrivait,  alors,  en 
attribuant  à  la  variable  z  une  valeur  infiniment  peu  différente  de  z0, 
et  par  conséquent  au  module  de  z  une  valeur  comprise  entre  les 
limites  o,  p,  on  pourrait  choisir  ces  valeurs  de  manière  que  le  module 
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de  /(a  -+-  î  4-  5)  devint  inférieur  au  module  de  /(a  -t-  i  -+-  s0)  (t>o/r 
le  théorème  V  de  la  treizième  Leçon).  Donc,  si  les  conditions  énon- 
cées dans  le  théorème  VI  sont  remplies,  l'expression  fia  -h  1  +  s0) 
sera  nulle,  et  l'équation  (1)  admettra  une  racine  x  =  a-h  i-+-  z,  dans 
laquelle  le  module  de  5  restera  inférieur  à  p.  J'ajoute  qu'une  seule 
racine  a  4-  i  H-  z0  =  p0  -h  q0  \/—  1  jouira  de  cette  propriété  ;  car,  si  l'on 
avait  en  même  temps 

(82)  /(/>o-H<7ov/-:r')=:0>        /[/>o+«-h(<7o-+-  r)VC7»]=o, 

p0-huf  q0-±~v  désignant  des  valeurs  réelles  de p  et  de  y,  distinctes 
de  />0,  y0  et  correspondantes  à  un  module  de  z  plus  petit  que  p,  on 
en  conclurait 

(83)  cp(/>0,70)  =  o,        <?{p0+u,q0+v)=o, 

(84)  x(/>o>7o)=o»        x(/?o+",  7o-+- ^)-"=  o. 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  non  seulement  à  la  formule  (75)  de  laquelle 
on  tire 


(85) 


-î^  +  ^i^  =^1^(^  +  ^/31) 


=(Pîp£l)H.^Ss£!!] 


(86) 


-55—-     —dp—-    IIP'*)' 


mais  encore  à  la  formule  (20)  de  la  vingt-troisième  Leçon,  et  repré- 
sentant par  0,  0  deux  nombres  inférieurs  à  l'unité,  on  trouverait 

(  <?(/>o-t- «,  7o +'')  =  ?(/><>,  ?<>)  +  «?'(/><> -t-  0«.  tfD-^f)  — (>x'(/».-H0«,  7.-+-Ô»-), 

(  87  )         J 

'  %(/?o^'^7o+^0=X(^o,7o)-^wX,(/>o-^®«»^o•^-®«,)-+-«,?'(/?o-4-®W,7o-^-B^); 

puis  on  déduirait  de  ces  dernières  équations  combinées  avec  les  for- 
mules (83)  et  (84) 
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Or  l'équation  (88)  ne  pourrait  subsister  qu'autant  que  les  deux 
valeurs  du  rapport  (79)  qui  correspondent  :  i°  à  p  =  p0-h  6m, 
q  =  q0-hQv;  20  à  p  =p0-+-Qut  q  =  q0-\-Qv  fourniraient  un  pro- 
duit égal  —  i,  ce  qui  n'aura  pas  lieu  dans  l'hypothèse  admise, 
attendu  que  les  modules  des  différences 

seront,  en  vertu  du  lemme  III,  compris  entre  les  modules  des  sui- 
vantes 

Po  +  qosf^i  —  (a  -h  i),     />0-f-  u  -h  (<7o+  v)*/-^1  —  (a  -h  i), 

et  par  conséquent  inférieurs  à  p.  Donc  alors  l'équation  (1)  n'offrira 
qu'une  racine  imaginaire  correspondante  à  un  module  de  z  plus  petit 
que  la  quantité  p. 

Corollaire.  —  Lorsque  le  rapport  (79)  conserve  constamment  le 
même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  s  qui  offrent  un  module  infé- 
rieur à  p,  alors  parmi  ces  valeurs  de  z  on  n'en  peut  trouver  qu'une 
seule  à  laquelle  corresponde  une  racine  de  l'équation  (1). 

Théorème  VII.  —  Soient 
une  variable  imaginaire, 

une  valeur  particulière  de  cette  variable, 


i  —  cl  -{-  (3  \f^~\ 

une  expression  imaginaire  propre  à  vérifier  la  formule  (5);  et  posons 

jo  —  a  -+■  *  -+-  z. 

Concevons  de  plus  que,  p%  q,  X,  jj.,  a,  (3  étant  des  quantités  réelles,  on 
désigne  parf(x)  une  fonction  réelle  ou  imaginaire  de  x  dont  les  déri- 
vées  ne  puissent  s'évanouir  toutes  à  la  fois.  Enfin,  soient  p  le  module 
de  1,  et  B  un  nombre  égal  ou  supérieur  au  plus  grand  des  modules 

OE  livre  s  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  7-5 
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qu'acquiert  la  fonction  f"(x),  tandis  que  le  module  de  z  reste  compris 
entre  les  limites  o,  p.  Si  le  module  de  l'expression 

(89)  f'{a)=f'(l  +  IL\'~*) 
surpasse  le  produit 

(90)  4BP, 

l'équation  (  1  )  admettra  une  seule  racine  imaginaire  de  la  forme 

a  -h  *  ■+-  z, 
le  module  de  z  étant  inférieur  à  p. 

Démonstration.  —  Adoptons  les  notations  employées  dans  les  for- 
mules (75),  (77),  et  faisons  en  outre 

(91)  ,  zzzzu^-  v\J—  1, 

//,  v  désignant  deux  quantités  réelles 

(92)  Ri=i[?Uf*)],+[x,(^f*)],r}. 

dp*  dp        "9KPf1)f 

(93) 

dt7m(p9q)_dyj(p9q)    ..     , 

[  ~~ dp        -  —  dp        -/l^?'- 

L'équation  (75)  entraînera  évidemment  les  suivantes  : 

i  f'(p  + 7  v^37»)  =  ?'(p>9)  -h  v^  y!(Pf  <?)> 

(94)  ,  , N  . 


De  plus,  on  tirera  des  formules  (86)  :  i°  en  les  différentiant  par  rap- 
port à  p9 

-ïiP,9h 


I  d<9\p>q)  _    _  dx'(p,q)  __ 


)         dq  dp 

(95)  < 

I  dy'(PyÇ)         d9(p>q)  n,       v 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,  d*9(p,q)  _       d*X(p,ç)_ 

\     dpdH     -  dp-     ■-     *(/».*). 

(96)  ' 

—dp-Jç— dp~  -    * (*  *>  • 

2"  en  les  différentiant  par  rapport  à  q, 

[  tPf(p,q)  _       d*x(p,q)  _         „,         , 

(97)  * 

'  d'XJPf9)  _       d*9(p,q)  _         ./n_. 

On  trouvera  par  suite,  en  considérant/?  et  y  comme  variables  indé- 
pendantes, # 


(98) 


(99) 


(100) 


(  dy{p9q)  —o'(p,g)dp  —  x'(p,q)dq, 

\  dx(p>q)  ^xXPf^dp  +  y'iPtÇ)***?, 

\  di9(P,q)  =  y"(P,Ç)(dP'-dq*)-2x,,(p,q)dpdq, 
\   d*x(P>9)=X,t(P>q)(dp'--dq>)-ir29''(p,q)dpdq, 

[  dy'(p9q)  =  v''{pyq)dp~-i»(p,q)dq, 

'  d x'(/>.  ?)  =  *'(/>. q)dp  +  <t"{Pf q)d(i- 


D'autre  part,  comme  on  aura 

on  conclura  des  équations  (75)  et  (94) 

(102)     <  /'(,r)  =  9'(>.  -ha-h//,Lt4-(3-i-r)-|-v/:=r>x'(>--^a-»-",  fi  +  ?  +  c), 
(  /"(■*)  =  ?"(>.  +  a  +  tf,|i  +  p  +  ^)+  V^  **(*  H-a-H  a,  fjL-h(5-»-  r). 

Enfin,  comme  l'équation  (5)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(io3)     /(XH-^v/^)-+-(aH-Pv/-^)//[^4-oc-4-(fx-r-(3)v/=nj-o, 


(io5) 
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on  tirera  de  cette  équation,  réunie  aux  formules  (73)  et  (94)» 

(»04) 

'  %(*>  f*)  +  «  X'(*»  F1)  +  P  ?'(*•  fO  =  °- 

Soient  maintenant  6|9  0(9  629  &2  des  nombres  inférieurs  à  l'unité. 
Les  équations  (18)  et  (20)  de  la  vingt-troisième  Leçon,  combinées 
avec  les  formules  (98),  (99),  donneront 

9(X  +  «  +  a,/x  +  pH-i')  =  9(A,/*)  +  («  +  «)9'(X,ft)  -  (^-H  *')x'(X,  fx) 

-+■  (J±±^)—1&  •+•  ">'  9>[X  -t-  S, (a  -t-  tf), f*  -h  0,(S  4-  f  )1 

X(X  h-  a  -h  1/,  jx  4-  (3  h-  r)  =  x(X,  fx)  4-  (a  -h  u) x'(X,  jx)  4-  (P  4-  i>)  9'(X,  jx) 

" a      L  X  [*  4-  B,  (a  4-  tf),  H  4-  0,  (P  4-  ♦')] 

(a -h  w)  (P -h  i')  9ff[X -h  e,(a  4- w),  fx -+- et((3  4- r)] 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

;  ç(X  -h  a  4- m,  fx-4-[3  -+-«')  =  "?'(*»/*)  —  t'x'U*/*) 

(g-f-"),7(P+,')V[^+g.("+").f*+MP-H«-)] 

(106)  ( 

(a  4-  a)  (P  4-  i>)  <pf  [X  4-  B,(a  -h  a),  fx  4-  0,(P  4-  *>)] 

et 

9r(X4-«4-if,  fx4-  p4-^)=9'(X,fx)4-(a4- w)9"[X4-0,  (a-f  tf),/x  +  6,  (p4-p)] 

-(P  +  ^)Xf[^-i-flt(«-»-«).f*  +  9t(P  +  ^)]. 

(107)  < 
'x'(X4-a4-M,tx4-p-hr)=X,(^^)-+-(*  -*-")x"l>-+-ei(a-»-")»P  +  eî(P  "+-'')] 

+  (P  4-  «0  <p'[X  4-  e,(a  4-  m),  /x  -*-  6S(  P  4-  r)l- 

D'ailleurs,  en  vertu  du  lemmc  1  et  des  suppositions  admises,  les 
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valeurs  numériques  des  expressions 

K        \K?      }  x'(p,ç) +  («  +  *) &  +  *)&*  g) 

resteront  inférieures  au  produit 

et  les  valeurs  numériques  des  expressions 

(a  -h  a)  <p'(/>,  ?)  -  (P  4-  ?)  x"(P>  Ç)»     («H-  ")  *'(/>•  7)  ■+■  (P  +  «0  9'(P>9) 

au  produit 

[(a  +  ii)»  +  ((3  -v  *)■]*  |[?'(/N  ï)]f  4-  lx'(P>  ?)]'}* <  B[(«  4-  «0f4-  ((3  4-  e)T, 

i 

toutes  les  fois  que  le  module  de  s,  savoir  (u*  +  ç*y9  vérifiera  la 
condition 

(108)  (u*-hv*)*ïp. 

Donc  alors,  en  désignant  par  G',  0\  0",  0"  des  nombres  inférieurs  à 
l'unité,  on  tirera  des  formules  (106),  (107) 

9  (X  +  «  4-  n,  p  4-  P  4-  r)  =  «  ?'U,  f*)  4-  vz'{l,  11)  4=  0'B  (flt  +  "),+  (P  +  <;)!, 
(109)     ( 

I  <p'(>  +  a+M,/x-H(3-t-f)  =  9'(X,fx)±:9''B[(a  +  «)1  +  ((3  +  i')t]', 

f  z'(X  +  «  +  «,^  +  p  +  P)  =  x'a,fA)±effB[(«  +  «)î-t-(P  +  «•)«]'• 

Cela  posé,  la  première  des  formules  (102)  donnera 

(„,)/(x)=(M  +  ,v/=^)/a+fxv^)±(9'±e\/^)B(a+w),t(?+,,)t; 
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puis  on  en  conclura,  en  prenant  u  =  o,  v  =  o, 

(M2)       /[).  +  «  +  ((x  +  p)v/^]=±(ô'±e'v/^)B— »^- 

Donc  l'expression  imaginaire 

(78)  f(<*  +  i)=f[l  +  «  +  (tJ.  +  P)\~i\ 

aura  pour  module  la  quantité 

22 

D'autre  part,  comme,  en  vertu  du  lemme  II,  le  module  de  l'expression 

imaginaire 

<  . — 

savoir 

l(a  +  uy  +  (p  +  vyy, 

sera  inférieur  au  double  du  module  de  1,  et  vérifiera,  par  conséquent, 
la  condition 

(n4)  L(«  +  «)!+(P  +  <•)']*<  ^p, 

tant  que  le  module  de  -  ne  surpassera  pas  le  module  p;  il  suffira  de 
prendre 

(u5)  (u*+v*)*  =  p  =  {**  +  $*)*, 

et  de  supposer 

(116)  R,>2Bp\/2, 

pour  que  la  fonction  f(x),  déterminée  par  la  formule  (1 1 1),  offre  un 
module  supérieur  à  la  différence 

(117)  pRi-(0,2  +  e,î)î2Bps>p(RI-2BpV^). 

Donc  ce  dernier  module  surpassera  celui  de  l'expression  (78),  si 
l'on  a 

(n8)  R^Bpv/2, 
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et,  à  plus  forte  raison,  si  Ton  a 

(119)  R,>4BP. 

Alors  aussi  les  diverses  valeurs  du  rapport  (79),  correspondantes  à 
des  modules  de  z  plus  petits  que  p,  seront  telles  que,  parmi  ces 
valeurs,  on  ne  pourra  en  trouver  deux  qui  fournissent  un  produit 
égal  à  —  i .  En  effet,  si  l'on  choisit  u  et  v  de  manière  à  vérifier  la  con- 
dition 

1 

(120)  (w*-h^)2  =  p, 

on  aura,  en  vertu  des  formules  (110)  et  (114). 

(121)  ?'(/>,  «7)  =?'(*,  ^dzaSBp,        x,(^7)--Zl(^f*)^a®Bp> 

0,  0  désignant  deux  nouveaux  nombres  inférieurs  à  l'unité.  En 
d'autres  termes,  la  fonction  <f'(p,  g)  restera  comprise  entre  les  limites 

<p'(A,/z)  — aBp,     9'(X,fjt)  -t-aBp, 
et  la  fonction  x'(p,  q)  entre  les  limites 

U  est  aisé  d'en  conclure  que,  si  l'on  désigne  par  p0,  q0*  pi9  qt  deux 
systèmes  de  valeurs  de  p  et  q  correspondants  à  des  modules  de  z  plus 
petits  que  p,  la  somme 

<  «  aa  )  ?'(/><>,  g0)  ?'(/>i,  Çt)  -+-  yJ(P;  <7o)  X'(P\>  qi  > 

restera  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  seize 
valeurs  que  peut  acquérir  l'expression 

(i23)    [o'Ck,n)±  2BP]  [?'(X,fO  ±  aBp]  -+-  [*'(*,  f»)  ±  2BP]  [X'a,frt  rcaBp], 

eu  égard  aux  doubles  signes  qu'elle  renferme.  Donc,*  si  l'on  nomme 
o,,  y,  les  valeurs  numériques  de  <p'(X,  p)  et  de  //(a,  ijl),  liées  entre 
elles  par  la  formule 
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la  somme  (122)  ne  pourra  devenir  inférieure  à  la  plus  petite  des  seize 
valeurs  de  l'expression 

(i25)  (91±aBp)(9,±aBp)  +  (xi±aBp)(x.±aBp). 

Or  cette  plus  petite  valeur  sera  évidemment  positive,  si  la  condi- 
tion (119)  est  remplie,  et  se  réduira,  dans  ce  cas,  à  Tune  des  trois 
quantités 

(126)  (?1__aBp)'+(xi-2Bp)', 

(127)  (9,-2Bp)î-(2Bp-x,)(2Bp4-Xi)  =  Rî-4Bp?1>R1(R1-4Bp), 

(128)  (x1-2Bp)I-(2Bp~cPl)(2Bp4-cpI)-RÎ-4Bpxi>R,(R,-4Bp), 

savoir  à  la  quantité  (126),  si  Ton  a  en  même  temps 

(129)  9!>2Bp,        Xi>aBP> 
à  la  quantité  (127),  si  Ton  a 


(i3o)       xi<aBP        et,  par  suite,        9, > )/R*  —  48^*  >  2Bp ^3, 

enfiîi  à  la  quantité  (128),  si  l'on  a 

(i3i)        9,<2Bp        et,  parsuite,        Xi  >  V/R?  —  4B*ps  >  2Bp  v/3. 

Donc  alors  l'expression  (122)  restera  toujours  positive,  et  la  formule 

<tv>\  p'doigo)  ?'(/»i,yi)_     t 

ne  sera  jamais  vérifiée.  D'autre  part,  nous  avons  déjà  prouvé  que, 
dans  le  même  cas,  le  module  de  l'expression  (78)  est  inférieur  à  tous 
ceux  que  peut  acquérir  la  fonction  f(x),  tandis  que  le  module  de  z 
reste  égal  a  p.  Donc  alors,  en  vertu  du  théorème  VI,  l'équation  (1) 
admettra  une  seule  racine  correspondante  à  un  module  de  z  plus 
petit  que  p. 

Théorème  VIII.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème VII,  désignons  par  A  le  plus  petit  module  que  puisse  acquérir  la 
fonction  f(x)  —f(a  +  1  +  z),  tandis  que  le  module  de  z  varie  entre 
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les  limites  o  et  p.  Soient  d'ailleurs 
(i33)  b  =  a-¥i 

et 

t,v\  ;-      f(b) 

(•34)  J  —  JW)' 

Si  le  produit 

(90)  4BP 

est  inférieur  au  nombre  A,  l'équation  (i)  admettra  une  racine  imagi- 
naire qui  sera  non  seulement  de  la  forme  a-hi-hs  =  b-+-z,  le  module 
de  3  étant  inférieur  à  p,  mais  encore  de  la  forme  b  -+-y  -h  s9  le  module 
de  s  étant  plus  petit  que  celui  de  y. 

Démonstration.  —  Lorsque  le  produit  (90)  est  plus  petit  que  À,  il 
est,  à  plus  forte  raison,  inférieur  au  module  de  /'(a)-  Donc  alors,  en 
vertu  du  théorème  VII,  l'équation  (1)  offre  une  racine,  mais  une 
seule,  de  la  forme  a  +  e  +  s,  le  module  de  z  étant  inférieur  à  p. 
D'ailleurs,  si  les  conditions  énoncées  dans  les  théorèmes  VII  et  VIII 
sont  remplies,  le  module  de  /(6)  =/(a -+- 1)  ne  surpassera  pas  le 
second  membre  de  la  formule  (n3),  et  par  suite  la  valeur  de  y, 
déterminée  par  l'équation  (1 34)  ou 

035)  J=-I£±J1 

f\a  -w) 

offrira  un  module  p,  qui  vérifiera  la  condition 

036)  p1<i|p.v/2-<y^p<«p. 

Donc,  tant  que  le  module  de  s  restera  inférieur  à  celui  dey,  le  module 
de  y  h-  s  restera  inférieur  à  p,  ou  même  à  -p,  et  les  modules  des  deux 
expressions 

(i37)  /'(6+y'  +  *),   f(b+j  +  s) 

demeureront  le  premier  supérieur  à  A,  le  second  inférieur  à  B.  Cela 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  IV.  76 
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posé,  comme,  p4  étant  plus  petit  que  p,  le  produit  4Bp,  restera  infé- 
rieur à  A,  et,  à  plus  forte  raison,  au  module  de  f'(b),  on  prouvera, 
par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  à  l'aide  desquels  on  a  établi 
le  théorème  VII,  que  la  racine  ci-dessus  mentionnée  est  de  la  forme 
h  -h  y  h-  s9  le  module  de  s  étant  inférieur  à  p, . 

Corollaire  /.  —  On  voit,  par  ce  qui  précède,  comment,  étant  donnée 
la  valeur  approchée  d'une  racine  imaginaire  de  l'équation  (i),  on 
peut,  à  l'aide  de  la  formule  (5)  ou  (8),  obtenir  de  nouvelles  valeurs 
approchées,  et  resserrer  de  plus  en  plus  les  limites  entre  lesquelles  le 
module  de  la  racine  se  trouve  compris.  Il  est  bon  d'observer  que  les 
différences  i -+- zr  J-hs  entre  la  racine  cherchée  et  ses  deux  pre- 
mières valeurs  approchées  a,  b,  offriront,  en  vertu  du  lemme  II  et  de 
la  formule  (i36),  des  modules  inférieurs  aux  nombres 

B       — 

(l38)  2pr  2pi<-£p*\j2. 

Donc,  à  plus  forte  raison,  dans  les  différences  dont  il  s'agit,  les  par- 
ties réelles  et  les  coefficients  de  \J—  i  ne  surpasseront  pas  les  quan- 
tités (i38),  que  l'on  peut  remplacer  par  les  suivantes 

2p,     ap£, 

en  faisant;  pour  abréger, 

(i39)  '  =  ~it  ■ 

On  prouvera  de  même  que,  si  l'on  nomme  c,  d9  . . .  les  troisième,  qua- 
trième, ... .  valeurs  approchées  de  la  racine  en  question,  les  diffé- 
rences entre  cf  d,  ...  et  cette  racine  offriront  des  modules  qui  ne 
surpasseront  pas  les  nombres 

£(p£)*V^  =  2pe»,         -£(pt*)*\fi=2  2pe\        

Donc,  en  substituant  à  la  racine  cherchée  les  expressions  imaginaires 

a,     b,     c,     dy     . . . , 
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on  ne  pourra  commettre  sur  la  partie  réelle  et  sur  le  coefficient 
de  V—  i  que  des  erreurs  qui  ne  surpasseront  pas  les  différents  termes 
de  la  série 

(i4o)  ap,     apg,     aps3,     2p£7,     .... 

Remarquons  d'ailleurs  que,  si  l'on  pose 

/  /  x  i        4  A         2  Ai/a 

(«40  k  =  irr  =  -ï\' 

ces  différents  termes  deviendront  respectivement 

04*)  Arc,     Are1,     AteS     k&,     

Concevons  maintenant  que  le  nombre  £  ne  surpasse  pas  une  unité 
décimale  de  Tordre  n,  en  sorte  qu'on  ait 

(.43)  «<(JL)\ 

Si  l'on  suppose,  d'ailleurs, 

(.44)  *<(£)" 

m  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  les  termes  de  la  série  (1^2) 
ne  surpasseront  pas  ceux  de  la  série  (28).  Donc,  parmi  les  chiffres  qui, 
dans  la  partie  réelle  d'une  valeur  approchée  ou  dans  le  coefficient  do 
V—  1,  suivront  les  unités  de  Tordre  /w,  si  Ton  a 


(i45  )  *< 


(=) 


m 


ou  les  unités  décimales  de  Tordre  m,  si  Ton  a 

(i46)  Ar<(io)"S 

le  nombre  de  ceux  sur  lesquels  on  pourra  compter  sera  égal  à  n  pour 
la  première  valeur  approchée,  à  2/1  pour  la  seconde,  à  l\n  pour  la 
troisième,  etc.  Donc  ce  nombre  sera  doublé  à  chaque  opération  nou- 
velle. 
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Corollaire  IL  —  Gomme  on  tire  de  la  formule  (i3g) 

/n         8Aê 

V2 

il  est  clair  que  le  produit  4Bp  sera  inférieur  à  A,  si  Ton  a 

('47)  *<gV/â. 

Pour  montrer  une  application  des  méthodes  que  nous  venons  d'ex- 
poser, prenons  d'abord 

(i48)  f(x)  =  47* -H  io#  —  I» 

en  sorte  que  l'équation  (i)  se  réduise  à 
(149)  Xl^r  io#  —  i  =  o. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  Y  Analyse  algébrique  {  page  519)  ('  ), 
l'équation  (i4(j)  n'aura  point  de  racines  négatives,  mais  une  seule 
racine  positive  et  quatre  racines  imaginaires,  attendu  que  le  premier 
membre  pourra  être  à  volonté  considéré  comme  offrant  ou  cinq  varia- 
tions de  signe,  ou  une  seule  variation  et  quatre  permanences  de  signe. 
De  plus,  si  l'on  désigne  par  rie  module  de  l'inconnue  x%  celui  de 


x*-=\  —  ioj:        ou        r 


s 


devra  être,  d'après  le  lemme  II,  inférieur  à  la  somme  1  h-  lor;  et  par 
conséquent  on  aura,  pour  chacune  des  racines, 

(i5o)  r*<i-\-ior,        r*<--+-io. 

Donc  le  module  de  chaque  racine  sera  inférieur  au  nombre  2,  puis- 
qu'on ne  peut  supposer  r  >  2,  sans  avoir  en  même  temps 

r*>i6>io-t-  -  >ioh 

2  r 

D'ailleurs,  si,  dans  l'équation  (149)»  on  remplace  le  dernier  terme 

0)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  H,  T.  III,  p.  4*4. 
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par  zéro,  et  la  lettre  x  par  la  lettre  a,  la  nouvelle  équation  que  l'on 
obtiendra,  savoir 

(i5i)  a*4-ioa  =  o, 

se  décomposera  en  deux  autres 

(l52)  tf  =  0, 

(i53)  ak  4-10  =  0        ou        a*  =  — 10, 

dont  la  seconde  sera  vérifiée  par  les  quatre  valeurs  de  a  comprises 
dans  la  formule 

(.54)  .  =  *(!)**  (5)*,/=7. 

Cela  posé,  faisons 

(il)  jzia  +  i  +  5, 

la  valeur  de  *  étant  déterminée  par  l'équation 

*    '  f'(a)  5a4+io  5a*-hio 

Comme,  en  prenant  :  i°a  =  o;  20  a4=  —  10,  on  tirera  successive- 
ment de  cette  même  équation 

(i55)  1=     — =     0,1, 

(i56)  i  =  —  y-  =  —  o,oa5, 

on  conclura  du  lemme  II  que,  pour  un  module  de  z  inférieur  à  celui 
de  1,  le  module  de  x  restera  compris  entre  les  limites 

(107)  o    et    0,2, 

si  Ton  a  a  =  o,  et  entre  les  limites 

1  1 

(i58)         (io)T— 0,05  =  1,72827. . .,        (io)T-h  o,o5  =  1,82827. . ., 
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si  Ton  a  a*  =  —  10.  Donc  alors,  pour  que  le  module  de 

reste  supérieur  au  nombre  A,  et  le  module  de 

fn(x)  =110  X1 

inférieur  au  nombre  B,  il  suffira  de  prendre,  dans  le  premier  cas, 
(159)  A  =  10  —  5(o,2)'  =  9,992, 

(160)  B  =  20(0,2)'  =  0,l6, 

et,  dans  le  second  cas, 

(161)  .  A  =   5(1,72827.  ..)*— 10=  34,609..., 

(162)  B  =20(1,82827. . .)'         =122,22 

Or,  si  l'on  adopte  les  valeurs  précédentes  de  A  et  B,  on  tirera  :  i°  de 
la  formule  (21),  en  supposant  a  =  o,  p  =  1  =  0,1, 

063)  £  =  (o'l6)  (0'°  =  0,0008  <  0,001; 

2(9>992) 

20  de  la  formule  (i3<))t  en  supposant  ah  =  —  10,  p  =  —  1  =  0,023, 

,    _.,  (0,025)  (122,22. ..)  1/2  -    , 

l64)  «=  — ')    u    r2^-  =0,0624.  ..<0,I. 

2(34,609...) 

D'ailleurs  les  valeurs  de  e  fournies  par  les  équations  (i63),  (164) 
vérifient  évidemment  les  conditions  (33)  et  (ï47)-  Donc,  en  vertu 
des  théorèmes  111  et  VIII,  l'équation  (149)  admettra  une  racine  réelle, 
positive,  mais  inférieure  à  0,2,  et  quatre  racines  imaginaires  com- 
prises dans  la  formule 


(i65) 


x  =  -o,025±^j  ±\ï)  V^-*-^ 


le  module  de  z  devant  être,  pour  chacune  de  ces  racines,  inférieur 
à  0,025.  De  plus,  si  Ton  désigne  par  a,  A,  c,  rf,  ...  les  valeurs  appro- 
chées successives  d'une  racine  de  l'équation  (149)»  déduites  :  i°  de 
la  formule  (i52)  ou  (1 54);  20  de  la  formule  (8),  les  erreurs  que  l'on 
pourra  commettre  en  remplaçant  cette  racine  par  a,  bf  c,  rf,  ...  ne 
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surpasseront  pas  les  différents  termes  de  la  série  (23)  ou  (i4o)*  infé- 
rieurs eux-mêmes  aux  nombres 

(  1 66  )   0,2,   0 ,  0002 ,   O  ,  0000000002 ,   o ,  0000000000000000000002 ,   .  .  . , 

s'il  s'agit  de  la  racine  réelle,  et  aux  nombres 

(167)  o,o5,  o,oo5,  o,oooo5,  o,oooooooo5,  ..., 

s'il  s'agit  des  racines  imaginaires.  Par  conséquent  une  opération  nou- 
velle, ou  deux  au  plus,  fourniront  pour  chaque  racine  une  valeur 
approchée  qui  renfermera  huit  ou  neuf  décimales  exactes.  Ainsi,  par 
exemple,  les  deux  premières  valeurs  approchées  de  la  racine  réelle, 
savoir  x  =  o,  x  =  0,1,  seront  suivies  d'une  troisième 

(168)  x-o,\-  5^y^T^=::0>099999<><>oo5... 

qui  renfermera  neuf  et  même  dix  décimales  exactes.  De  plus,  aux 
valeurs  approchées  des  racines  imaginaires,  données  par  l'équation 

(169)  W       W  v 

[       =  —  0,025  ±  i,257433. .  .(1  ±:  v^—  0» 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  deux  formules 

!X  z=r    1 ,  232^33  .  .  .  ±  (  I  ,  257433 .  .  .  )  \/—  I  , 

x  =r  —  1  r282433 .  . .  ±  (  1 ,  257433 . .  .  )  \J—  1  , 

succéderont,  après  une  ou  deux  opérations  nouvelles,  des  valeurs  plus 
approchées,  savoir 

j?=      r,23i8i3. .  .  ±  (r,258io5. .  .)tf—  1 , 
x  =  —  1,28181 3. .  .±:  (1,258007. .  ,)y/—  1 


('70 


ou 


(172) 


l  x—      i,23i8i475. .  .±:  (i,258io649- . .)  )J—  1 , 
(  #  =  —  1,28181425. .  .±  (1,25800767. . .) v^—  1 , 


et  les  deux  dernières  offriront  huit  décimales  exactes. 
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Soit  maintenant 

(i73)  f(x)  =  e*-jr, 

en  sorte  que  l'équation  (i)  se  réduise  à 

(174)  e* — x=.o. 

Alors,  en  prenant  pour  a  la  valeur  de  x  fournie  par  l'équation  (i25) 
de  la  page  485,  c'est-à-dire  en  posant 


(176)  ar=o,3l8n-  (1,3372)^—  tf 

on  tirera  de  la  formule  (8) 

(176)  i  =  0,0000317. . .-+-  (0,0000357. .  *)\/—\ . 

On  aura  donc,  en  désignant  par  p  le  module  de  i\ 

1 

(177)  p=z  [(0,00003l7.  .  .)'-*-  (0,0000357.  .  .),]1  =  0,0000^77 

D'ailleurs,  si  l'on  fait 

(11)  j7  =  a4-«-+--c  =  o,3i8i3i7...-h  (1,3372357. .  ,)y/—  1  -h  5, 

il  est  clair  que,  pour  un  module  de  5,  inférieur  à  celui  de  1,  la  partie 
réelle  de  la  variable  x  restera  comprise  entre  les  limites 

o,3i8i3i7. .  .  —  0,0000477  =  o,3i8o84o. . ., 
o,3j8i3i7.  .  .-+-0,0000477  =  0,3181794 

Donc  alors,  pour  que  le  module  de  f'{x)  =  e*  —  1  reste  supérieur  au 
nombre  A,  et  le  module  de /"(a?)  ==  é*  inférieur  au  nombre  B,  il  suf- 
fira de  prendre 

(178)  A  =  e0'3180"0-  —  i  =  o ,  37449 •  •  • ,         B  =  é>o,mm4...  = , f  3^53   _ 

D'autre  part,  si  l'on  adopte  les  valeurs  précédentes  de  p,  A  et  B,  on 
tirera  de  la  formule  (i3<)) 

x                    (1,37462..  0(0,0000477... )\f*  0 

<™>  ,(0,37449...)  -=°>000o"S9-' 
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Or  la  valeur  précédente  de  £  vérifie  évidemment  la  condition  (147). 
Donc,  en  vertu  du  théorème  VIII,  l'équation  (174)  admettra  une 
racine  imaginaire  de  la  forme 


(180)  .r=:o,3i8i3i7...-i-  1,3372357. . .  y— 1  -+-  z, 

le  module  de  z  étant  inférieur  à  0,0000477 Ajoutons  que,  si  Ton 

nomme  a,  b,  c,  d,  ...  les  diverses  valeurs  approchées  de  cette  racine 
déduites  les  unes  des  autres  a  l'aide  de  la  formule  (8),  les  différences 
entre  la  racine  cherchée  et  ses  valeurs  approchées  ne  surpasseront 
pas  les  différents  termes  de  la  série  (i4°)  ou 

(181)    0,00095...,  0,000000011...,  0,00000000000018, 
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